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möglich  gowarden  ist,  von  neuem  ihren  Dnnk  ausi!;(ii«pr<'rh«n. 
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zo  Anfang  eines  jeden  der  vier  AbscbniUe,  in  welche  diese 
Abhendlnng  eingeth^U  ist,  der  Inhalt  derselben  ausOlhrlich  dargel(>gt 
wird,  so  ist  biet  wenig  darQber  nachzuholen.  Ich  ßlhre  nur  an,  dass  im 

ersten  Abschnille  eine  in  neuerer  Zeit  mehrfach  behandeile  geadtttische 
Aufgabe  vorgcnoiiimcn  wird,  dorm  hier  aiisL'efilhrte  Anflftsung  dennoch, 
wie  ich  elanbe.  mehreres  Neue  t  tilliall.  Du;  Anfi^abcn  des  zweiten  und 
vierten  Abj^ciinitles  sind  meines  Wissens  nach,  in  der  noKorcn  Zeit,  we- 
nigstens in  Deutschland,  nicht  behandelt  worden,  obt:leicii  sie  in  alleren 
Schriften  Uber  Gendflsie  und  sphüroidisehc  Trigonometrie  vorkommen; 
die  Auflösungen,  die  ich  von  diesen,  an  sich  indirecten,  Aufgaben  gebe, 
machen  sich  dadurch  bemerklich,  dass  sie  schon  in  der  ersten  Annähe- 
rung 80  genaue RestilUKe  geben,  dass  wohl  nie  die  Durchfiihrung  einer 
zweiten  Annäherung  erforderlich  sein  wird,  obgleich  denselben  die  grösst 
mdglicbe  Aosdehnong  gegeben  worden  ist. 

Im  dritten  Abschnitt  %vird  die  Rednction  der  spbttroidischen  Drei- 
ecke auf  sphärische,  und  die  der  sphärischen  auf  ebene  entwickelt.  Es 
mosste  dieser  Abschnitt  dem  vierten  um  deswillen  vorangestellt  werden, 
weil  die  Auflösung  der  Auljgabe  des  letzteren  auf  die  im  dritten  Ab- 
schnitt abgeleiteten  Sätze  beruht. 

Nicht  nur  die  Hauptan^ben«  sondern  auch  die  damit  in  Verbin- 
dung stehenden  Nebenaufgaben  sind  berOcksichtigt,  und  fast  allen  Bei- 
spiele hinzugefügt  worden.  In  Bezug  auf  diese  Beispiele  führe  ich  an, 
dass  Herr  Dr.  Auwers  die  Güte  gehabt  bat,  die  Berechnui»g  derselben 
mit  auszuführen. 

Erster  Abschnitt 

Eine  der  in  der  praktischen  Geodäsie  häufig  au wend baren  Auf- 
gaben ist  die:  ans  der  gegebenen  Lage  des  Anfangspunkts  einer  iieoda- 
tischen  Linie  auf  dem  Erdellipsoid  und  der  Länge  derselben  die  Lage 
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des  Endpunkts  zu  finden.  Diese  Aufgabe  ist  in  neuerer  Zeit  tou  deut- 
schen Astronomen  und  Hathematikem  raeiirfach  behandelt  worden. 
Gauss  bat  in  seiner  zweiten  Abhandlung  tiber  die  Geodäsie  (Untersu- 
chungen Uber  Gegenstände  der  höhem  Geodflsie«  Gtfttingen,  1847)  zwei 
verschiedene  Auflösungen  derselben  gegeben,  uodJacobi  hat  kurz  nach 
dem  Erscheinen  dieser  Abhandlung  seinerseits  eine  kurze  Auflösung  ge- 
geben ,  zu  welcher  ich  auf  seinen  Wunsch  ein  Beispiel  gerechnet  habe. 
Die  Jacobi'sclio  Auflösung  \sl  erst  nach  seinem  Tode  vonLulhor  (A.N. 
No.  97  4)  bekannt  gemacht  worden,  und  es  ist  diesem  Astronomen  auch 
gelungen  ;iiis  Jacobi's  nachgelassenen  Papieren  seine  Ableitung  aufzu- 
finden, die  Ol-  gieiclifalls  (A.  N.  No.  lOOC)  u.  1007)  verolTenflir})!  luil. 

Die  genannten  Auflösungen .  sowohl  die  \on  (iauss  svie  die  von 
Jacohi  sind  nicht  allgemein,  sondern  erstrecken  sich  nur  auf  die  l  alle, 
in  weichen  die  gegebene  geodätische  Linie  nicht  grösser  ist,  als  dass 
man  sie,  gleichwie  die  Excentriciiai  der  Erdmeridtane.  als  eine  kleine 
Grosse  erster  Ordnung  betrachten  kann.  Für  die  bisher  ausgeführten 
GradmessuDgen  mochte  man  wohl  mit  dieser  Beschränkung  ausreichen 
können,  allein  für  die  l>eiden  grossen,  jetzt  im  Werke  begriffenen  Unter- 
nehmungen, für  die  mitteleuropaische  Gradmessung  und  die  Langen - 
gradmessung  zwischen  Orsk  in  Russland  und  Valentia  in  Irland  reicht 
man  mit  der  genannten  beschrttnkenden  Annahme  in  Betreff  der  L4lnge 
der  geodätischen  Linie  nicht  aus.  Bossel  hat  (A.  N.  No.  86)  von  der- 
selben Aufgabe  eine  Auflösung  gegeben »  in  welcher  die  genannte  Be- 
schränkung nicht  enthalten  ist,  allein  ich  habe  demungeachtet  nicht  un- 
terlassen wollen  mdner  Seits  auch  eine  selbstsUndige  Bearbeitung  der- 
selben vorzunehmen,  da  mir  vorkam  als  mOdite  diese  Auflösung  noch 
etwas  vereinfacht  werden  können. 

Gauss  und  Bossel  brauchen  zur  Anwendung  ihrer  Auflösungen 
mehr  oder  minder  zusanimongeüet/tc  Tafeln ,  die  ihren  Abhandlungen 
auch  beigegehen  sind,  walnend  die  Aufl«>sung,  die  ich  hier  geben  werde, 
gar  keine  lluii.sl.iieln  erfoideil,  gleichwie  auch  bei  der  Jacobi  .-M  lu  n 
der  Fall  ist;  man  reicht  mit  einigen  Cousianten  aus,  die  Functionen  der 
Excenlrieilal  der  Erdmeridiane  sind,  welclie  selbstverständlich  als  ge- 
geben betraclilet  werden  muss,  und  stets  einen  bestimmten,  nie  erneu 
unbestimmten,  binilu£ä  auf  das  numerische  Hesullal  in  jedem  speciellen 
Falle  äussert. 

Die  Jacobi'scbe  Ableitung  seiner  Auflösung  ist  duivh  seine  Theorie 
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elliptischeo  Fünctiooen  mit  Meier  Eleganz  durchgerührt,  aber  so  zu- 
nmmengeselzt,  dass  es  Mühe  kostet  von  seinen  Entwickeluogen  sich 
eine  vollständige  und  klare  Eiosicfat  zn  verschaffen»  und  es  daher  wttn- 
scbeDSwerth  schien ,  eine  einfachere  Ableitung  zu  versncheu.  Die  hier 
gegebene  Eotwickelung  geht  von  denselben  Legen  dre'schen  Formeln 
aus,  die  Jacobi  zu  Grunde  gelegt  hat,  und  es  wird  daraus  ohne  Zuzie^ 
bung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  anf  einfache  Weise  die 
unbeschränkte  Auflösung  erhalten«  Nachdem  ich  in  diese,  als  besonde- 
ren Fall,  die  BeschrtnkuDg  eingeführt  hotte,  dass  die  geodätische  Linie  so 
kurz  sei,  duss  man  sie  als  eine  kleine  Grosse  erster  Ordnung  betrachten 
künno,  kam  ich  auf  eine  Auflösung  die  nahe  mit  der  Jacobi'sclien  über- 
ein.».iiinml,  sich  aber  von  dieser  wesentlich  dadurch  unterscheidet,  dass 
sie  Eine  lliilfsgrösse  weniger  erfordert,  und  einige  kleine  Glieder  ent- 
halt, die  zur  (lcnaiiic;keil  des  Resultats  beitraijon,  aber  bei  Jacobi  nicht 
vorhanden  sind.  Ks  war  hiefltr  aus  der  Theorie  der  (illiplisclien  Functio- 
nen nur  die  Anwendung  eines  einzigen  Satzes  erforderlich,  uemlich  die 
Relation  zwischen  dem  Modul  einer  elliptischen  Function  und  der  von 
Jacobi  mit  q  bezeichneten  Grösse,  durch  deren  Einfuhrung  er  so  sehr 
stark  convergirende  Reihen  erhalten  hat.  Diese  Relation  tritt  hier  auch 
ohne  Bezog  auf  ihre  Bedeutung  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functio- 
nen ein,  und  erscheint  nur  als  eine  Sobslitnlion,  durch  welche  bewirkt 
wird,  dass  in  den  Coefficienten  mehrere  Glieder  der  höheren  Ordnungen 
verschwinden,  und  die  Reihen  Uberhaupt  eine  weit  grössere  Convergenz 
bekominen.  Ich  habe  auch  aus  diesem  Grunde,  so  wie  um  Multiplica- 
tiouen  und  Divisionen  mit  denselben  numerischen  Coefficienten  zu  ver- 
meiden, nicht  q  selbst,  sondere  statt  dessen  unter  der  Bezeichnung 
/»  eingeführt. 

Die  Legen  dre'schen  Formeln,  von  welchen  ich  bei  den  Enlvvicke- 
lungen  ausgehe,  hülte  ich  unmittelbar  aus  seinen  Abhandinngen,  nament- 
lich aus  seinen  »Kxerciees  etc.«  cnluelmien  können,  allein  ieli  habe  vor- 
gezogen eine  Ableitung  derselben  voranzustellon ,  die  von  dein  Grund- 
sat/ aiisgelil.  d.iss  man  die  Gleichung  irgend  (^iner  beli(*bigen  Oberfläche 
durch  zwei  von  einander  unabhängige  Veränderliche,  statt  tler  drei  von 
einander  abhängigen  Coordinaten  darstellen  kann.  Dieser  schon  längst 
bekannte  Satz  ist  bekanntlich  von  Gauss  amMeitilen  angewandt  und 
ausgebildet  worden. 
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Die  Gleichung  irgend  einer  Oberfläche  sei  allgemein 

wo  nnter  x,  y,  z  die  recblwinkllchen  Coordinaten  irgend  eines  Punkts 

derselben  verstanden  werden.  Da  in  Folge  dieser  Gleichnng  immer  zwei 

Coordinaten  von  einander  iinahhanciig  sind,  so  kann  man  alle  drei  als 
Functionen  von  iii^ond  v.wv'x  andtMen  ,  votj  einander  unabiiangigen  Ver- 
ttüderiiciico  betrachten  und  darsteilen,  so  dass 

werden,  wenn  p  und  q  die  neuen  VerUnderlichen»  und  91*  Vi  %  nicht  min- 
der wie  f  Functionszeicben  sind.  Da  die  eben  nurgestelllen  Functionen 
keiner  anderen  Bedingung  unterliegen,  als  dass  sie»  statt  x,y,  %  in  die 
Gleichung  der  Oberfläche  subslitairt,  diese  identisch  Noll  machen  müs- 
sen, so  können  die  Veränderlichen  p  und  9  auf  mannigfache  Wetae  an- 
genommen, und  bestimmt  werden.  Durch  die  Diflerentiation  soll  nnn  aus 
den  vorstehenden  drei  Gleichungen  hervorgegangen  sein 

dr  =  Tjdp  +  tj'iJq 
dy  SS  Oäp  -i-  (j'dq 
dl  SB  fidp  H-  fidq 

wo  die  sechs  GuefBcienten  1;^.  e,  /i,  ?/,  0',  /i'  als  Functionen  von  p  und  q 
betrachtet  werden  können. 

3. 

Das  DilFerentiai  irgend  eines  Rogens  hat  bekaiinllicb,  wenn  man 
es  mit  ds  bezeichnet,  zum  Ausdruck 

d«'  =  dx^  -h  dy^  dz\ 

Substituirt  man  hierin  die  eben  aufgestellten  Ausdrticke  filr  dx^  dy,  d%, 
und  setzt  zur  Abkürzung 

E  =  »/^  H-  -I- 

F  =  v/  -h  ÖÖ'  -H  II// 

so  ergiebt  sich 
{\)    .    .    .    .    ds''  =  Edp'  -h  Wpdii  H-  Gd>[^ 

welcher  Ausdruck  das  Oitfereiitial  iigend  einer  beliebigen ,  auf  der  ge- 


Gioiiliiscmi  UimasDCBoiiGBii. 
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gebenen  Oberfläche  gezogeneD,  willkuhrlicbea  Linie  durch  die  Differen- 
tiale der  UoabbilDgigeo  p  und  q  giebl. 

Mao  IcaDD  dieseo  Ausdruck  vereinfacbeD,  ohne  ihm  die  Allgemein- 
heil zu  rauben.  Man  finde!  auf  bekannte  Weise,  das6  das  Trfnom 

sich  in  die  beiden  imaginfireii  Factoren 

Edp-^Fdq  ±  idqVEG—F^ 
wo  i  =  y  —  I  ist,  auHüsen  lüüsl.  Selzt  man  daher 


dh^VE.dp  +  y^äq 


(2) 


so  erbiU  man 

«it«  »  dA* m^ilfS  (3) 

Mao  tetslel  dieser  Glcithuog  durch  die  tolgeodeD  GnUge 

dAsd^cosa 
wdq  s  dfsina ' 

woran«;  sich  zu  erkennen  giebt,  dass  a  der  Winkel  ist,  den  das  Element 
ds  der  Liiue  s  mit  dem  Element  dh  der  Linie  h  auf  der  gcgebeucu  Ober- 
fläche macht.  Die  Blemente  der  Linien  h  und ßndq  schneiden  sich  also 

unter  rechten  Winkeln«  und  da  ist  die  Hypotenuse  eines  elementaren 
recblwinklichen  Dreiecks«  in  >^elchem  die  Catheten  dk  und  tndq  sind. 
Der  sich  ans  (1}  ergebende  Werth  ^oh  dt  hingegen  kann  als  dritte  Seite 
eines  schiefwinklichen  Dreiecks  constrairl  werden,  dessen  beiden  an- 
deren Seiten  yE.dp  nnd  yG.dq  sind.  Nennt  man  den  von  diesen 
beiden  Seilen  eingeschlossenen  Winkel  a ,  so  wird 

cos  tt»  A  ~ 

Yeg 

denn  hiemit  erhfllt  man  der  ebenen  Trigonometrie  gemäss 

dl*  «  (K£.4»)'  —  2(KI.i^)(KiS.df)cos»  -h  (VG.dqy 

Die  Ltneareleroente  VE, dp  und  VG.dq  schneiden  sich  also  nur  dann 

unter  einem  rechten  Winkel,  wenn  die  CoefBcicnten  ly,  ö,  ^,  tj',  ^,  fi  WO 
herschaffen  sind,        daraus  /'  =  0  folgt. 
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4. 

Will  man  nun  auf  der  g^ebcnen  Oberflüche  irgond  eine  der  Linien 

JVE.dp  oder  h  oder  JVCdq  odei  jmdq  bcsUmmen,  so  kaoo  dieses 

olioe  Weiteres,  und  nur  mit  dem  Vorbehalt  der  AnsOthning  der  Integra- 
liooen  gescbeheD,  da  fllr  jede  derselben  das  Differential  der  bezQglichen 
anderen  gleich  Null  ist.  Will  man  hingegen  eine  Linie  bestimmen,  die 
von  den  eben  genannten  verschieden  ist,  und  einem  gegebenen  Gesetze 
folgen  soll,  so  moss  man  entweder  p  und  q  oder  bez.  A  und  q  in  Func- 
tion einer  dritten  Veränderlichen  darstellen,  oder  die  eine  derselben 
bez.  als  Fuuclion  der  anderen  ansehen. 

8. 

Um  die  kürzeste  Linie  zwischen  irgend  zwei  Punkten  auf  der  ge- 
gebenen Obefflttche  zu  bestimmen  werde  ich  mich  der  Gleichung  (3) 
bedienen,  und  h  als  Function  von  q  betrachten.  Es  muss  nun  unter  die- 
ser Voraussetzung  die  Variation  des  Ausdrucks 

Null  werden,  und  da 


ist,  so  druckt  die  Gleichung 

fiie  Hcdini^uiig  aus,  dass  ,«?  die  kürzeste  Linie  zwischen  irgend  zwei 
PlhjIvIcii  Hilf  der  gegebenen  Oberfläche  ist.  Diese  Gleichung  kann  ver- 
einfacht werden.  Die  erste  (4)  giebt  , 

d .  ^  ae  d.  cos  a  V  — >  sin  ada 

und  durch  die  Substitution  dieser  und  die  Zuziehung  der  zweiten  (4) 
eigiebt  sich 

als  Bediogungsgleichuog  fUr  die  gesuchte  kürzeste  Linie.  Ich  bemerke 


.  ^    .d  by  Google 
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zom  Ueberfluss  hier,  dass        der  pariielle  DifferenliatquotieDi  von  m 

in  Bezog  aof  h  ist.  I>ie  Reiaiion  zwischen  «,  dk,  dg,  die  als  Hnirsglei- 
chong  hier  mit  zugezogen  werden  muss,  ist 

'n'«  =  mj;  (6) 

Qod  durch  Hülft)  dieser  nebsl  denm  Ditfcrential  könnte  man  a  und  du 
aas  der  (5)  eliminiren,  wodurch  eine  DilTeronlialgleichung  zui'oitet  Onl- 
noDg  zwischen  h  und  q  ent^lehen  würde.  Für  den  hier  zo  erreichenden 
Zweck  ist  es  jedoch  einfacher  die  vorstehenden  Gleichungen  unverän- 
dert anzaweodeo. 

6, 

Wenden  wir  nun  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  allgemeinen 
Gleichungen  dazu  an,  um  auf  der  als  abgeplattetes  Revulutionsellipsoid 
betrachteten  Krdoberflache  die  kUr/esle  Linie  zwischen  irgend  zwei 
Punkten  zu  bestimmen.  Dem  allgemeinen  Sprachgehrauch  zuf6lge* 
werde  ich  mich  für  diese  Linie  des  Ausdrucks  »geodütische  Linie«  he- 
dienen,  welcher  also  hier  mit  »kürzester  Linie«  als  synonym  zu  hetraeh- 
len  uL 

Logen  wir  die  Achsen  der  x  ond  y  in  den  Aeqoator,  in  zwei  be- 
liebige, sich  recblwinklich  achneidende  Meridiane,  ond  die  der  *  in  die 
Umdrehungsacbse;  bezeichnen  wir  ferner  die  Halbachsen  des  BIlipaoida 
mit  tt  und  6,  unter  der  Voraussetzung  daas  a>  6  sei,  dann  ist  die  Glei' 
chung  des  Ellipsoids 


und  dieser  Gleidinng  wird  durch  die  Ausdrticke 

X  =  UCOSßCOB  l 

ff  sss  acosß  sto  ( 

z  =  b  üiii 

GnOge  geleistet,  wo  ß  die  sogenannte  reducirle  Breite  irgend  eines 
Punkts,  und  l  dessen  geographische  Litnge,  von  irgend  einem  beliebigen 
Meridian  an  gezählt,  bezeichnen.  Differeniiirt  man  diese  Gleichungen, 
ond  ideoUGcirt  ßmlp  und  ^  mit  9,  so  wird  zufolge  des  Vorhergehenden 

tf^  —  ümßcoBl;  17' s  —  a cos sin i 
9  s  —  asin/^ain  I ;   0*«     a cos/? cos I 
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also 


E 

F 
G 


0 

cos 
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Es  soll  zuerst  zu  mehrerer  Deutlichkeit  das  System  von  Linien,  wel- 
ches in  der  allgemeinen  Ableitung  mit  h  bezeichnet  wurde,  für  sich  be- 
trachtet \vcr(l(>n.  Man  erhalt  dieses  wenn  mnn  in  der  Gleichung (3)  dq=0 
macht,  und  es  wird  also  hierauf  «  =  A.  Macht  man  nun  in  der  Bedin- 
gaDgsgleichaDg  (5)  auch  <ig  as  0 ,  ao  wird  cia  s  0 ,  folglich  coost. ; 
die  Gleichung  (6)  giebt  ferner  a^O.  Die  Bedingungsgleichang  der  kur« 
zesten  Lioie  ist  also  von  selbst  erfttlU.  aod  alle  Liuieo  h  Bind  kürzeste 
Linien.  Fttr  die  Erdoberfläche  giebt  der  vor.  Art.  in  Verbindung  mit  der 
ersten  {%) 

{!)...      dh^  ^  dß  Va^sin^ß  +  6« cos»/? 

wo  ich  (las  Minuszeichen  trfvvnlii!  Iiabe.  weil  es  aiii,'cmessen  ist  die  geo- 
dattschea  Linien  h  im  Pole  anfaulen  zu  lassen.  Uiemil  wird  also 


und  dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  h  ein  Bogen  irgend  eines  Meridians  ist; 
die  Meridiane  sind  also  auf  der  Oberfläche  dor  Erde  geodätische  Linien. 


Gehen  wir  zum  allgemeinen  Fall  auf  der  Krdoberfläche  über,  so 
erhalten  wir  erst  durch  die  xweite  (üi)  in  Verbindung  mit  den  Ausiirttcken 
des  vorvor.  Ali. 


8. 


m  s  a  cos  |9 


woraus  mit  Zusieltung  der  (7) 


^idgi.  Die  Cleichungen  (5)  und  (ti)  werden  nun 
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oad  eliminiri  man  hieraiu  dl,  ao  erbttU  man 

Igatgßdß^  da 

deren  Integral 

'  cos  ßs\aa  s  const. 

ist.  Bs  ist  an  sich  klar,  dass  jede  geodsüacbe  Linie  hinreichend  verlän- 
gert wenigstens  Ein  Mal  einen  Meridian  rechtwinkh'cb  schneiden  muss, 
nnd  nennt  man  die  redncirie  Breite  des  Punkts  derselben,  wo  dieses 
statt  Godet,  fk,  so  wird  das  vorstehende  Integral 

cos  /9  sin  a  s  cos  /9b  (B) 

Diese  Glcichnog  ist  die  ersio  Griindgleicbun^  der  geo(iaiischen  Linie. 
Zufo!j?e  des  Art.  3  ist  «  der  Winkel  den  die  allgemeine  kürzesle  \Än\e 
mit. den  Linien  h  macht,  und  zuM^e  des  Art.  7  sinil  die  Linien  h  auf 
dem  Rovoliilionsellijisoid  Mei  idianhögen,  oder  wenn  man  das  dort  ge- 
fundene Iniegrul  hinreichend  ausdehnt,  die  ganzen  Meridiane,  der  Win- 
kel tt  ist  folglich  das  Azimuih  der  geodätischen  Linie  in  irgend  einem 
nnliesliromten  Punkt  derselben. 

Die  zweite  Gleichung  (4)  wird  jetst 

a  cos  ßdl  as  sin  ad» 
und  etiiuioirt  man  hieraus  a  verniitlelst  der  (8),  so  ersieht  sich 

a  cos  *ßdl  =  006  ß^dt  (9) 

welches  die  zweite  Gmndgleicbung  der  geodtttisdien  Linie  ist. 

Die  biliuiiualion  von  dh  aus  der  ersten  (4)  durch  Hülfe  der  (7)  giebl 

df  cos  a  s  ^     Vtt^sin  V  -i-  <f*cos*^ 
nnd  sehaSi  man  hieraus  a  durch  Httlfe  der  (8)  fort,  so  bekommt  man 

welches  die  dritte  und  letzte  Grundgicichung  der  geodtttlschen  Linie  Ist. 
Das  Integral  dieser  Gleichung  giebt  die  Ltoge  der  geodätischen  Linie, 
die  durch  einen  endlichen  Ausdruck  nicht  erhallen  werden  kann,  wes- 
halb die  KcctiOcalion  derselben  unmöi^^lich  ist.  Elimiuirt  man  (h  aus  (9) 
durch  Zuziehung  der  (10),  so  bekuujuit  man 


dlwm^ 


cos  ß,  y  a*  sin  *ß  +  b*  fos  '/f 


deren  Integral  die  Gleichung  der  geodUlischcn  Linie  selbst  ist. 
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9. 

Der  Ausilriick  (lOj  kann  vereinfachl  werden.    Fuhrl  man  ersl  die 
Excentricitüt  e  der  Erdmeridiane  durch  die  Gleichung 

a»— fr»««»«» 

ein,  so  wird  er  

<M  s  —  adft  cos  ß   -  --  — .  - 

y»«n',<.  -  Sil.  V 

und  fllbri  man  hierauf  den  Bogen  <p  stall  ß  durch  die  fulgeode  Relalioa 
ein, 

(11)   sin Bin /j« cos 9> 

so  ergiebl  sieb 

dir  »  adq>  V 1  —  e»  +  a»  sin     cos  ^(p 
Setzt  man  hierauf  ^ 

(12)  .    .      il£ffn=  K  1  —  cMg  ßu  ,  e  sin  /i«  =  k 

wo  also  ßo  die  Polhöhe  des  Punkts  bc/cit  Imet,  in  welchem  die  geo- 
düiische  Linie  den  Meridian  rechtwinklicb  iM^Jineidel,  und  erwigl  dass 
hieraus 

-i-  «ja    (<  -  g';  Siu  'fl, 

folgt,  so  wird  schliesslich 

(t3)    ....   A  —  c^^(/y  Kl— AHinV 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  LKnge  der  geodutiscben  Linie  durch  ein 
elliiitisdies  Integral  xweiler  Gattung  bestimmt  wird. 

Eiiminirt  man  vermittelst  der  ( 1 3)  ds  aus  der  (9),  so  bekommt  man 

für  diu  DitTetenlialgleichung  dt)r  geudälischcn  Linie  selbst 

Da  der  Nenner  dieses  Ausdrucks 

1  —  sin     cos  »9  =  cos  %  {\     tg  %  sin  V) 

ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Gleichung  der  geodstischen  Linie  ein  ellip- 
tisches Integral  dritter  Gattung  ist. 

10. 

Gehen  wir  nun  zu  der  ersten  Haupi  uifi^alx'  uImt:  »Aus  der  gege- 
«Ijriicii  I.imi^re  einer  geodätischen  Liiue  und  (I<m  l.niic  ihres  Anfangs- 
•puiiktä  auf  der  Erduberflache  die  Lage  ihres  Endpuukts  zu  finden.« 
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Seien 

g  die  Lnn^c  der  geodutiscben  Lioie 

//  die  Polh/>hp  \ 

^  die  i-educirlc  Breite  |  des  Aafaagspuokts 

«  das  Azimulb  ) 

von  M  dessen  geogr.  Laoge  gleich  Noll  gesetzt  wird,  ferner 

BT  die  Polhohe  | 

fif  die  redncirte  Breite  |  .       ,     , . 

V  .  >  des  Eadpualils  von  s, 

X   die  geogr.  Lttoge  1 

1 80*+« '  das  Azimutfa  ) 

Da  man  die  t^eocraphischcn  Langen  von  einem  beliebigen  Meridian  an 
zJihlen  kann,  so  isl  »hirch  II'  oder  ^  und  «'  die  Lüi^'c  dos  Anfanirspunkts 
von  s  vollständig  gogclien,  und  die  Bögen  «,  R',  «'  siiui  daher  die  gege- 
beneu Stucke  unserer  Aufgabe;  aus  demselben  Grunde  sind  die  BOgen 
B't  X,  a  die  zu  bestimmenden  Grössen.  Üie  Azimuthe  sollen  hier  immer 
vom  Sildpiinkl  des  Horizonts  gezahlt  werden,  und  von  da  an  in  dersel- 
l>en  Richluog,  in  welcher  man  die  Lungen  wachsend  annimmt,  wachsen. 
Durch  diese  BesUmmuDg  werden  alle  Langen  positiv,  und  zwischen  den 
Grenzen  0  und  )80*  eingeschlossen;  dieselben  Grenzen  sind  alsdann 
auch  die  von  u  und  u. 

Seien  nun  q>  und  (p"  die  Werthe  des  Bogens  (p  ftlr  den  Anfangs- 
und den  Bndpunkl  von  8 ,  dann  geben  die  Gleichungen  (1 3)  und  (1 4) 


««Ir^n^Vl-Ä^sinV 

*# 

_  sin    cos     i  j   y  <  —k*  sin  *if> 


Da  die  Lage  des  Anfangspunkts  von  s  gegeben  ist,  so  sind  durch  die 
GleichuDgen  (8)  und  (M)  auch  und  ip  gegeben,  und  in  der  ersten  der 
vorsteheaden  Gleichungen  Ist  die  einzige  Unbekannte,  die  daher 
durch  diese  Gleichung  zu  bestimmen  ist.  Hierauf  wird  die  rechte  Seite 
der  zweiten  Gleichuog  vOllig  bekannt,  und  es  kann  durch  dieselbe  der 
Ltlngeounterschled  X  des  Anfiings-  und  des  Endpunkts  von  t  bestimmt 
werden. 
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Aus  den  Gleichungen  (8)  und  gehl  hervor,  dass  überhaupt 
90"  —  /So,  90**  —  ft,  (p  vior  Stücke  eines  rcchtwinklichen,  sphanst  lien 
Dreiecks  sind,  in  welchem  90"  —  ^t?  die  Hypotenuse,  90" — fio  und  ^  die 
Calhcten,  und  u  der  der  Seile  90"  —  ßo  gegenüber  beizende  Winkel  sind. 
Um  (besf'S  Dreieck  sogleich  vollsländig  !)ülraLliteü  zu  können  soil  uuch 
der  Winkel  am  Pole,  oder  der  der  Seile  (f,  gegenüber  hegende  Winkel 
eingetithrt,  und  allgemein  mil  J2  bezeichnet  werden.  Bezieht  man  dieses 
Dreieck  auf  den  Antangspnnki  von  «,  und  versieht  wie  oben  die  dahin 
gehörigen  Bögen  mit  einem  Slricb,  80  ergeben  sich  zur  Bofilimmuog  von 
y',  Jl\     die  Gleichnogen 


(45) 


sin  ßo  sin  (p' 
sin  ßo  cos  (p 
sin  ßo  sin  Sl' 
sin  ßo  cos  Jl' 
COSßn 


COS  fcOBtt 

sin  ff 

cos  a 

sin  sin  a 
cos  ßf  sin  « 


Ist  hierauf  auf  die  im  vor.  Arl.  angedeutete  Art  bestimmt,  so  giebt 
dasseJbe  Dreieck  durch  seine  Anwendung  aofden  Endpunkt  von 

cos  ß'  sin  u    =  cos  ,% 
cos  ßf  cos  a    =  sin  ßo  sin 
(16).,.      .  cos  ßf  sin  JT  =  sin 

cos  ß'  cos  Ji'  =  cos  ßo  cos  (p" 
sin  ■  K  sin  ^  cos  9" 

Durch  die  Anwendung  dieser  beiden  Systeme  von  Gleichungen  kann 
man  immer  die  Unbekannten  mit  der  ganzen  Sicherhdt,  die  die  Um- 
stände der  Angabe  gestatten,  bestimmen,  «od  ist  Uber  den  Quadranten, 
in  welcbem  die  Bogen  su  nehmen  sind,  nie  in  Ungewissbeil. 

Von  If  SU  fi^,  und  von  ff  za  Bf  geht  man  durch  die  allgemeine 

ddchong   

tg  ^  =  VTUP .  lg  ß 

oder  durch  die  Reiheneniwickelungen  derselben,  die  weiter  unten  an- 
geführt werden  sollen,  über. 
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12. 

Weodeo  wir  uns  duq  zur  Bestimmung  von  (p\  so  ist  die  Gleichung 
(43)  oder 

VOD  (p  biä      ZU  iulegriieu.  Zu  diesem  Zvvcck  ergiebl  sich  zuerst 

in  welcher  bei  dem  Platt  findenden  Worthc  von  e  fbr  den  Erdköi  ftor  die 
angesetzten  Glieder  völlig  ausreichend  sind.  Üurch  die*  bel^anuieu,  all- 
geaieineo  Kelalionen 

sin     SB  Y  —  Y  cos  ü  y      y  cos  i  9 
erhall  man  hieraus 

yi-*».i.V  -  (<-T*»-«*'-iji*')  +  (T*'-hi*'+is**)«-«v 

—  (^4**-*- jjj*')  COS  4y  -h  ^Ät*  cos     ^  ... 

Maltipliciii  man  diesen  Ausdruck  mit  d^,  und  integrirt  ionerhaib  der 
angegebenen  Grensea,  so  erhtill  man 

Aber  aas  den  Gleichungen  (I  ^}  folgt  leicht,  dass 

sin  B,   

sin/»," 

ist,  subsUtuirt  man  diesen  Ausdruck  und  ziebt  die  Glieder  möglichst  zU' 
sanDmeo,  lo  wird 

»  A(y  -  y')  +  B  cos        .^')  sin  (y;-  9-')       (i  7) 

—  Coos  ^l^'+y )  sin  2{<p'''-(p') 
-I-  D  cos  ^9^<p)  sin  3(9>'— 91'} 
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WO 

ist.  In  diesem  Ausdruck  muss  « jedenfalls  durch  dieselbe  Maasseinheit 

ausgedruckt  werden  wie  der  Halbmesser  des  Aequalors  a.  in  Bezug  auf 
die  Bögen  (p"  und  (fl  ist  es  am  Zweckmässigstcu  dioscibt  u  auf  gewöhn- 
liche Art  in  Sccunden  u.  s.  vv.  auszudrucken,  und  zur  Kriangung  der 
Hüuioi;oneiiat  in  der  vorsiehenden  Gleichung  müssen  rlaher  sowohl  die 
linke  Seite  derselben,  wie  die  CoefTicienten  ft.  C,  D  mit  dmi  in  Scrim- 
don  au.^gedrilcklen  Kreisbogco  multiplicirl  werden,  der  deui  fakreiähaib- 
messer  gleich  ist. 

13. 

Es  ist  mm  (p"  durch  die  Gleichung  (17)  zu  bestimmen,  und  hiebei 
soll  zuerst  die  Liiiige  s  der  goodülischen  ljuie  keiner  Beschränkung  un- 
terworfen werdeu.  Es  ergiebt  sich  hieniil 

cos 9>') sin  t(9^<p) 
—  Dl  cos  3(/-i-9')  sin  3{y''— y ) 

wo 

ft.fl.  G_4.  ft-fi 

und  r  die  Anzidd  von  Secunden  bedeutet,  die  dem  Kreishalbmesser 
gleich,  ;d>o  r  =  2(IG2i)4",8...  ist.  Die  vorstehende  Gleicluini,'  zcii^l,  dass 
dieSumme  der  beiden  ersten  Glieder  rechter  Hand  einen  bis  Huf  Grossen 
zweiler  Ordnung  in  Bezug  auf  $  geiiftherlea  Werth  von  <p"  bildet.  SeUt 
man  daher 

«  «  r4  .  S 


y '  =s     -I-  S  —  X 

wo  folglich  tf  die  in  Bogentheilen  des  Aeqoators  ausgedruckte  Uoge 
der  geodlUischeii  Lioie  bezeichnett  dann  isl  x  eine  kleine  Grosse  zweiler 
Ordnung,  und  durch  die  Subsiitulioa  erhalt  man 
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«  sas  ß,  cos  (^(f'-hS—x)  sin  {S—x)  —  Ci  cos  (4y'+2(S— j;))  sia  2(5—3") 
+  Dl  cos  (69) -1-3(5— sin  3(5— j?) 

Diese  Gleichong  giebl  bei  den  grösslen  Werthen  von  5»  die  vorkommen 
können,  eine  sehr  schnell  couvergirende  indireclo  AuflOBung»  wenn  man 
die  NttfaeraugeD  damit  anfilngt,  dass  man 

T  s     COS  (2y'-l-S)  sin  S 

in  die  recUle  belle  äubsliluirt. 

U. 

Bs  wird,  ehe  wir  weiter  gciien,  nicht  andienlich  sein,  diese  starke 
Annaherang  durch  ein  Beispiel  nachzuweisen.  Der  Maximalwerth  von 
le  ist  and  diesen  will  ich  im  Beispiel  annehmen,  da  es  klar  ist,  dass 
fUr  kleinere  Werihe  von  k  die  Annäherung  noch  grosser  werden  muss. 
Es  ist  biemit  zugleich  Bqssß^zs 90*  angenommen»  und  folglich  ist  die 
geodätische  Linie,  die  hier  beispielsweise  betrachtet  werden  soll,  ein 
Theil  irgend  eines  Meridians  des  Erdellipsoids.  Setzt  man  nach  Besse I 

löge  =  8,9122052 

so  ergehen  sicii  unter  der  Voraussetzung  dass  k=e  ist,  die  folgenden 
numerischen  Werlbe  der  Coefficienlen  ' 

Bi  B  345',3260 
Ci  =  0.0722 

D,  =  O.OOOOA 

woraus  hervorgeht,  tlass  selbst  wenn  man  die  Genauigkeit  Iiis  aufZehn- 
tausendtheile  der  Secunde  treiben  will,  das  drille  Glied  des  Ausdrucks 
für  X  immer  völlig  unmerklich  ist.  Dagegen  sind  die  in  Itt  und  Ci  ent- 
haltenen Glieder  sechster  Ordnung  nicht  ohne  Belang.  Setzt  man  aus- 
serdem 

9>'  s  10«  ,   5  »  40' 

80  giebt  die  Naherangsformel  fUr  x  zuerst  x^i'bV,0,  und  suhttitoirt 
man  diesen  in  die  vollständige  Gleichung,  so  bekommt  man 

1'5r,0175  -h  0',0355  =  -h  r5t",0530 

lliemit  sind  die  Annäherungen  schon  vollendet ,  da  eine  neue  Substitu- 
tion von  X  denselben  Werth  wieder  geben  wUrdo. 
Es  wird  daher  schliesslich 

=  49"fi8'8",9470 

AhkMdl.  4.  K.  8.  GMMllMk.  d.  WiMcMcfc.  Xlil.  2 
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Mao  siebt  bierauf  wie  sebnell  mao  durch  den  obigen  Aosdnidc  vod  9 

zum  genauen  Wcrlhe  dieses  Bogens  gelangt. 

15. 

Der  im  vorvor.  Art.  erhaltene  Ausdmeii  (Ur  a  kann  aber  aaeb  in 
einen  directeo  omgewandelt  werden,  und  daa  Resultat  wird  sehr  ein- 
fach, wenn  man  die  Glieder  aecfaaler  Ordnung  weglttasl.  Den  Ausdruck 
ftlr  w  ändert  man  leicht  in  den  folgenden  ab, 

X  =  —  j-^i  sin  2^  ■+-  ^Ci  sin 

-h  eoBtx^^Cx  sin  4(9)'-l-5)  cos  Kx 

—       cos  %ifp-^S)  sin  2«;  -4-  j  (^1  cos  4(9'-4>^  sin  ix 

Substilutrl  man  hierin  für  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  Vielfacben  von 
X  ihre  Reihenentwickelungeu .  so  ergtebl  sieb  bis  auf  Grössen  sechster 
Ordnung 

x  =  Ä,  cos  (2</)'+  S)  sin  Ä  —  C,  cos  (4<^'+  iSj  sin  2S 
—  xlh  cos  2(95'+ 5) 

und  nach  der  Elimination  von  x  auf  der  recblcn  Seile ,  mit  demselben 
Grade  der  Genauigkeit 

X  s  Bi  cos  [Ifp'-^S^  sin  S  —  Ci  cos  ( sin 

(1 8)        —         cos  2(9.'+«)  cos  (2(^'-l-S)  sin  S 

Behandelt  man  das  Beispiel  des  vor«  ArL  nach  diesem  Ausdruck,  so 
findet  man 

X  «:  H-  1'50*,985:)  +  0'.0d55  -1-  0'.0323  s  -|-  4'5r.0631 
mit  dem  obigen  Werthe  bis  auf  0",0001  ttbereinstimmend. 

16. 

In  vielen  zur  Anwendung  kommenden  Fallen  Ist  der  Werlh  von  0 
so  klein,  dass  er  fiir  eine  kleine  Grosse  erster  Ordnung  gehalten  werden 
kann ,  und  es  ist  daher  von  Inieresae  diesen  Fall  besonders  m  beban- 
deln. Man  kann  biebei  von  der  Gleichung  (i  S)  ausgehen,  die  nun,  da  S 
eine  kleine  Grfisse  erster  Ordnung  wird,  bis  auf  Grossen  siebenter  Oixi- 
iiun&;  richlig  wird.  Da  iniin  jolzl  auch  die  Sinusse  und  Cosinusse  der 
Viclfiiclien  \o\\  S  in  iliio  Hcilien  aunüson  darf,  so  wird  s^oweil  es  zur 
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Erlangung  des  ResullaU  bis  auf  Grösseo  siebenler  Oriinung  erfordt^r- 
licb  ist, 

cos ( sin S  a  ScoB  V«-*^«»  V-*T^<^o&V+T^^''*  V 

cos(V-»-2S)sin2S  =  2Scos  4(^'— iS^sin  4(^' 
cos(29»'-h25}cos(29-h<S)sin5  «  ^ S  +  yScosi^' — -fS'sia  i(p 

und  tkir  die  Coeffictonten  bekommt  man 
Subslituirt  man  diese  Ausdrucke,  so  ergiebt  sieb 

—  (»«"^{(IJt^-i.  1^«)  sin  2v'—       sin  4y'j 

—  Yi^S'k'  cos  2^  -I-  ^ff^S*k^  sin  2g>' 

wo  ^  K     ist.  Es  ist  angemessen  hier  stall  S  die  GrOase 

einzuführen,  und  da  nun  zufolge  des  Art.  13 

S  =  7 

oder  nacb  der  Reibenenlwickelung 

wird,  so  kann  x  leichl  in  Function  von  a  dargestellt  worden.  Setzt  man 
(f'—ip's^X'  woraus  x  =  5-— folgt,  dann  giebl  die  SubsUiution  der 
vorsleheoden  Ausdrttoke  von  m  und  S 

,  «     j(l _  I Ä«-    A- ')  -  (I    + h)  cos  2^ '  -H       cos  4^ '  I 

-•-  ^o  ^  I  j    sin  $9»'  —  -i-  ^  sin  4^'  j 
-h  p^a'^ y  fc2  cos  2qp'  —  Q^a*       sin  2y' 
bis  auf  Grossen  siebenter  Ordnung  vollständig. 

Den  eben  gefundenen  Ausdruck  kann  man  durch  die  folgenden 
Substitutionen  vereinfachen.  Löst  man  zuerst  die  erste  Zeile  desselben 
ab,  indem  man 

a* 
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«'1(*-T*'-R*')  -  (T*'  +  n**)««V+s*'Cö«Vj 

setzt,  und  iuhrl  darauf  in  dem  Übrigen  Theil  i^  stall  o  ein,  so  bekomnil 
man 

^^^^^  1(1*2+       ^     _  jLi*  Sin  4V  j 

+       T    cos  2y'  —    v^*  1  sin 

sttchl  man  ferner  statt  der  Aasdrflcke  fllr  ^  und  %  selbst,  die  ihrer  Lo- 
garilbfloen,  so  erh&lt  man 

log.  nal  y  =  log.  nat  n  —  (7^^+         ~"  (t  t*^) 

log.  nat   s  log.  nal       eV'  I (t T ^) ^9  ^k^*  ^9^] 

TC'V^^'  cos      —  j^Q^Si^ff^  sin 

Sei  endlich 

(19)    .    .         =  V  — 8/1^-1-1  V3_<2/**d;,.. 
dann  werden  die  vorstehenden  Ausdrucke 

log.  nal  V  ^  leg*        —  2/i  cos  V  sin^2y' 

log.  nat  X  ^  log.  nat  ^  -i-      sin  2^'  -h  -f       ooe  S^' 

—  (»v*/*^  sin  4y'  —  y  ^VV*  sin  2y' 

auch  bis  anf  Grossen  siebenter  Ordnnng  richtig. 

Die  Gleichung  zwischen  k  und  fi  gicbl  durch  die  ünikehruug 

aber  die  Gleichungen  (1 2)  geben 

siii-Ü„  =  ,    ßsinÄp  =  /; 

woraus 
fulgl,  wenn 

gcsetxt  wird.  Hiemit  bekommt  man 
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k-  =:  #  sin  '/So  —    sin  %  -H  f '  sin  "^'^n  —    sin  »"/Sfo  ±  •  •  • 

Äc'  =     sin  %  —      sin  %  H-  3«*  sin  ''/ii;  +  .  ,  . 

ik"  =     sin  %  —  3**  «in     +  .  .  . 

ik^  s  «« sio     7  . . . 

Setzt  man  dieBe  in  die  vorstehende  Gleichung  zwischen  /» und  ft,  so 

erbalt  man 

—  ^i^mk^ß^±... 

woraus,  wenn  man  zum  Logarithmus  Ubef^;dit 

log.  nat  I»  » log.  nat  f  sin    —  j  csin^/^-i-  *^^sak%—^^mi%  ±,. 

folgt.  Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  den  Jacobi'schen,  so  hndet 
man  dass  sie  im  Allgemeinen  damit  Ubereinstimmen.  Die  hier  entwickel- 
ten Endformeln  sind  aber  aus  dem  Grunde,  dass  im  Ausdruck  fur  die 
Polhöhe  J^o  eliminirt  ist,  einfiicher  wie  die  Jacobi'sclicn,  indem  dadurch 
die  Bereehnnog  von  ganz  wegfölll,  welches  bei  Jacobi  nicht  der  Fall 
ist  AuaBerdem  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  Ausdruck  Air  log.  natjf  die 

beiden  Glieder  —  ^i/;^'sin  k(f'—  y(>V/4sin  2^'  bei  lacobi  nicht  vorhan- 

ci(>n  sind ,  und  daher  sein  Ausdruck  für  x  (von  ihm  9  genannt)  nur  bis 
auf  Grössen  sechster  Oidnnng  richtig  ist;  die  beiden  genannten  Glieder 
können  indess  zuweilen  Merkliches  geben. 

Für  die  Bestimmung  des  Lflngenunterschiedes  zwischen  dem  An- 
fimgs-  and  dem  Endpunkt  der  geodätischen  Linie  nehme  ich  die  Glei~ 
chung  (1 4)  vor.  Entwickelt  man  die  in  derselben  vorkommende  Wur- 
zelgrOflse,  so  findet  man 

Bs  ist  aber  leicht  zu  zeigen  dass 

stnV 

sin  *(( 
I  »sin  *ß^coi*ff 

sin  *y 
4  —  sin  '/9^  cos  ^tf> 


sin  sin^*^       4  —  sin  */»•  cos  *tf 
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u.  s.  w.,  deroii  Forlächroiton  eiufacii  und  regelmässig  ihl.  Ferner  ist 
leicht  zu  bestätigen  dass 

isli  und  aus  den  vorstehcndeo  Ausdrücken  folgt  daher  dass 

n.  8.  w.,  wo  ich  der  Kttrze  wegen  die  Inlegrationsconstanten  weg^elas* 
sen  habe.  Sobstitaiii  man  nun  die  vorstehenden  AustlrUcke  in  das  Inte- 
gral des  vorstehenden  Ausdrucks  für  dl,  und  niinml  vorhlulig  keine 
Rücksicht  auf  dio  Gren/XM»  debselhün,  so  bekoniiiit  luaii  lui  irgend  einen 
utibci^liiiuiiien  Punkt  der  geodULischen  Linie 

-  COS +       e  -^^Ä  «"^-T'Ä  

■      (    ^'        jk.lzL£2i^.)  sin 2y  4.     *'  ,        iyl  H. . . .  j 

\3i»iiiV»  tA»m'^,  J         ^   *  51* «Iii  ,»,  —  j 

-I-  const. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  alle  unciKlIu-hcn  iieihen  dieses  Ausdt  uc-k.s  im- 
mer stark  oonvergiren,  da  fUr  jeden  Werth  von  /S»  das  Verhaltniss 
sehr  nahe  seist. 

19. 

Man  erkennt  auf  den  ersten  Blick,  dass  die  Reihe  womit  arc.  tg~^ 
in  dem  eben  erhaltenen  Ausdruck  für  l  mvltiplicirt  ist,  die  Bniwicke* 

Jung  von  y  I  +  Jb^cotg'/Jo  ist ,  und  da 

sinB.  =  4^  tg/s;«  Kw.tgBp 

ist,  80  wird 

«8*A  =  ?zp»  cotgV^- 
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folglich 

Der  Ausdruck  fllr  /  gebt  daher  über  in 

'^"*P»sliiÄ,(V*Ma%  Usin'/J,  Iis  sin  % 


-I-  eonsl. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  dem  im  Art.  i  i  betrachteten  rcclitwinklichen, 
ipharischen  Dreieck,  so  geben  die  Gleichungen  (lö),  wenn  sie  auf  den 
nnbestimmtcn  Punkt  der  gvacdllUscheu  Ijioie  augewandi  wehleo,  wel* 
eher  dem  Bogen  9  entapricht» 

nnd  hieraoa  folgl 

Selzl  luau  daher  l  =  Jl  —  ^11,  so  bekonjuil  uuii 

•+•  consl. 

Die  io  diesem  Ausdruck  vorkommenden  Functionen  lassen  sich  durch 
Zuziehung  der  im  vorvor.  Art.  eingcftihrten,  mit  e  bezeichneten.  Grosse 
auf  einfache  Weise  aasdrucken.  Man  bekommt  strenge 

k\\     coig    =    — 2<r  t  — /f2^ 

jfc\3— icolKV'.-HScotg^/^o)  =  läfe'  — iiÜ*/j-(l-ik')H-8«2(l-.jt»)» 
ik\1-.cotgV^)  =  2**  — *2j 

sin     I  

Subatituirt  man  diese  und  bleibt  bei  deo  Gliedern  sechster  Ordnung 
sleheu,  so  bekommt  man 
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-I-  consl. 

die  auch  in  die  folgende  umgewaodell  werden  kaon 

JJl^^  e^'  cos  /^o  { (l  - 1       {  c^-  ,\  k*+  -J-e«) y 

—  ^^^+^/(^jsin29+^6io49>j  +  const. 

ond  bis  auf  GrOsseo  achter  Ordnung  richtig  ist.  Die  Grossen  sechster 

Ordnung,  wefche  dieser  Ausdruck  CDthäll,  sind  fasl  immer  ganz  un- 
merklich, und  nur  liauplsächlich  das  Glied        im  Coefßcicntcn  von  <p 

wird  suweileo  eia  Weniges  geben  können,  indem  in  den  Fallen,  in  wel* 
chen  co8/9u  nicht  klein  wird,  im  Gegenlheil  k  sehr  klein  wird.  Man  kann 

ans  diesem  Gmnde  die  Grösse  als  ganz  unmerklich  be- 

Uaclilen*),  ftigt  man  aber  dem  Cocllicicnlen  von  ^  jiincrhalb  der  Klam- 
mem das  Glied  — hinzu,  so  ittsst  er  sich  in  die  beiden  Facloren 

1  — yfe^  — ^fc'  nnd  <-l--|-^HhYe*  zerlegen,  und  die  Bpreclmung  des- 
selben Nvird  einfacher.  Da  ferner  auch  das  niil  sinir/  iiiiilii|iik  irle  Glied 
immer  unntcrklich  ist,  so  wird  mit  st€ts  ausreichender  Genauigkeit 

Es  ist  hiobei  noch  zu  bemerken,  dass  in  vielen  Fallen  cos(k  sehr  klein 
wird,  und  wenn  dieses  statt  Gndet,  ist  der  vorstehende  Ausdruck  eine 
Ordnung  genauer  wie  ausserdem. 

Schreibt  man  nun  Air  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  der  geodä- 
tischen Linie  nicht  nur  wieder  <p  und  tp'  so  wie  J£  und  Jl',  sondern 
auch  V  und  T,  und  setzt 


*)  Das  Maximtim  von  j^^e"  sin     cos  /?„ ,  in  Tbelten  de»  Kretshalhmessers  aosge- 

drückl,  ist  =  0,0000000018,  und  dasMaxiiiitim  des  im  IV'xt  ^(-nannten  Gliedes  wird 
daher  erst  k  O^OOOI  ,  wenn  9>s  1 5^,6 ,  —  o",oai  wenu  (p=siM*  isl,  u.  s.  w. 
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r  —  I'  =  i  ;    IT  —  Jl'  =  (o  ;     1R"  —  JJl'  =  /w 

dann  ist  wieder  A  der  J.^irigenunlerschicd  zwischen  dem  Anfungs-  und 
dem  Endpunkt  der  geodaiisclicn  Linie,  und  es  wird  ausserdem 

-  r  (l     +  f.      cos  (2(^'  +     siu  ;r}  .  (20) 

wo  wieder  9>' tsl'  Dieser  Ausdruck  gill  dir  jedeo  beliebigen 

Werth  von  $. 

Niraml  man  nun  wieder  an,  dass  die  Länge  der  geodätischen  Linie 
t  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  lässt  sich  der  eben  gefun- 
dene Ausdrnrk  für  .  /w  nocij  mehr  vereinfachen.    Wogen  der  Kacloren 

y  und  Sin/  \\\\\\  er  eioo  Ordnung  genauer,  wie  in  dem  Fiille,  svo  die 
geodätische  Linie  Leiiebig  lang  ist,  und  es  können  daher  jel/.l  die  mit 

und  muitiplicirteo  Glieder  weggelassen,  und  der  Factor  4  zum 
allgemeinen  Factor  gemacht  werden.  Nimmt  man  indess  bierin  immer 
noch  das  Glied  -^-e^  auf.  da  es  in  der  Anwendung  so  leicht  zu  berück- 
sichtigen ist,  SU  eatsleht  hieraus  nicbl  der  uiindcsle  Nacbtbeil.  Erw'ttgl 
man  nun,  dass  jetzt 

cos  (29>'H-jr)  =  cos  2^  —  %  sin  2^  ,    sin  ^  k  jj^ 

wird,  und  fuhrt  /i  dui'ch  die  Gleichung  fc-  =  4^i-f-  etc.  ein,  so  bekommt 
man 

^»  «  ja*+^)lC08/S^  {4-Tf#-T/ttC0829'+|^MX«a 

und  wenn  man  bievon  zum  lugarithmischen  Ausdruck  übergeht 

log.  nat      =  log.  nal     e^-h  4*  ^+  4^^)  t  cos  /%> 

—    cos         ^  ü;  sin  29' 

Dieser,  bis  auf  Grössen  stebenler  Ordnung  vollstKndige ,  Ausdruck  ist 

bis  auf  das  Glied  j^c**  mit  dem  Jacobi'schea  ideotiscb. 


Ehe  ich  weiter  gebe  will  ich  die  bis  jetzt  abgeleiteten  Amdrttcke 
in  der  Reiheiirolge,  ia  welcher  sie  gebraucht  werden»  zusammen  stellen, 
und  die  Logarithmen  der  constanten  Factoren  in  der  Annabne  des  im 
Art.  1 4  angeruliiit^n  VVcrthes  von  e  hinzufügen.  Es  sind  nun  zuerst  die 
folgenden  Formeln  zu  berccbocu,  m  welchen  B',  u,  s  die  ursprtinglicb 
gegebenen  GrOsseu  sind. 

wo   

log  /l— =  9.9ü8ä458202 

ist.  Ferner  tp\  fi§t  Jl  aus  den  folgenden 

sin  /S»  sin  qt  s  oos  ^  cos  « 
sin  ßo  cos  ip*  ^mxLfi 

sin  ^0  sin  Jl'  ae  cos  u 
sin     cüs  Jl'  =  sin  ^  sin  tt 
CQ&ßü  =  cos/?'  sin  a 

oder,  wenn  man  will,  aus  den  folgenden 

,      »       cos«'  ,  Ig/J'   cot««' 


(21) 


Ferner  ist  zu  berechnen 

log  /i  =  lüg  (i  sin  'plo)  —  c  sin  ^/^o  ■+■  c  sin     —  t"  sin  'yi« 

wo 

log  6  B  7.2252588  —10;   log  «  s  7.1 64073  —  1 0 
log  t'  8B  4.6002— 10  ;        log  e  »  2.I9S— 10 

und  unter  dem  Zeichen  »log«  hier  gleuliwio  im  Folgenden  der  Unggi- 
sche,  odiM*  gemciae,  Logarithmus  verstanden  wird. 

23. 

Es  werden  von  hier  an  die  zu  berechnenden  Grössen  grüsstentheils 
anders,  je  nachdem  t  belieliig  gross,  oder  eine  kleine  GrOsse  erster  Ord* 
nung  ist.  In  derVomussetzang,  dass  s  beliebig  gross  ist,  ist  zuerst  nach 

den  Ausdrücken  der  Art.  18  oder  15  zu  verfahren,  in  welchen  aber 
noch  die  Coenicienlen  auf  die  zur  Anwendung  geeigneteste  Form  hinzu- 
führen sind. 
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Aus  dem  im  Art.  1 2  gegebenen  Ausdruck  des  Coefficieolen  A  folgt 
—  s  I  —  — — -i i*  — ÜA^ 

A  ♦  «*  IM* 

oder  wenn  man  ^  durch  die  (1 9]  einfuhrt, 

Aftt  dem  Art.  13  fo%t  dud 

oder 

wenu 

geseist  wird.  Es  folgt  bienms 

log.  nal  K'  =  log.  nat  -y^^  -|- 1  ^  —  1!  ^2 

und  darch  llholiche  Behandlung  der  Goeflicienten  Bi  und  Ci  des  Art.  43 
sich 

log.  nat  Bt  S8  log.  natrju  —  yfi* 

log  Ci  SS  log  -j-/** 

Ins  auf  Grössen  der  achten  Ordnung  richtig,  wenn  man  von  dem  Coef- 
lidealen  Dt  absieht,  von  wetehem  im  Art.  1 4  gezeigt  worden  ist,  dass 
er  darchaus  nichts  MerfclicheB  geben  kann. 
Bs  ist  DOtt  znerst 

zn  rechnen,  und  nimmt  man  an,  dass  s  in  Toisen  gegeben  ist,  so  wird 

log  ^  BS  S.799601o995 

Wenn  «  in  irgend  einem  anderen  Haasse  gegeben  ist,  oder  wenn  man 
eineD  anderen  Werth  von  a  anwenden  will,  so  kann  man  diesen  Werth 
des  conslanten  Logarithmus  demgemüss  leicht  abändern.  Reebnet  man 
nun  femer 

wo 

log«  =  0.0014542 
log/j^  =  Ü.Q3Ü72  —  10 
log/ B  9.363  «0 
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ond  seist 

log  JT»  7.3265611 

so  wird 

uad  rechnet  man  hierauf 

]og  Bi  s  log  r/t  —  dft* 
logCi  =  logr/i' 

wo 

logr  =0.3144^51  ;    log  d  s  9.43366  —  1 0 
logt^  s  4.4113 

80  bekommt  man  x  eutweder  durch 

(22)  j:  =  ßiCos(2<3p'+S— x)sin(S— x)  —  C,cos2(2y'H-S— x}ßin2{S--x) 
indem  man  mit  dem  Nttherangswerthe 

s  s  B|  cos  (2^  +  5)  sin  S 

anfUogt,  oder  durch 

(23)  o;  =  ß,  cos  {2>f'+S)  sin  S  —    cos  2(2^'-i.5j  sie  25 

-     cos  2(9»'+5)  cos  (29»'-|-S)  sin  5 

die  aber  nur  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  ist.  Hierauf  wird 

(24)   9  =  9'  +  6"  — 

Sei  ferner 

Behandelt  man  £  oad  E*  wie  eben  IT  und  C ,  so  entsteht 

log.  nat  £  SE  ~  y  ^  —  i^« 

log  JSf  Ä  log    f  t'^^ 

Wenn  nun 

log      SS  <^  ßf$  ^  ^ 

log  IT  CS  log  17/»  « 

gesetzt  wird  wo 

log«  B  9.3367643  — 10  ;    log i:  =  9.21 18  —  10 
lof?»^  =  2.Ö3678 

ist,  so  wild 

(25)        » fnJ?($<-d?)coSi%— £'cos/j^cos(29-|-5— df)sin(5—x) 
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wo  ausserdem 

logm  s  7.5241068  —  10 

isl,  und  bemerkt  werden  kann,  dass  der  Logarithmus  des  Faclors 
cos(2(^'-l-S — ajsin(S — x)  schon  in  der  Bereehming  von  x  «Rhraucht 
wurde,  und  daher  hier  oichl  besoaders  berechoet  zu  werden  braucht. 

24. 

Wenn  o  für  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  gehalten  werden 
darf,  so  rallen  die  im  vor.  Ari.  erklärten  Rechnungen  weg*  and  die  fol- 

geodeo  treten  an  ihre  Stelle.  Nachdem  a  b  ^rze*  S^^^^  worden 

ist,  wo  ö  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorher,  rechne  ujan 
log  V  V  log  o'  —  //» cos  V     91*^  Bio  ^ip 

nnd  bieraaf 

log  jir  s  log    -t-  A     ain     -I-  A^^V  ^9 
—  h}pf^»ü  I9)'  —  lij^/i  sin  iifp 

worauf 

wird.  Die  Gonatanten  haben  hier  die  folgenden  Werihe 

log  f  »  9.93881  —10,    log  <7  a  9.63778  — 10 

log  h  =  4.32335  —  10  ,    log  Ä  =  8.8328   ~  20 
log  /  =  3.2174  —20 
Hierauf  ist 

log  /^tt  K  log     cos    —  4     Cob  V  H-  y  ^V/»  sin  V  (26) 

wo  m  denselben  Werth  hat  wie  iiu  vor.  Art.,  und  bemerkt  werden  kann, 

dass  die  beiden  letzten  Glieder  bis  auf  den  Factor  y  schon  in  den  Aus- 

drOcken  ftar  ^  nnd  x  vorkommen,  nnd  daher  nicht  von  Neuem  berech* 
net  zu  werden  branchen. 

25. 

Sind  nun  die  im  Vorhergehenden  beschriebenen  Rechnungen  aus- 
gefllhit,  so  giebt  wieder  das  im  Art.  14  erlclflrte  rechtwinkliche  Dreiedc, 
welches  schon  oben  i^edienl  hat  uro  ,  y*'.  zu  erhalten,  durch  seine 
Anwendung  auf  den  Bndpunkt  der  geodaiiscben  Linie  die  B(igeQ 
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«*,  un<l  zwar  entweder  durch  Auwentlung  der  folgenden  Glei- 

ciiUDgen 

cos  ^  sin  a    =  cos  ^ 
cos     cos  a    =  sin  sin 
(^27)    .    ,    .    ■!  cos     sin  J2"  =  sin  tf 

cos  cos  J2'  BS  cos  /i^  cos  ^ 
tan  f         s  siii  /St  cos  9* 

oder,  wenn  man  will,  durch 

»8«-^^  Ig^-^-lgÄcosy-sin«' 

Nennt  man  wieder  den  Unterschied  der  geographischen  Langen  des  An- 
fang»- und  des  Endpunkts  der  geodtttischen  Linie  A,  so  wird  nun  zu- 
DHcbst 

A  —      —     —  //« 

und  die  Polhohe  tC  kann  man  aas  f  durch  die  nebnnats  angeführte 
endliche  Gleichung  berechnen.  Man  kann  statt  dieser  auch  ihre  be- 
kannte ReihenenlvvickeUing  gebrauchen ,  und  seihst  diesp  auch  auf  den 
ünlersthicd  ß" — B'  anwenden.  ScUl  man  c  =  sin^,  so  ist  allgemein 

ßm^B  —  r  tg^y  v«n2B  -h  yrlg^y^siniir 

—  yf  tg^y  ysin  GiJ  +  .  .  .  . 
und  diesem  entgegengesetzt 

II  =        r  lg  2  j  y;  sin  ^/^^  Hh  j  r  Ig  *  j  tf>  sin 

+  Trtg»i-V«o6/f  +  ... 

wo  wiodcr  r  =  20021) l',S  i.si.  Wendet  man  die  letztere  auf  den  ge- 
nannten Unterschied  an,  so  erhalt  man 

F-ir  =  ^^^^^ -I- 2rig»i-ip cos sin  fy^'-i«') 

+  r  tg*-i  v  cos  sin  /J'} 

y  r  lg "  I  ^  C4>s  3(/f sin  .r/-/?') 
elc. 

worauf 
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iHrd.  Der  oben  angenominene  Werth  von  e  giebt 

V  =  4"41'9  ,9»3 

und  hieraus  folgt 

Ing2rtg>4v  —  2.8392585  ;         togrtgsf  ^  «  2.5382285 
logrtg'y V'  =  9.76203—10  ;    log jrtg^yV'  =  9.4Gt00 

Iog{rlg«|v  =  6-8'0    —10  ;    loglrtg^jt/;  «  6.609 
die  mao»  weoa  man  will,  beliebig  fortsetzen  kann. 

Es  lllsst  noh  noch  ein  anderer  Aosdrock  Air  die  BinlUhrang  von 
^  aof  B  geben,  der  in  vielen  Fidten  Anwendung  findet.  Die  obige  Reibe 
für  B  giebt.  wenn  man  die  Glieder,  die  von  der  Ordnung  «*  sind,  aber- 
gebt.   

^-^^  2^^^sin/ycos/J  +  2||^^^;sin^cofi^(2cü.s2^--i} 
Bs  ist  aber 

und  der  vorstehende  Ausdruck  lisst  sich  daher  audi  wie  folgt  schreiben, 

Ä  —  ^  «  (1  —  }/ 1  —  e^) sin/ycos/?  +  Ye2(1  —  Y\^e') sin ^ cos 

welcher  ebenfalls  bis  auf  Grossen  secbsler  Ordnung  richtig  ist.  Hieraus 
ergebt  sich  aber 

log.  nat  (Ä — ^)  =  log.  nal  (1  —  }^1  — e'^)  sin  cos   4-    ^  cos  V 

also,  wenn  man  zu  den  Briggischen,  oder  gemeinen,  Logarithmen 
flbergeht, 

log(0<»^  »  log(i|f sin/foos/S)  ■+■  i^ooi^ß 

wo 

lai,  wenn  M  den  Modul  der  Briggischen  Logarithmen  bezeichnet. 
Richtet  iiiiin  die  Coofficienton  so  ein.  (Uiss  der  aus  diesem  Aiisdnick  hor- 
vni  iicliondt'  Werth  von  R  —  (i  unmiUelhar  in  Secuoden  erhallen  wird, 
so  erhiiil  man 

logjy  =  2.8385319  ;    logö  =  l.mi  —10 

Auf  aboliche  Art  bekommt  man  für  die  entgegengesetzte  Reductioo 

log(A— /9)  »  log(9Kinaco8£)  -I-  tfsin^B 
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wo  die  Constanlen  dieselben  sind.  Diese  Reiben  gcwübren  eine  kürzere 
Rechnung  wie  die  obigen,  und  geben  in  der  R^el  die  Hunderttfaeile  der 

Secundcn  genau. 

«6. 

Man  siclil  aus  dpm  Voi  horpcliotulcn .  dass  das  hier  eingeschlagene 
Verfahren  unter  anderen  Reciinungeu  auf  die  Auflösung  zweier  recht- 
winklichen  spliiirischen  Dreiecke  fuhrt,  und  wenn  «  gross  ist,  so  scheint 
mir  dieses  das  Kürzeste  und  Angemessenste  zu  sein.  Dns  erste  dieser 
beiden  Dreiecke  muss  jeden  Falls  zur  Erlangung  derWerlhe  von  und 
9  berechnet  werden,  und  da  die  Berechnung  eines  zweiten  Dreiecks 
nicht  vermieden  werden  kann,  so  ist  es  in  den  Fallen,  wo  keine  wei- 
teren Reductionen  mdgiich  sind,  am  Einfochsten  das  zweite  recfatwink^ 
liehe  Dreieck,  welches  sich  darbietet,  anzuwenden.  Wenn  nun,  wie 
oben  angenommen  wurde,  s  gross  ist,  dann  ist  in  der  That  keine  wei- 
tere Reduction  mOglicb,  wenn  aber  s  klein  ist,  dann  ist  der  Unterschied 
zwischen  den  beiden  rechtwinklichen  Dreiecken  auch  klein,  und  in  dem 
schiefwinklichen  Dreieck,  welches  den  Unterschied  jener  bildet,  ist  nicht 
nur  eine.  Seite  immer  eine  kleine  Grösse,  sondern  iler  (heser  gegenidier 
lief?ende  Winkel  ist  idi  Allgemcim  u  atich  kloin.  Hictlurch  ist  die  Mog- 
liehkeit  i;;et,'eben  (lurcli  Heilicnciitw irkriuiigeu  mit  üIIlt  w  ünschenswer- 
then  Genaiii.ukeil  juifkin  /ere  \N  (Mse  zum  Ziele  zu  gelangen,  und  deslialh 
Süll  im  Foigeuilen  dieses  schiefwinkliche  Dreieck  der  Belrachlung  unter- 
zogen werden. 

27. 

Man  findet  leicht,  dass  das  schiefwinkliche  Dreieck,  welches  den 
Unterschied  der  bisher  betrachteten  beiden  rechtwinklichen  Dreiecke 
bildet,  die 

Seiten    %  ,  90*— .  90"— /f  ,  und  die 
Winkel  «o  ,   «  ,  ISO»— 
hat,  wo  wieder 

;f  Ä     —     ,    m  ^  ^Jl' 

ist.  Wenn  o  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  sind  x  und  im 
Allgemeinen  auch  m  solche  Grftssen. 

Die  anf  dieses  Dreieck  angewandten  Grundglei(*himgen  der  sphfiri- 

sclion  l  iigoüometrie  sind 


GbODAtISCUB  UliniSOCHIIIIGIN. 


S3 


cos  {f  sin  <t"  —  (  OS  fi"  sin  «' 
cos  f/'  cos  H  =  sin  //*  sin  ;f      cos    cos  ;f  cos  a 
cos     sin  0)  s=  sin  X  sin  h  >  (28) 

cos  cos  0»  =  fios  X  cos  pf*  -+-  sin  x  sin  cos  n 
mm  ^         B  G08;|r  sin     —  Ktn^  cos/S^ cos« 

Mao  zielil  diese  Gteichungeo  durch  die  SiibMitiilioneii 

cos  U  sin  }^  =  sin  ;f  cos  « 

cos    cos  1^  =  cos  )r 

cos    sin  lA  —  cos  X  sin  m'     ^  ... 
cos  ^  cos  /«  =         cos  »' 

sio  0        SB  sin  X  sin  « 

zusammen«  und  prhiilt  dadurch 

cos  p'"  sin  io  =  sin 
cos    cos  tü  =  cos  0  cos  (^y* — 

cos//  sin  («" — Ii)  SS  ~  sin  Ösin  [^i — r^)  ,  (iJO) 

cos    cos  (a" —  /*)  :=  ctis  {j^  —  i^) 

sio /S^  =     CDS  dsia  (/f— 1}) 

Die  Heriettuog  der  ersteo.  zweiten  und  ftloften  dieser  Gleichuni^en 
ans  den  Gnindgieichungon  ist  so  einfach,  dass  sie  keiner  Brian lenmg 
bedarf,  aber  die  der  drillen  und  vierten  ist  etwas  mehr  zusaninienge- 
selzl,  vvesliallj  icli  das  naii|»lsliclili(  li!?le  davon  aii5(  bi»n  werde. 

Multipticirt  uian  dieorstf;  Grundgieicbung  nn't  cos  6/sin ,ii,  die  zweite 
mit  cos  (Ü cos ^  und  addirt,  so  hekomiiit  man  in  Folge  der  (29) 

cos  ^  cos  ^  cos  =  sio/f'cosa'siDx-l-cos/f  cosx 

MiiUipliriil  man  ferner  die  erste  Grundgleichnni?  mit  ros // cos/i ,  «lie 
zweite  mit  cos^'sia/«  und  subtrahirl,  so  wird  auch  in  i'oiijc  der  (29) 

cos  9  cos  ^  sin  («"—  ^}  =  cos  (i  sin  /  sin  «'  sin  x  cos  d 

— *  sin  /y* sioxfiioo'cosx 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  leicht  durch  nochmalige 
Anwcntinn-  der  (29)  die  obii5'e  dritte  und  vierte  Gleichung.  Man  kann 
die  Gieichnngen  WS\  und  (30)  auch  dadurch  erhallen,  dfiss  man  vom 
Scheitel  des  Winkels  a  ein<in  grösslen  Kreisbogen  senki'echt  auf  die 
gegenüber  liegende  Seile  fällt. 

Auf  diese  Gleichungen  soll  jetzt  eine  Heihenentwickelung  gegründet 
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werden,  die  um  zwei  Ordiiuii^cn  vveiler  geht  wie  die  Gaussiscbe 
und  auch  soosl  noch  von  dieser  etwas  verscbiedeo  ist. 

«8. 

Um  zu  dieser  ReibeoeDlwickeliing  zu  gciangen,  nehoie  ich  zuersi 
die  Gleicbangen 

fiio  $  SS  Bio  X  BIO  a 
t«  ?  =  lg  «  cos  « 

vor,  die  aus  den  (29)  folgen.  Setzt  man  hier  filr  aind^  sinx,  tgr/.  tg^ 
die  ersten  Glieder  der  bekannten  Reihen ,  durch  welche  sie  dargestellt 
werden,  und  ausserdem 

=  z  sin  « 

tj,,  =  X  cos  a 

woraus  x^s^^^h- V  ^^'8^*     bekommt  mau  zuerst 

Mit  Anwendung  der  Gleichung  sb  0«'  -|-  fft?  folgt  hieraus  bis  auf  Grossen 
der  fttttflen  Ordnung 

woraus 

=      — Y^'^*' »       =  1?«' +  i?«W 
sich  crgiebt.  Substituirl  man  diese,  and  eliminirt  %  wieder  durch  die 

eben  gegebene  Glcicliung.  so  trliall  uian  leicht 

welche  bis  auf  Grossen  siebenter  Ordnung  richtig  sind.  Die  dritte  und 
vierte  der  (29)  zeigen,  dass  /i  wenig  von  n  verschieden  ist,  seist  man 
daher 

so  geben  diese  Gleichungen 

(31)    ....       Ig(«'— t)  ==  tga'cosjK 
und  hieraus  bekommt  man  leicht 
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-   ^  ^  («  ~  OOSjf)  ain  a  OOS 

oJei  bis  yuf  GrOsjäeu  achter  Ordnung 

-+-  — sin V Cosa 

Diese  Gleichung  giebt  bis  auf  Grössen  vierter  Orduung 

T  =  yx^siDa  cosa 

und  erhebl  maB  diese  in  den  Cubus»  und  elimfnirt  damit  aus  der  vor- 
tleheDdeOt  so  ergiebt  sich  mit  demselben  Grade  der  Genau^eit, 

Dio  oben  goftindenen  Ausdrücke  fUr  0  and  geben  aber  leicht  durch 
die  Umkehruog 

;t  cos  «' =  ,  ( 1  -  ^    -  ^    - 1  r^' ö») 
und  hiedorch  erhttit  man  mil  der  bier  erforderlichen  Genauigkeit 

X^sina'cos«  =  ö,^(<  +  l,«_lö»+^,^*-;j,^fl«-ld*) 

X^sinVcosa  =  ^ 

X*  sin  V  cos«'  =  Otj-ß* 
Da  nun  die  Gleichung    s  ijg^  4- 

giebt,  so  geben  dto  vorstehenden  Ausdrttcire 

/sin«  008«  «  0^-1-^) 
X*sui  Vcosa'  »  ^    02  -I-  ö<) 

Bliminirt  man  hiemit  x  aus  dem  Ausdruck  lür  t.  so  erhall  man 
bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  genau. 

3» 
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SeUl  man  /  =  /*  — so  geben  die  Gleichungen  (30) 

dtMcn  Ucjhunenlwickehing  auf  ahnliche  Art.  wie  die  von  0  und  ^  be- 
wirkt werden  kann.  Sei 

^  —  cm^^n) 

woraus  tp-^m^ — folgt,  so  bckomait  man  zuerst 

Hieraus  folgt 

s  cütt'  -I-         —.«II*  ;        Ä      —  i.  y^^Ö»  —  yo* 

elimiiiirl  man  liiemil  w  uud  so  wie  mit  0^  =  tUii^ — den  Bogon  ö 
auf  den  rechten  Seilen  dieser  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

die  bis  auf  Grössen  siebenter  Ordnung  richtig  sind.  Setzt  man  in  dem 
Quotienten  der  letzten  (30)  durch  die  zweite 

so  bekommt  man 

die  der  (.'^Ij  völlig  .il  rilicli  ist.  und  daher  eben  so  behaudoll  werden 
kann  wie  diese.  Mnw  iickomml  also  zuerst 

^  «  (^c.»-^«»*+4««)sinGö'-.ij)cosO/-iy) 

(t  sin ^{pf  —  fj)  cos    —  f/) 

+  -f«»»8inV-7)a«»0S^-i?) 

Die  obigen  Gleichungen  gel>eo  aber 


Digitized  by  Google 


Gbodätisciis  Uhtbisvciivnobii.  37 

uod  durch  Uoikchningcn  ciii<ili  mau  uus  den  Ausdrücken  für  to  und 

ood  biemit 

»Bio  GJ'-v)  »  i  ya+l^^  +  jl^-J^y^e^+jL«.) 

ferner 

w<sin  cos {/f—»/)  s  <^(w2—  ^  wV-*-y»*) 

ft>*sin  %ß^^ri) cos ilf—tj)  =a  Öy.;'^«» 
w"  sin  ^(ß — y/^  cos  iß' — tj)  =  Oy . 

Sabfitituirl  man  diese  in  den  ubiguu  Auj>druck  fUr     so  entsteht 

bis  auf  Grössen  achter  Ürdoung  vollälttndig.  Htemit  sind  alle  Bögen 
enlwickelL 

30. 

Statt  der  im  Yorbergehüiuleu  eulwickeltcn  Ausdrücke  für  die  Bö- 
gen 6t  T,  M,  V  selbst,  ist  es  vortheil liaflor  die  ihrer  Logarilhmen 
anzuwenden,  die  man  aus  jenen  leicht  erhalten  kann,  und  die  sich  wie 
folgt  stellen  lassen, 

log.  nat  e  s=  log.  nat  f o  —  -J^  ^;o^—     »/o*—  ^  >/ü'  ö„2 
log.  nat  II  =  log.  mlfit    y       IHi       li  V 

log.  nal  0»  s  log.  nat  «n—  y ^       ^  w** 

log.nal;'  =  log.nal^'o— yfo'--y  "«'^rM^»' 
Jog.iiaiv  =»  log.naty^^«»-i-|j5y*- jJ5r»»«+j^»* 
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31. 

Schretbi  nan  nun  die  erbalteiiea  AosdiHcle  Inder  Reihenfolge  hin, 
in  welcher  sie  zur  Anwendnog  kommen,  ^bt  zu  den  Briggi  sehen  Lo- 
garithmen Uber,  and  richtelalle  Ausdrucke  so  ein»  dass  die  in  denselben 
enibaltenen  Bogen  in  Secanden  ausgedruckt  werden  müssen,  und  wie- 
der in  Sccmiden  aasgedrttekt  aus  denselben  hervorgehen,  so  ist  das  Ei^ 
gebniss  der  hier  ausgeführten  ReihenenlwickeluDgen  in  den  folgenden, 
zu  bcrecliiieiidcu ,  Ausdrücken  cnllialten,  in  welchen  wieder  unter  der 
Bezeichnung  log  der  Briggische  l>üg(irithmus  zu  versieben  ist. 

O^ssx  sin  a 
fpt  sa  j[  cOSa' 

log0  s>  logft— S/i^  — 8/i«V^^^/«V^^ 

log«}  »  log«7«-l-4M*-^ll2f»  A»«»96/»V^* 

logT  =  log(»'öj^  H-/*r;'-l-^ei*+7^V^30/*'iyV  +  7/»'«' 

 9 

*^<^  —  cos  (/»'-,) 

^  =  6tg(/r-,) 

log   s  log —  2 ^2fino*—B /«W + 1 76 ti^hW'h  40 
log«x8  log^'tf^-h/ico'H- 4^V*  —  4^*coV  +  7/<V 

Ausserdem  ist  hier,  wenn  M  den  Modal  der  Briggi  sehen  Logarithmen 
bezeichnet, 

gesetzt  worden.  Die  Zahlenwerlhc  dieser  Conslanten  sind: 

log^'  s=  4.3845449  —  10 

l0g/*e  7.9297528  —  20 
log4/i  =  8.5318128  —  20 

log// =  5.22172  —30 
log  V  =  5.8237»    -  30 
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log  7/«'  IS  6.0668 
log»/«'  .6. ms 
log  6.6988 
log  96/*'  «  7.2040 
log  11V«  7*9(709 
log  176/«' s  7.4678 


30 
30 
30 
30 
30 
30 


L.ljisl  man  in  Jen  vorstellenden  Ausdrücken  die  Glieder  der  üücbsleo 
Ordoungeo  weg,  so  gehen  sie  in  die  folgenden  einfacheren  Uber» 


log  0  »  log  0«  —  2/*y 

Iog>|  =  logj^o  ■+"  */*öo* 

log  T  »  log         H-  ^1)^2  ^  ^ 

log  (a  =:  log  tr>o  —  4/l/o^ 

log     SS  log     —  —  2/<Wo^ 

log  t;  =  log  (j  Oy  ■+■  //w^ 


von  welchen  die  fUr  0, 17, «»,  ^  bis  auf  Grossen  der  fUnften,  and  die  fUr 
t  Qod  V  bis  auf  Grossen  der  sechsten  Ordnung  genaa  sind. 

Wenn  irgend  eine  oder  mehrere  der  Grossen  6^1  ^o,  coo,  negativ 
werden ,  so  werden  diei»  Ausdrücke  sowohl  wie  die  vorhergehenden, 
vollständigeren  dadurch  nicht  im  Geringsten  geändert ,  nur  werden  die 
betreffenden  Unbekannten  0,  t],  etc.  aucb  negativ. 

Ich  heaierkc  liiozu  norh.  da?s  bei  drr  Anwendung  dieses  Dreiecks, 
oder  der  obigen  daraus  folgenden  Heilienentwickelungen ,  die  Berech- 
nung der  Bögen  J£  ond  die  in  den  Arii.  22  und  verlangt  wurde, 
ttberflttssig  wird. 


In  Bezug  iiiirdic  obtMi  eiitwickoltc  genäherte  Aut'lösung  des  schief- 
NNinklii  lKMi,  üjihariöclieu  Di ('i<'(  k.s  isl  noch  Folgendes  /.u  bemerken.  Wenn 
alle  im  vor.  Art.  angesetzle  Glieder  nieiklit  h  wtN  tien,  so  erfordert  die 
gon'.iherte  Auflösung  das  ÄufechLiLieii  uiul  Medet\>chretbcn  von  einer 
gi  ö.süeren  Anzahl  von  Zahlen,  wie  die  strenge  Auflösung,  aber  die  Uecli- 
ouog  ist  bequemer,  namentlich  in  dein  Falle,  wo  man  die  Genauigkeit 
so  weit  treiben  will,  wie  die  An\Nendiing  von  Logarithmen  von  zehn 
Stellen  es  eiiaubt,  und  aucb  schon  bei  Anwendung  von  siebenstelligen 


32. 


10 


P.  A.  Hamsbii, 


Lügaiilliiiien  iiiOchle  ich  sie  der  siretigen  AuflösaDg  vorzieheu.  Sie  gicbl 
jn  den  Fällen,  io  welchen  sie  überhaupt  anwendbar  ist,  bei  Anwendung 
von  gleichzilfrichon  Logarilbmen  die  lelzte  Decimale  der  Seconde  ge** 
nau(T  wie  jene.  Ueber  die  Grenze  ihrer  Anwendbarkeil  IttsBt  sich  nur 
80  viel  sagen  dass  sie,  wenn  man  die  Hnnderllheile  von  Secundcn  rieh- 
(ig  haben  will,  nicht  mehr  angewandt  werden  darf,  wenn  die  Bögen 
f),  1},  '•>.  /  die  Grösse  von  10"  wesentlich  iibcisielgen,  inijiin  alsdann 
dir  licihci  i^n .  nicht  hinzugezocenon  Glieder  meiklicii  werden  kuiuicn. 
Will  man  im  UesuMal  eine  grö."».s( n'  Anzahl  von  Dcdinalcn  richtig  er- 
hallen, so  darf  man  selbslversläniliich  nicht  bis  zu  der  vhvn  genannlon 
Grenze  gehen.'  Ich  will  hier  das  folgende  Beispiel  zur  JürlUulerung  ein- 
schalten. Sei 

l^W,  «=»140" 

dann  giehl  die  durch  die  Gksichungen  (29]  und  (30)  ausgeführte,  strenge 
Aullitoung 


=  140  25  öi,7i  ; 
und  die  genäherte 

logöo  =  4  "Mi  4. n  00 

—  0.001  -iwv.i 

—  O.oooouus 

—  O.OOOOOöä 
log«  =r4~d630ü8S 

(Den  Bogen  0  braucht  man  nicht.) 

log^'^üy^  SS  3.1809911» 
-I-  0.0006524 
H-  0.000452S 
+  0.0000007 

—  0.0000020 
-I-  0.0000003 

log  T  =  3  191090  .in 
y  as  —  O'-Siä'öS",?» 


fos     9'»  28' 24^96 
n  =  l:J3  2Ü  22.93 
^  ==    47  18  2,C0 


lüg  »io  = 


4.44ü5'j'i5fi 
0.00  IS  2 1*0 

0.0000054 
O.OOOOOO.'i 


logi;  SS  4.4423774» 

— 7"4r33",i7 
iÜ—i^  =    47  41  33,47 

log  (»I)  B  4.5349S43 
^  0.0021863 
-h  0.0000077 
-I-  OJI0001 21 

log  ty  =  4.;)3i8178 

ftf  =  9«  28'  24  .98 
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—  Ü.()()l()!)32  -h  Ü.UÜ()<J8iJi 

—  0.0019987  -+-  0.0000016 
-♦-  U. 0000028  —  0.0000005 
-+■  O.0000i?f  H-  0.0000003 
-~  0.0000018                  log  ,1  =  3.1494841 

log/  «  4.4008798  «  »  0»  23'  30',86 
/  =  6«  59'  29".80 

«  a=  133»26'2r,93 
(f  =    47  18 

mit  dem  Ergebniss  der  strengen  Auflösung  iiboreinstimmend.  Hi(M-  httUe 
ich  in  der  Berecboung  der  Bogen  t  und  i;  die  Glieder  sechster  Ordnung 
wegtawen  können,  da  man  leicht  erkennt,  dass  sie  auf  das  Resultat 
ohne  Binfluss  sind. 

Bei  gleichen  Werlhcn  von  x  ist  in  Bezug  atif  die  Anwendbarkeit 
der  geniihertea  Aullö^uni,'.  luunentlich  zur  Bestitinuinig  von  f),  die  Lage 
ilcr  geodaii.«^(  Iinii  Linie  auf  der  Krdoberflitcbe  in  Betraclit  zu  ziehen .  da 
bei  gleichen  s.uii.s(igen  UinsUiiiden  der  Uoircn  ra  desto  grösser  wird  ,  je 
naher  die  goodiili^ilu;  Linie  einem  dor  Pole  liegt.  V\u  die  Wirkung  hie- 
vun  anscbnulich  zu  machen,  will  ich  im  obigen  iteispiel  /^'=:00"  setzen, 
während  die  beiden  anderen  Data  unverändert  gelassen  werden  sollen. 
Hierauf  behalten  ^,  0,  fi  ihre  vorigen  Werthe,  und  fUr  die  anderen  Bö* 
gen  giebl  die  strenge  Auflösung 

US  IGoSg'  2*.80 
a  =  m  12  43,31 
B   66  so  8,02 

wsbrend  die  genäherte 

e»B  16«  29'  d",05 
a  «  125  12  43,33 
^  SS  66  50  8,01 

giebt.  Die  letztere  reicht  also  hier  zur  Bestimmung  von  <»  nicht  aus, 

wahrend  sie  immer  noch  alle  Übrigen  Bögen  genau  giebl. 

Üie  al)gekUrzten  Formeln  des  vor,  Ali.  iiliri'n  eitie  sehr  ein- 
fache und  bequeme  lleciiming,  iilx'i  (vs  verslelil  sich  von  selbst,  da.ss 
ihre  Anwendung  weil  mehr  beschränkt  ist,  wie  die  dor  vofl.siandigcien. 
Man  darf  sie,  vvcdd  die  obige  Genauigkeit  erreicht  werden  äoU,  bei 
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Bügen,  die  8"  Dicrklich  tibcrsleigen,  nkbl  mehr  anwenden,  und  die 
Grenze  ihrer  Anwendbarkeit  wird  noch  kleiner,  wenn  man  eine  grössere 
Genauigkeit  io  die  Resultale  legen  will. 


33. 

Es  sind  noch  mehrere  Nebenaufgaben  zu  erörtern ,  die  sich  als 
specielle  Falle  der  eben  gelOslen  Hauptaufgabe  darstellen.  Zuerst  nehme 
ich  an,  dass  bei  beliebigem  s  das  Azimuth  «  klein  sei.  Bs  kann  zwar 
in  diesem  Falle  die  obige  Aufldsung  der  Uuupiaufgabe  für  einen  belie- 
bigen Werth  von  t  wieder  unverändert  angewandt  werden,  es  giebt  aber 
derselbe  Anlass  zu  besonderen  Reihcncnlwickolungen,  die  hior  «"tbgelei- 
tel  werden  sollen.  Statt  der  Gkicluiiigen  (21)  des  Art.  kaun  eine 
Reiheiienlwickeluag  derselben  aiit:(  \\.iiidt  werden.  Setzt  luau 

(32)   9=90«  —  ^  —  »';    J/sBÖO"  —  «';   ^=90«  — f 

so  geben  sie 

tg(irH-»')  =  ^ 

^  ^  '       cos « 

.  tg«'  BS  sin  ß'  (  ^  (i 
sin  ^  =  cos    sin  u 

und  itiese  werden  mit  den  im  Art.  28  entwickelten  Gleichungen  iden- 
tisch, wenn  man  in  den  letzteren 

^  >   9  >   X  t   0^' «  T  boz.  in 

f,  «e',    90«-./J',  n 

verwandelt.  Die  Ausdrucke  des  Art.  '.\\  j^cben  liuiiur  soijleicb 

K  a'sin^ 

(33)  I  log*'  -log*o'+*i«fi»*+118f*'&«-Ö6/*W 
log^  «log&-2/i*;'-8A''-96A»W 
log  n  »  log  (/,V  H-  //    -h  // -fr.7//V*  -  30  //*\-^  -1-7//'^« 

wo  ,  fi  dieselben  sind  wie  im  Art.  31.  Die  (32)  geben  hierauf 
q>\  Jl\  po,  die  aber  nicht  besonders  berechnet  zu  werden  brauchen. 
Denn  man  erhält  sogleich 

(34)   .   logi»  SB  log (6cos^0<—<;cos*C cos 'C^—ß" cos V 
wo    ,  6 ,  c ,  c',  c  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  im  Art.  28,  und  recbnel 
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man  hieniuf  durch  «lie  betierteiideD  Auidiücko  ties  Art.  i'i,  S,  Üi,  C'i , 
so  wird  ätaU  der  (22) 

OFM  —  Dl  cos  {2(/-H7j')  —  {S—x)]  »in  [S—x]       .   .  (35) 
—  Ci  OOS  S  {2(^-1-«')  — (S—j;)t  sin  2(^«) 
oder  stau  der  (23) 

—  lliOos(2(^-h7r')— S)sinS— CiCOß«(«(j*'-i->r')— 5)siiiÄ5  (36) 

—  ^'cos  SOJ^+ä'— 6 ,  cos  (2(^+;j')— sin  S 
woniaf  sich  wieder 

uod  statt  der  (i5) 

B  mJ^x  sin  C  -h  £'  sin  (cos  (2(/^H-3e')— jr)  sin  j(      .  (37) 

efigi^^»  dieselben  Werth©  habeo  wie  im  Art.  %3,  Setzt 

man  nun  in  den  Gleichungen  (27)  des  Art.  26 

so  geben  sie 

Ige*  s  sinfflg(/8'H-»— ;f) 
tgOr+Jf'— if— «  )  =  fg0^H-»'^jf}cO8« 

und  vergleicht  man  diese  mi<  den  im  Art.  29  entwickelten  Gleichungen, 
so  zeigt  sich,  dass  die  Idoutitai  hergestellt  wird,  wenn  man 

» t   y  f    ö  ,   if—ti,        V   bez.  in 
verwandelt.  Die  Ausdrücke  des  Art  31  geben  daher  sogleich 

log«  s  log«p*-4/i^'^-M I VV*-l-a6AV*  }  (3^) 

log*'  =  logf;-2//V^-2/i«;2-8/*VV'*+176/i'a6V*+W|«V* 
log  71*  =  log(>'C«'+/*a'*2+7/i'a"^ — 4/4 'a%"^+4/t'«"* 

and  hierauf  wird  schliesslich 

Man  kann  diese  Reihen  auch  anwenden,  wenn  ausser  «'  auch  «  klein 
ist,  nur  wird  man  alsdann  x  und  Jta  aus  den  Ausdrücken  des  Art.  24 
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tM*rc>chnefi ,  in  welche  man  aach  (  und  /^>i*jr'  statt     und  tp  dnfbbreii 

kann.  Die  hcln'ffendi'n  Ausdrucke  werden  hiemil 


(39) 


log  ^)  =  lüg  a  —  l/i  sin         ^' )  —  fi^  sin  ^  2(/?'  +  rr') 
lo|;  jf  s  log    "l"   V/'      ''2{t^  +  n")  —  k  v>^/<  cos  2    +  ;r' ) 

log      =  log  w;f  sin^:—  j/Jü  sin  )+  y  /<  «fy«  sin  i'^-i-n) 

wo  a\  /',  g  t  etc.  dieselben  sind  wie  im  Art.  ii. 
WeoD  a  nahe  b  180*  ist,  daan  sei 

180*  — a  = 

und 

8  —  ai  sin  p 
£t  —  +  «1*  cos  ^ 

>A  nnitif  alle  anderen  Ausdrucke  wieder  unverJuiderl  anijevvüiidt  werden 
kuiinen. 


34. 

Belrachten  wir  ausserdem  die  beiden  speciellen  Fidle  <(  =  0  und 
(tz=  1K0*',  io  wclrhcn  die  gcodüiisehe  Linie  einen  Tlicil  eines  Meridians 
bildet,  in)  ersten  Falle  sieb  vom  Anfangspunkt  nach  Süden,  und  im  zwei- 
ten sich  nach  Norden  erstreckt.  Die  Gleichungen  (21)  und  (27)  geben 
nun,  wenn  man  immer  /%s  90*  setzt,  welches  slalthafi  ist, 

9^•  =  90"  ^fT  ;     if"  =  DO"  +  ff 

wo  die  oberen  Zeichen  für  den  erslon,  und  die  unleren  für  den  zweiten 
Fall  gellen,  gleichwie  im  Folgenden  auch  der  Fall  sein  wird.  Aus  dem 
Art.  ü  erliflit  man  hierauf 

log^  =  logb^c^e'^c 

oder 

log/«  s  7.2238036 

und  Sttbstttuirt  man  den  obigen  Ausdruck  für  g>\  und  setzt 

X  =  S  +  x 
80  werden  die  Ausdrücke  des  Art.  23 

äf  =  0iOO6(2/S'+(5+d;'))8iD  (5^dr')-l-  Ci  cos  2(2i9'7(5-l-j;')}  sin  2(5-1-3;') 

oder 
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m'  =  Üi  cos»  ( i^i  T    sin  S  H-  Ci  cos  2(2/?'  +  S)  sio  25 
+  ^'co82f/r:p^co8(2/rHh^6inS 

und  die  des  Art.  24 

log  ^  =  log  a —  fn  sin  y  —  r///-  sin  -  t[ii 
jr  8  log  ^  +  Ä^/i  sin  2(^^  —  /.       cos  2/^ 
+  A^/i^ sin  4^  sio  2^ 

nod  hierauf  erhall  mao 

Der  Lüngenunterschiefl  A  ifit  hier  scibsiversiandlich  gleich  Null. 


35. 

Es  ist  noch  der  spcciollo  Fall  «'=  1)0"  besonders  zu  belrarlilon, 
mit  anderen  Worten  die  Auli^abc  zu  lo^cn:  »wenn  von  einem  go^i  iieiicn 
»Punkt  eines  Meridians  an  eine  i^eiichciK'  licodiilische  Linie  senkioclil  ge- 
wzogen wird,  die  geographische  Lage  des  Eudpuakt«  dieser  Linie,  ncbsl 
«deiu  Aziiuulh  an  demselben,  zu  finden». 

Sei  wieder  B  die  Polböhe  des  Anfangspunkts  der  auf  dem  Meri- 
dian senkrecht  gezogenen  geodätischen  Linie  »,  und  0  die  reducirte 
Breite  dieses  Punkte,  dano  geben  die  Gteicbungen  (21) 

and  folglich  ^ird 

log  fi  —  log  [b  sin  '^^)-^c  sin     -h  c  sin  *f    .    .  (40) 
Die  GieichoDgeo  des  Arl.  23  geben,  wenn  wie  fraber 

gesetzt  wird, 

j;  SP  j  01  sin  2(5— ar)  ^  ^Ci  sin  4(5— o;)  ...  (41) 

oder 

s^^Bx^intS^^  C,  sin  45  -  ^;  sin  45 

Jvi  =  m  ^^;f  cos  /S'  —  Y  £'  cos    sin  2j(  (42) 

und  die  des  Art.  24 

logi^  Ä  log«— 

log]r»logv-i-ft¥'V        }  .  ,  .  .  (43) 

^(ii  sss  log  w;f  COS     —  y 
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worauf  maa  durch  den  Art.  to 

coiS  j/  sin  (c  "  =  cos 

cos  ff  cos  (c"  =t  sio  ^  sio  X 

cos/f  fiin  J2'  sio  % 

(44)    ...      '  . 

COfi/fCOSiZ  sCOS/f^COBy 

sin  /S^         ^  an  f  caB% 

erhall,  welche  «*,     X  geben. 

Der  Fall  tt'aB270*  braocht  oicht  besonders  anfgeslelU  zu  werden« 
denn  es  ist  Idar,  dass  wenn  man  in  demselben  die  vorsiehenden  Aus- 
drucke unvertlnderi  anwendet,  das  Resultat  von  dem  des  Falles  ttW90* 

nur  darin  verschieden  ausfUlll,  dass  a"  und  A  iu  entgegen  gesetzler  Rich- 
tung zu  Zähleu  siüii. 


ae. 

Es  ist  dienlich  die  im  Vorheiigehenden  gelOsle  Aufgabe  durch  einige 
Beispiele  zu  erläutern ,  und  es  soll  znersl  ein  solches  gewählt  werden, 
in  welchem  die  geodttlische  Linie  eine  betrttchtliche  Lange  hat.  Die 
gegebenen  Stücke  sollen  die  folgenden  sein: 

51M2' 
«  —  H9    9  i8",3>0 
A  =  2361041.92  Toiscn 
Wendet  man  diese  Wertbc  auf  die  Ausdrücke  des  Art.      an»  so 
bekommt  man 

^  =  öt«  6'  22  ,60  ;  log  sin  ^  =  9.89 1 1 537 

logcos,y  =  9.7978751 
=  —  21»  27'  WM  \  J2'  =  —  35»  37'  5t",31 

log  sin     =  9.9223429  ;  log/«  «  7.0689264 

logcos|Sb  B  9.7390408  ; 
Der  Bogen    selbst  wird  nicht  gebraucht,  und  braocht  daher  oicht  auf- 
geschlagen zu  werden.  Die  Ausdrücke  des  Art.  23  gaiien  hierauf 

<7s  4l»2t'l2',898 
lüg  K  =  7.0705078 

S=  41- 26' 37  ",  10 
lug//,  =  2.38336 
log  Ci  =  8.5492 
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and  die  GMohuDgen  (22)  und  (24) 

ar  =  -h  2'  3y",77  ;    y"  =  19"  Ö6'  37  ,75 
worauf  sich  durch  die  (2ö) 

z/io  »  +  4'  32',87 
ergab.  Durch  die  Gleichangen  (S7]  faad  sich  non 

«'  B  62»  30'  57",30  ;     S£  »  33*  29'  4r,55 
log  8io  f  »  9.8954835 
logcosiS'«  9.7940491 

worsaf 

IT  s  51«  55'  0*,00 
A  B  69    2  59.99 

gefunden  wurde.  Die  hier  zu  Grunde  gelegte  Pothöhe  Isl  mil  Weglas- 
sang der  Secunden  die  von  Orsic,  und  das  Reaullat  giebt  anch  mil  Weg- 
lassunc;  der  Secunden  die  Polhöhe  und  die  LJinge  von  Valenlia.  Wie 

ich  die  hier  als  ge«j;cben  betrachteten  Grossrn  u  und  »  erhallen  habe 
wird  weiter  unten  i»ei  der  .'VutlOsung  der  enlgegeogesctzlen  Aufgabe 
gezeigt  werden. 

37. 

AU  zweites  Beispiel  soll  eine  kurze  geodtf  lische  Linie  angenoaimen 
werden.  Gegeben  seien: 

IT  =  20* ;   «'  =  30« ;    «i  =s  «• 

wo  aii  sogleich  den  in  Bogcnlheilen  ausgedrückten  Werth  von  stall 

i  selbst  angenommen  habe,  weil  die  Berechnung  desselben  aus  h  so  ein- 
facli  ist,  und  eben  so  aus^ftlhrt  wird  wie  im  vorigen  Beispiel.  Aus  B 
bekommt  nuin  zuerst 

^  s  1 9«  56'  1 8",31 35   log  sin  ß  »  9.5387671 

log  cos    SS  9.9731554 

bei  welcln^r  H*'ro(  liniini,'  icli  mi(  h  der  Weihe  des  Art.  jjö  bedient  habe. 
Die  Gleichungen  des  Art.  22  geben  nun 

9)'  8  67M6'  \    logstn  §^  s  9.9457887 

logCOS/S^os  a  6721254 
log/»s  7.14570S0 

Der  Bogen  S£  wurde  hier  nicht  berechnet,  weil  es  bei  kleinen  Werthen 
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vbn  9  zweckmässiger  igt  die  Reilienenlwickelung  des  Dreiecks  des  Art. 

87  anzuwenden. 

Die  Gleichungen  des  Arl.  ii  j^'ubcu  hierauf 

logv  =  3.8;)8ün  I  ;       iogx  s  a  S58G30H,H 
X^t'^Q'  2r,558  ;     Jta      +  44  '«3445 

Wcodel  man  oeo  xor  weiteren  Serecbnimg  die  Ausdrücke  des  Art.  34 
an»  so  findet  man 


log  e%  B  3.3576008,8  ; 
Icg0  s  3.5575343,3  ; 

log  T  »  4 .738328  ; 

lügwu  =  3.5798239  ; 

log  (ü  =  a.öTDSiM  I  ; 
w  =    1«  :i'  20 ',.'{28 
=  4  8  1 1  53,23« 

und  hieraus 

A  «  4"  3  8  ,983  ; 
womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 


log  lyo»  3.7964614.8 
log  ti  s  3.7962058,3 
i7s4*44'44".690 
r »  54.743 
hig  yo  =  3.0744697 
log  y  =  ;}.ü7ii427 

«"  =  29"  39  18,279 

r  =  18,447 


38. 

Tni  nucli  den  spftiellen  l'all  des  Art.  33  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
laulern seien  gegeben: 

0  =  59'  55' ;    a  SS  5«  34  56",4  2  ;    a  s  24 '  50'  33^94 

Hiemit  wird  zuerst 

ff  B  59«  50'  0',4  89  ;    log  sin  jS"  »  9.9367990 

log  cos /T  =  9.7014501 

Die  Ausdrücke  (33)  gaben  hierauf 

b'  k  4«  49'  48*,333  ;    f  s  2«  48'  6'.667 
jf'»      7  5,495 

Ferner  die  (3i) 

log  fi  =  7.2227682 

Üurt  ii  die  bez.  Ausdi  ucke  des  Arl.  23  wurde  hierauf  gefunden 

log  IT  =  7.2244034 

woraus  sich 

i>  =  :!l"52'  4ö".8n 
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ergab.  Durch  die  Ausdrücke  des  Art.  2'\  e  t  [uelt  ich  ferner 

log  1^1  =  2.53720  ;  loi;  C,  ==  8.8568 
log  £  »  —  0.00036 ;   log  £r  »  9.7596 

worauf  die  Ausdrucke  (3G)  und  37) 

«s  +  17'.974;  2^.856 
gaben.  Es  wird  fblgltch 

XsSI1«58'27',843 

wodurch  alles  gegeben  ist,  welches  für  die  Ausdrücke  (38)  erforderlich 
isl.  Diese  geben  hierauf 

«"  =  3»  33  äJ7  ,4^  ;    *"  =  T  1 1'  3ö".471 
tt'  »      3  i3.443 

woraus  man 

/f  =  38«  i'ii'JiH 

i  ;i,s  0,006 
=  38    7  0,000 

erhalt,  womit  die  Aufgabe  golOsl  ist.  Die  zu  Grunde  gelegte  Polhöhc  isl 
die  von  Christiania  in  Norwegen,  und  die  Lange  und  Pol  höhe  des  Re- 
soltats  ist  die  von  Palermo,  in  welchen  Bdgen  jedoch  die  Secunden 
weggelassen  wurden.  Es  wird  sieb  weiter  unten  zeigen ,  wie  die  hier 
als  gegeben  betrachteten  Stucke  a  und  «'  erlangt  worden  sind. 

39. 

Von  dem  speeiellen  Falle  des  Art.  34  wird  es  wohl  nicht  nöthig 
sein  ein  Beispiel  zu  geben ,  da  er  so  ein&ch  ist.  Dagegen  sollen  von 
dem  im  Art.  35  erörterten  Falle  zwei  Beispiele  hier  eingeschaltet  wer- 
den. Sei  erstens  auf  irgend  einem  Meridiane 

ir  SB  —  6i«  4ö'  r,59 

die  Polhühe  des  Punktes,  von  welchem  ans  in  senkrechter  Richtung  die 
geodutiscbe  Linie 

owmh%^t%'  49;75 

gnsogen,  und  die  Lage  des  Endpunkts  dieser  bestimmt  werden  sollen. 
Da  f  jedenlallB  gebraucht  wird,  so  kann  man  diesen  Bogen  zuerst  be- 
rechnen. Man  findet 

/S"  »  —  64*  40'  35',84  ;   log  sin    »  9.9561842» 

log  cos /ST  =  9.63H(jG4 

MMI.  4.  K.  S.  CMlIach.  L  WkMHh.  Xnr.  4 
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MaD  findet  Dun  ferner  dnTch  die  Gteidrang  (40) 

Ui^ft  =  7,1363178 

UD(1  hierauf  durch  die  bez.  Ausdrucke  des  Art.  23 

iogK  8  7.4379202  ;      logüi  »  2.4507422 
log  Ci  mt  8.6839 

tog£  »     0.0002975  ;   log«*  =  9.6731 

worauf 

S  zm  52«  35'  a^S? 

wird.  Die  Gletchang  (41)  giebt  hieranf 

a?  =s  +  2'  1  G",30  ,    also   %  »  52»  32'  47\57 
und  die  (42) 

^«»—4.  4'30M9 

Ware  a  ein  kleiner  Bogen .  so  würde  man  sich  slall  der  im  Vorberge- 
honduii  angezoi^cncn  Ausdrucke  der  (43)  bedient  haben. 
Aus  den  (44)  füii,'i  nuu 

«•  ^  149»  12'         ;    Jl"  =  71«  55'  30'.18 
log  sin =  9.7401112« 
logcosjfl^  s  9.9218811 

nod  hittana  ohne  von  ^  Kenntnisa  zu  nehmen 

B  =  —  33"  2ü'  59",Ö8 
A  =      71  46  59,99 

wonül  die  Angabe  gelöst  ist.  Sei  zweitens : 

F<«  -I-  6i«26'46',61 

der  Pnnkt  iigend  eines  Meridians  von  welchem  ans  senkrecht  die  geo- 
dlltische  Linie 

4f  s  18T'16'27',86 

gezogen  werden  soll,  nach  deren  Endpunkt  ijefragt  wu  d.  Da  die  Kcch- 
nung  genau  eben  so  geführt  worden  ist,  wie  iui  vorigen  Beispiel,  so 
darf  ich  mich  t)egn(igcn  die  erhaltenea  Stücke  ohne  weitere  Erktäruog 
der  Reihe  nach  auzutuhren, 

as  64«  22'  17",Ö6  ;    log  sin     =  9.95Ö022;) 

logoos/Tsi  9.0360198 
log^  SB  7.1341203  » 
log  f  —  7.1 35721 2  ;  log  Bi  i-  2.44854*9 

log  Ci  —  8.6795 
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log*: 
s 


—  0.(1002960  ; 
1i7"a)'  3H  ,34  ; 
127  33  54,10  ; 

31  10  58,08  ; 
108  13    0,00  ; 


X 


11  3,64 
108^'  24  3,04 
—33  ^0  0,00 


9.6709 


» 


X 


X 


Man  siebl  sogleich  aus  den  Resnltaten  dieser  beiden  Beispiele,  dass 
ancb  sie  vorbereitel  sind,  denn  die  PoIhAhe  der  Endpnnkle  der  beiden 
angenommenen  geodätischen  Linien  ist  dieselbe,  und  die  Summe  der 
Langettnnteracfaiede  der  Endpnnkle  vom  ersten  Meridian  ist  I  SO**.  Die 
PolbOhe  —  33*26'  ist  mit  Weglassang  der  Secunden  die  von  Santiago 
in  Chili,  und  der  LangenunloFSChied  108*13*  ist,  ebenfkils  mit  Weg- 
lassnng  der  Secnnden ,  der  swischen  Santiago  und  Moskau.  Legt  man 
algo  traf  dem  Meridian  von  Moskau,  and  zwar  auf  der  Halflc  desselben, 
von  Pol  zu  Pol  gerechnel,  wo  Moskau  liegt,  unter  der  Polhülic  von 
6i"26'4G",61  eine  sich  nach  Westen  erstreckende,  senkrechte  geodäti- 
sche Linie  ua,  deren  Lange  in  Thcilen  des  Erdaquaturs  1 27»  16'27",86 
tciriigt.  so  liegt  der  Endpunkt  dieser  in  Santiago,  und  triflt  diesen  Punkt 
neler  dem  Azuuulh  211"  1 0'58'V>8  von  Süden  nach  Westen  gezahlt. 
Legt  man  dagegen  auch  auf  dem  Meridian  von  Moskau,  aber  auf  der 
Bfllfte  desselben,  wo  Moskau  nicht  liegt,  unter  der  Polhöhe  von 
—  64*^45' 2",59  eine  sich  nach  Osten  erstreckende,  senkrechte  geodäti- 
sche Linie  an,  deren  Lange  in  Tbeilen  des  ErdSqualors  SS^'SS'  49",75 
beirSgt,  so  liegt  der  Endpunkt  derselben  auch  in  Santiago,  and  trilR 
diesen  Plonkt  nnter  dem  Azhnotb  1  St  5',95 ,  welches  aber  jetzt  von 
Soden  nach  Osten  gezahlt  werden  moss. 

Daa  Verfidiren,  wodurch  diese  beiden  Beispiele  vorbereitet  worden 
sind,  wird  sich  weiter  onten  bei  der  AafUfsong  der  entgegengesetzten 
Aufgabe  ergeben. 


Es  soll  jetzt  eine  Aufgabe  gelöst  werden,  die  in  gewisser  Bezie- 
hung das  Entgegengesetzte  der  im  vorigen  Abschnille  gelösten  bildet, 
und  in  der  practischen  Geodüsie  vielfache  Anwendung  findet.  Diese 
Au^abe  besteht  darin:  aui>  der  gegebenen  geogruplusciien  Lage  irgend 
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zweirr  Punkio  auf  dem  Erdellipsoid  dio  goodiilisohe  Linie,  die  zwischen 
diesen  Piinkl«jii  slatt  findet,  nebst  (Irren  Aziniullieii  zu  finden. 

Holi;iclilel  man  diese  Aufiiabe  in  iln-or  ganzen  Allgemeinheit .  so 
kann  sie  stron2;e  eenommeu  nur  ant  indirecte  Weise  gelöst  werden,  und 
nur  für  den  Fall,  in  welchem  die  zu  bestimmende  e;eodiilis('lie  Linie 
SO  klein  ist,  dass  sie  als  eine  kleine  GrOsse  erster  üidnung  betrachlel 
werden  kann,  lässt  sich  eine  dirccte  Auflösung  duK  Ii  UoibeDenlwicke- 
lungon  herstellen,  leb  gebe  in  diesem  Abschaille  nicht  nur  eine  solche, 
auf  kleine  Werthe  von  s  beschränkte,  sondern  auch  eine  allgemeine  Auf- 
lösung, die  fiir  jeden  Werth  von  t  aogewaodt  werden  kann,  und  die 
Eigenschaft  besitzt ,  dass  sie  gemeiniglich  schon  in  der  ersten  Anntthe- 
rung  die  gesuchten  Grossen  auf  Hunderttheile  der  Secunde  genau  giebl, 
und  daher  ein  direcles  Verfahren  bildet.  Wenn  in  einzelnen  Fttllen  das 
Resultat  der  ersten  Annäherung  nicht  so  genau  wird,  so  ist  jedenfatls 
der  übrig  gebliebrae  Fehler  sehr  klein,  und  kann  durch  die  etnfocben 
Dilfcrentialformelo,  die  ich  zugleich  angebe,  mit  aller  wflnschenswer' 
Iben  Genauigkeit  berichtigt  werden*). 

Das  Mittel,  wodurch  ich  diese  Auflösung  erlangt  habe ,  besteht  in 
der  Einfohrung  der  astronomif^chcn  Azinmlhe  als  Hulfsgrössen,  statt  der 
geodätischen.  Es  ist  bekannt ,  dass  die  auf  den  Üreieckspunkten,  oder 
Stationen,  durch  Messungen  mit  dem  Theodoliten,  oder  irgend  einem 
anderen,  dazu  dienlichen,  Inslruiufute  erhnigtou  Winkel  nicht  die  Win- 
kel sind,  die  die  vom  Stationspunki  nach  den  eingeslellteu  Punkten  ge- 
zo^'cnen  geodiui.sehen  Linien  mit  einander  bilden,  also  auch  nicht  die 
Azinmlhe  der  geodiili.schen  Linien,  wenn  der  eine  eingeßlelile  Punkt  im 
Meridian  des  üeobachtungsorles  liegt.  DasAziuiuth,  welches  man  durch 
die  Heobachtungen,  oder  W'inkelmessungen,  unmittelbar  bekommt,  und 
welches  ich  das  astronomische  Azimuth  nennen  will ,  ist  der  Winkel, 
den  eine  durch  die  Normale  des  Beobachtungsortes  und  den  eingestell- 
ten Punkt  gelegte  Ebene  mit  dem  Meridian  macht,  und  von  dem  Azi- 
muth der  geodätischen  Linie,  welches  ich  zur  Unterscheidung  dais  geo- 
dätische Azimuth  nennen  will,  verschieden.  Wenn  die  geodätische  Linie 
kurz  ist,  dann  ist  der  Unterschied  zwischen  dem  geodiltischen  und  dem 


•)  I'iiissant  hal  in  .seinom  Trnite  <l€  Gcoilf'iie  dicso  Aufp.nbp  ftir  si>lir  kleine 
Wcrllio  vuu  s  gclüät,  .seilte  Audiisutig  isl  al)or  ganz  verschieden  von  der,  wclctie  hier 
gcj{cb«ii  werden  wird. 
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aslronoüiischcn  Aziimitli  zwar  solir  klein,  aber  weno  jene  Linie  lang  ist, 
daon  kann  er  betraditiich  werden.  Man  wird  aus  den  hier  angehängten 
Beifipieien  sehen,  dass  er  uater  Uoist&Dden  eine  Anzahl  von  Minuten  he- 
trageo  kann.  Man  hat  zu  verschiedenen  Zeiten  den  Versuch  gemacht 
das  astronomische  Azimuth  und  den  auf  dem  Ellipsoid  in  der  oben  er- 
klSrten  Ebene  liegeoden  elliptischen  Bogen  statt  des  geodätischen  Azi- 
mnlhs  und  der  geodätischen  Linie  in  die  Geodäsie  einzufbbren,  froher 
hat  es  Du^^jottr  gethan,  und  in  neuerer  Zeit  sind  diese  Grossen  bei 
der  englischen  Ordnance  SuiTcy  angewandt  worden,  und  der  Staats- 
rath  Aodrae  hat  darttber  Abhandlungen  geschrieben.  Aber  dieses  Yer- 
hhren  kann  nicht  empfohlen  werden,  da  es  abgesehen  von  anderen 
Uebelständen  zu  einer  Duplicitttt  in  den  Dreiecken  und  ihren  Besland- 
theilen  führt;  iiberdiess  werden  bei  gleichen  Graden  der  Genauigkeit 
die  sich  auf  die  ireodütischeii  Linien  und  Azinmlhe  beziehenden  Foruicln 
einfacher  wie  jene. 

DfMik!  man  sicli  niisser  dem  einen  Pole  des  Ellipsoids  irgend  zwei 
aul  deinseltjeti  liei,'ondc  Punkte  A  und  /?,  siclil  man  die  PolhOhe  von 
A,  das  aslionomische  Aziinulh  von  B  im  Punkte  .4,  und  den  ellii»ti- 
schen  Bogen  zwischen  A  und  B  als  gegeben  an,  und  berechnet  hier- 
aas den  NYinkel  in  B,  so  ist  dieser  weder  das  astronomische  noch  das 
geodätische  Azimuth  von  A  \n  Ii.  sondern  ein  anderer  Winkel.  Sieht 
man  umgekehrt  das  astronomische  Azimuth  von  A  in  als  gegeben  an, 
so  bekommt  man  in  A  einen  Winkel ,  welcher  weder  das  astronomische 
noch  das  geodätische  Azimuth  von  in  A  ist*  Auch  die  elliptischen 
Bogen  zwisdien  A  und  von  welchen  der  eine  dem  astronomischen 
Azimnth  in  A,  und  der  andere  dem  in  B  entspricht,  sind  von  einander 
verschieden.  Betrachtet  man  ein  allgemeines  Dreieck  auf  dem  Ellipsoid, 
von  welchem  keine  Ecke  in  einem  der  beiden  Pole  liegt,  so  vervielfUltigt 
sich  diese  Dupplicilät.  Man  wird  also  bei  der  Einführung  der  astrono- 
mischen Azimuthe  statt  der  geodätischen  in  die  Geodäsie  auf  Zweideu- 
tigkeiten geralhen .  svalu  end  durch  die  Anwendung  des  geodülischen 
Azinmlhs  imd  der  geodätischen  Linie  diese  durchaus  nicht  slaltliiHkn. 
Die  Anwendung  der  lel/.leien  ist  auch  schon  dadurch  wisseuschaUlich 
geböte u,  dass  sicli  die  spliaruidisclie  irigononjolra'  au  die  sphärische  und 
die  cljeiic  vollsfündig  ansctiüesst,  in  welchen  <lie  Seilen  der  Fi.L-ureiK  die 
Ulan  betrachtet,  auch  kürzeste  Linien  auf  der  Kugel  und  der  Ebene  snid. 
Bei  grösseren  Dreiecken  treten  die  genannten  Uebelstftode  selbstver- 
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standlidi  mehr  hervor  wie  bei  kleinen*),  aber  auch  bei  diesen  verhMlt 
es  sich  je  nach  der  Lage  derselben  auf  dem  Ellipsoid  anders.  Bs  kommt 
hiebei  aaf  den  Werth  der  Azimothe  an,  und  wenn  bei  einer  kleinen  geo- 

dülisclien,  gegebenen  Linie  in  einem  gewissen  Falle  die  durch  Ilillfe  der 
astronüiui&cheij  Aziiiiutlio  goführle  llociiriuui^  von  der  mit  gcodUlischcn 
geführten  im  Resultat  nur  sehr  wf^ntg  abweicht,  so  iUs^t  ^ich  daraus 
nicht  sehliossen,  dass  dieses  in  jedem  Kalle  iiei  Zugrundelegung  einer 
geodäii.-  li  Mi  Linie  derselben  Lllnge  stall  linden  wird.  Die  aslroiioiui- 
schen  Azimulhc  tallcn  nemlich  bei  0,  180",  und  nahe  90",  ?70"  mit  den 
geodätischen  zusammen,  und  die  grünsten  Cntcrschiede  iiiulen  ccleris 
paribus  in  den  Octanten  statt.  Ein  Beispiel  dalier  mit  kleinem  Aziniutb  aut 
beide  Arten  berechnet,  muss  grössere  Uebereinstimmung  zeigen,  wie 
der  Fall  sdn  wurde,  wenn  das  Azimath  einem  Octanten  nahe  gleich  wäre. 

Es  werden  in  diesem  Abschnitte,  wie  schon  oben  erwähnt  die 
astronomischen  Azimuthe,  die  man  durch  endliche  Ausdrucke  berechnen 
kann,  nur  als  HUlfsgrOssen  angewandt,  und  vor  dem  finde  der  Bechnung 
In  die  geocbltischen  umgewandelt. 

Unter  den  Nebenaoigaben  die  in  diesem  Abschnitt  gelöst  werden 
nenne  ich  hier  die:  Von  einem  gegebenen  Punkt  der  EfdoberflUche  aus 
eine  geodätische  Linie  so  auf  einen  gegebenen  Meridian  au  ziehen,  dass 
sie  diesen  rechtwinUich  schneidet.  Auch  diese  Aa^iabe  wird  unbe- 
schränkt so  gelost,  dass  in  der  Regel  die  eraH»  Annäherung  sc)ion  ein 
genaues  Resultat  giebt.  Schliesslich  mache  ich  darauf  aufmerksam,  dass 
man  durch  die  Verbindung  der  hier  behandeilen  Aufgabe  mit  der  des 
vorhorgchcDden  Abscliniües  eine  Anzahl  von  Aufgaben  der  sphüroidi- 
sehen  Trigonometrie  lo.sen  kaim,  und  fuhie  den  lall  aus,  wo  in  einem 
allgemeinen  sphäroidischcu  Dreieck  zwei  Seilen  mit  dem  zwischen  lie- 
genden Winkel ,  nebst  der  Lage  desselben  auf  dem  KUipsoid  gegeben 
sind. 

44. 

Wir  wollen  jetzt  als  Vorbereitung  zur  Auflösung  unserer  Aufgabe 
die  astronomiscben  Azimulhe  etaer  besondern  Bctrachlimg  unlerwerfeu. 


*]  Man  wird  aus  dcii  dieser  Abhandlung  hinzugefügten  üeispieleu  sehen,  dus8 
lut  die  geodätische  Linie  zwischen  Orsk  uiid  Valoulia  die  Unterschiede  zwischen  den 
feftdätischen  und  den  aslronomischen  Azimuthen  auf  1 1"  steigaD,  und  dass  sie  für  di« 
geodsiitche  Linie  twischen  Moekan  und  Santiago  sogar  auf  1 0  V|  Wniilen  gebeo. 
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gnd  die  RdatioiMm  ableiten,  in  weichen  oe  zu  anderen,  bekannten  oder 
anbekannten,  GrOiaea  stehen. 

Um  diese  Relationen  zo  erhalten  wollen  wir  zoerst  durch  die  Nor- 
male irgend  eines  Punkts  {A)  auf  dem  Erdellipsoid  eine  Ebene  legen, 
ilie  zugleich  durch  iijj'eud  eincD  anderen  l'unki  iß)  derselben  Oherllachi; 
i:L'hi.  Mau  kanu  deo  Punkt  {A)  als  Beohachlungsorl ,  und  den  Punkt  (B) 
als  einen  in  dem,  im  Punkt  [A]  aufgestellten,  Wjiiki  Imessinstruinent 
eingesleiltcn  Dreieckspunkt  betracht(Mi.  Bezeichnet  man  die  Pulhöhe  des 
Punkts  {A)  mit  /?',  und  legt  von  den  rechtwinklichen  Coordmateu  x,  y,  z 
die  Ebene  der  Achsen  der  x: ,  von  welchen  die  der  x  im  Aequator,  und 
die  der  z  wieder  in  der  Umdrehungsachse  des  ErdeUipsoids  liegen  soll, 
durch  den  Mendiaa  von  (A)>  ao  sind  die  Gieichungen  der  Normale  am 

Ponkt {A)   

vsin/^  —  sKl— 0^- cofjS'         na  ff  txM 

wenn  wieder  /f  die  znr  Pdlböhe  ^  gehörige  redodrte  Breite  bedeotet. 

Die  reducirte  Breite  des  Punkts  (D)  sei  /f ,  und  X  dessen  Längen- 
aolcrschied  voiii  Punkt  ^A),  dann  sind  die  Coordinatcn  von  ^Z>'; 

«  8B  aoos/f  COSA  :  ysacos^sinA;   s  =  aV i^^^mafl' 

Stellt  mao  nun  die  deicfanog  der  Ebene,  die  sowohl  den  eben  au%&- 
itellleu  Gleichnn^B  der  Nonnale,  wie  den  letztgenannten  Coordinalen 
gnugt»  unter  der  Form 

Ax     Bp     Ct  im  D 
auf,  und  berückgichugt  zuerst  die  Gleictiungen  der  Normale,  SO  wird 

D  s  Etu^üafieoBff 

wo  E  ein  wüikuhrlicher  Factor  ist.  Substituirt  man  hiensuf  sowohl  diese 
Wertbe  wie  die  Ausdrücke  der  Goordinaten  des  Punkts  {B),  so  ergiebl 
sich  die  Gleichung 

Bcoa/f  sinA 

=         a')oosifsin/f~  sia/S^ 008/^  COSA -l-a'sin/9'cos/9'| 

aad  bestimmt  man  jetzt  E  ao,  dass  die  GoefBdenten  A,  B,  C,  D  von 
Neonem  befreit  werden,  durch  welche  Bedingung  man  £s=cos/?* sinA 
erhält,  so  werden 
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B  s  (I— fl^cos/S^siD/f  —  sin/S' cos /f  cosA -f»  e'sio/S^oos/f 


C  =  —  Vi  — c- .  cos  ^  cüü  ff  s>iD  A 
die,  wenn  sie  io  die  Gleichung  der  Ebene 

substiluirl  werdeo,  diet>G  vüllig  iieslimmen. 


A2. 


Die  boiden  Ebenen  der  Meridiane  von  {A)  und  (B)  nebsl  der  drit- 
ten, «^ben  bestimmten  Ebene  ijilden  einen  körperlichen  U  inkel,  und  legt 
man  darüber  eine  Kugeloberflüche  von  beliebigem  Halbmesser,  die  ihren 
Mittelpunkt  im  Seheitel  des  körperliclien  Winkels  liat,  so  bekommt  man 
ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Kreisbögen,  oder  Dreieckseiten,  die  die  beiden  Meridiane  darstellen,  X, 
der  Winkel  zwischen  dem  Meridinn  von  (A)  und  der  dritten  Ebene,  oder 
den  Dreieckseiten,  die  diese  darstellen,  ISO^^^u',  wenn  o»  das  astro- 
nomische Azimoth  des  Punkts  (B)  von  (A)  ans  bedeutet,  nnd  die  zwi- 
schen diesen  beiden  Winkeln  Hegende  Seile  90<*— IT  sind.  Der  dritte 
Winkel  dieses  Dreiecks  soll  mit  y  und  die  beiden  anderen  Seilen  sollen 
mit  X9  und  90^—7*  bexeichnet  werden,  dergestalt,  dass  den  Winkeln 


gegenüber  liegen.  Die  sphärische  Trigoaomelrie  giebt  daher 

sin  X»  sin  ut  »  cos  fsin  Jl 

sin  ;fo  coso»''s  —  cos  ff  sin  /*-|-  sin  A'cob  Tcos  A 


ntr  welche  noch  der  Ausdruck  Dir  F  zu  ermitteln  ist.  In  Bezog  darauf 
ist  zu  bemerken,  dass  die  Seile  90<*— /*  in  der  Ebene  des  Meridians 
von  (B)  liegt,  und  dem  Winkel  gleich  ist,  den  die  Dnrchschnittslinie 
zwischen  der  Ebene  dieses  Meridians  und  der  dritten,  im  vor.  Art.  be- 


<  80* — «o'  ,    y    bez.  die  Seilen 

900—/'    <jü"— /r 


(45j 


sm  Xii  SHi  y 
sin  xo  cos  y 


cosB'&nX 

sin  Z?'cos  r —  cos  Ifsin  Fcos  X 
sin  Ii'  sin  r+  cüs     cos /'cos  A 
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slimmtcD ,  Ebene  mit  der  Achso  der  :  jiiachL.  Mau  tiudel  leichl,  das»s 
die  Gleichung  der  Ebene  dieses  Meridians 

sin  A  —  y  cos  A  8  0 

isl.  and  diese  nebet  der  Gleichung 

As     By Cz  ^  D 

sind  also  die  Gleichungen  der  eben  genannten  Durchscbnilüslinie,  die 
mau  ieicbl  auf  die  folgende  Furui  bringen  kann, 

x{Ao06  /.  +  /IsinA)  ■+-  zCcosA  =  i^cosA 
9  {A  COSA  ■+■  sin  A)  -I-     sin  A  ^  D  sin  A 

Die  analytische  Geometrie  zeigt  aber,  dass  wenn 

ax     H  ^  k 

ai^  +  es  ^  l 

die  Gleicbungcn  irgend  einer  Graden  sind,  die  mit  der  Acbbc  der  z  den 
Winkel  0  macht,  man 

cos  6  =s  +    ■   *  ■ 
baL  Die  Substitulton  der  vorstehenden  Gleichungen  giebt  daher 

sm  /  s  ,         ■■       M  ^ 
oder  durcb  Hülfe  der  Ausdrücke  von  A.  />'.  C,  des  vor.  Art. 

,inr«  l()/T^.sin/Sr  +  --^^8in/J')  .   .  (46) 
wenn  zur  AbkOrsung 

p«  =  cosy  +  (VJ^.sinfJh  j^'^sin iTj    .  (47) 
gesetzt  wird.  Es  folgt  hieraus 

cosr=jC08/   .  (48) 

tgr'=(/T^+-^.0.)lg/     .    .  (49) 

Aus  den  Gleichungen  (45)  verbanden  mit  der  (49)  l«lsst  sich  nun  ai, 
berechnen,  wenn  ^,     A  gegeben  sind.  Das  im  Art.  87  betrachtete 
Dreieck  giebt  ausserdem 

sinxnii  CK  =  cos ^ sin«» 
sinjoosa  »  — cos/J'sin/?" +sio/S''cos/?'cos« 
sin ar sin  a*  HB  cos sin»  ^  (50) 

sin  X  cos  a  =  sin  ßf  cos/f  —  cos  sin  cos  w 
cosjlf         SS  sin  ^  sin  p'"      cosp' gos(j  "  cos  w 
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die  den  (45}  vollkommen  llbolieb  nod.  Verbindet  rata  iran  die  (60)  mit 
deo  vorhergebendeii  Gleicbungeo,  so  Icaaa  man  die  Unlenohiede  d^tU^ 
«*—;',  X — Xo  enoiltelü. 

Ich  bemerke  hiezu ,  dass  die  Gleicbungen  (45)  in  Verbindung  mit 

den  (46).  (47).  (48)  zu  erkennen  geben,  dass  der  Winkel  y  nicht  das 
asli-onoiuische  Aziniuth  des  Punkts  i'^)  vona  PiiiikL  'ß)  aus  isL  Denn  hieftlr 
inilsslen  die  Gleichungen  (45)  für  a«'  in  die  für  f  übergeben,  wenn  uiau 
darin  ß>  und  (f  mit  einatuler  vertauscht,  und  dass  dieses  nicht  der  Fall 
ist.  lehrt  der  Augonschein.  Ebenso  bekomml  die  Seile  verschiedene 
Werlhe,  je  nachdem  man  sie  aus  den  unveränderten  (45),  oder  aus  den- 
selben nach  der  Vcrtauscbung  von  (i  und  ^  mit  einnnder  bercchucl. 
Das  hier  betrachtete  Dreieck,  von  welchem  zwei  Seiten  Meridianbögen 
aind,  bekommt  also  verschiedene  Seiten  und  Winkel,  je  nachdem  man 
von  dem  astronomischen  Äzimuth  am  einen  oder  anderen  Eckpunkt  aus- 
geht; nur  der  Winkel  A  bleibt  in  diesen  beiden  Fällen  derselbe.  Wenn 
nun  in  einem  auf  dem  Brdeilipsoid  betracbteten  Dreiedc  keine  Seite 
mit  einem  Meridian  zusammen  fililt,  so  mttssen  in  diesem  alle  Seiten  und 
Winkel  verocfaiedeD  auafblleo,  je  nacbdem  man  das  eine  oder  das  andere 
astronomisobe  Azimntb  an  dessen  Eckponkten  zu  Gnmde  legt. 

43. 

Durcb  Bttlfe  der  eben  entwickelten  Gleichungen  kann  man  die  Unter- 
schiede «o' — — «*,  Xo — X  unendliche  Reihen  entwickeln,  die  nach 
den  gradeo  und  positiven  Potenzen  von  e  forlsciiieilen.  Sei  zu  dem  lünde 

Fs/T-hc;   jr  =  ^"  +  /i   X^m  —  Jf» 
dano  wird  zuerst 

sin  IT  B  sfai/S^  -f-  ecos^  —yc^sin/f     . . . 

cosF  =  cos/S'  —  csin  /?'  — -j-c^'cos^ 

sin  r  s  sin  ^  -I-  fmoB  (T  ^^pmkf     . , , 

oosr  B  cos/  —  /"sin  /  —  Ypooßfi'  -I-  . . . 

sin  A  SS  sin  «  —      cos  m  —  y^o»*  sin  o  -i-  . . . 

OOS  A  Ä  cos  w  -f-  /Ja>  sin  ti  —  -^-^•^'^os  w      .  .  . 
Substilttirt  man  diese  AasdrOcke  in  die  beiden  ersten  (46),  und  bleibt 
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d  den  ersten  Potenzen  von  c,  f,  J»  stoben,  welches  für  onsern  Zweck 
tnsreicht,  so  bekommt  man  mit  Zoziehang  der  (50) 

sin  jifosin  oo'  =  sin x sin«  —  fsia^ sin  cd  —  ^acosßf  cosco 
sinj|f«cosa^'  sss  sin;KCosa-|-CG08j( — /'(cos/9'cos// H-sin/fsio//' cosoi) 

-h     sin /S' 008/f  sin  fl» 

und  moltiplicirt  man  die  erste  dieser  mit  cos«,  die  zweite  mit  — sina, 
und  addiri,  so  eiigiebl  sicli  ieichl»  wenn  man  erwägt,  dass  das  Dreieck 
des  Art.  27  auch 

sin  a"  aiü  =«  —  cos  «  »iii  w  -kr  siii  (t  cos  fo  sin  ff 
Cosa*        =      Cosa  cos »  + sin a  sin  ct) sia^ 

giebt,  und  dass  man  jetzt  sin^  statt  sinji^i,  und  a^—a  statt  sin(a^'— 'a*) 
setzen  darf, 

r  «»Jr  j    i.8in«"  cos/?"  cos«" 

^  8in;f       '  sin/  sin/ 

INe  Anwendung  desselbGn  Verfahrens  auf  die  dritte  und  vierte  der  (45), 
oder  die  blose  Verlauschung  von  c  mit  ^  und  u  mit  ^  und  a",  «©' 
und  o  mit  480^—/  und  180*—»«*  in  der  vorstehenden  Gleichung  giebt 
ausserdem 

Y  —  «  »  —  e-,  H/sm cf     ^  —  /Sm — ~— — 

Substiluirl  man  ferner  die  obigen  Ausdrücke  in  die  letzte  (45),  so 
eigiebi  sich  durch  Hülfe  der  (50) 

eosjKb  =  co9%  —  üsinxcosa'  -h  fmnxcoBa  +  ^Msin^eos/fshio' 

oder  da  man  hier  oosj^— 'COs^ssCx— s>n;e  setzen  darf, 

X  —  jfo  =  —  c  cos  a  +  fcos  a  +  -^w  cos/J*  sin  a 

WO  nnr  noch  die  Ausdrücke  ftlr    /,  i/w  in  substiluiren  sind. 

44. 

Wenn  man  die  mit  multiplicirten  Glieder  mit  aufnimmt,  so  be- 
kommt man  leicht  aus  der  Reihe  fltr  B  des  Art.  85,  und  der  Gleichung 
F-./J'+s, 

e  wm  Y^sin/S'cos/?'-!- je*(sin/?'cos/3'-i-2sin/J'oosy) 
Um  den  Ausdruck  fUr  /*  zu  erhallen  giebt  die  (49) 


-   i-j  VJVJ.'^^IC; 
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ond  selzt  man 

so  bekommt  maa  hieraus  aof  Ähnliche  Weise  wie  im  Art.  28 

uod  aacli  der  Eolwickeloog 

/'s  tsin/S^cos/S^— t^sioycoB^ 
oder  nach  der  Sahstitnlioo  des  Werlbes  voo  t, 

/*  SK    (&'m  ^  —  y  sio  cos/f 

•4*     I sin/?" sin// (sin, — — jsin/f  — j  sin'//jcos/f" 

iuKilieh  geben  die  Gleichungen  (1 5}  und  (20  nach  der  Subslitution  der 
Wertlie  der  in  der  leUleren  eingefuhrlea  üulfisgrOssen, 

Jf»^  \    Gos  //sin  a 

i^c*  t;fCOS/?'sin«'-|-xcosysin  V 

— (siny — cofi*^co8^a')co&/9'8in  a'sinxoosjf-i-Ssin/S'cos'^sin  a  cos  «sin^j 

Subtftituirl  man  diese  AnsdrUcke  von  c,  in  die  des  vor.  Art.,  und 
nimmt  dabei  nur  auf  die  mit  ^  multiplicirten  Glieder  ftttcksicht,  so  er- 
giebt  sich  nach  einer  lachten  Rednction 

+  Ye^cos/J'ßina  jcos/rcosa'(4  — ^)+8iniJ'(2lgy«— 


/  B  «* — i-  c^s/S^sin  « < 


cosiJ'cos«'(H^-oo«z)+8ain^ — J 


yc^  jsinxco8x+cosVsinV(jf — sin^oos^) 

-i- isin/t^cos/f  cos«"sin*'y;(  j 

Diese  Ausdrücke  gellen  Atr  jeden  beliebigen  Werth  von  x<  sieht  man 
aber  %  als  eine  kleine  Grosse  erster  Ordnung  an»  und  entwickelt  bis  auf 
ürttssen  sechster  Ordnung,  so  vereinfachen  sie  sich  und  gehen  Ober  in 

«0  =    +  y  e'^jK^cus^^sinacosa'     ^  e'^x^sia^  cos^  sin  a 

y  »  a* — y  jK^cosy  sin  a  cos  «  —  7 1 '  f  si u    cos   sin  « 

=   —  ye*;f  —  j  e'x''  cos  «"+  j  «^ar*  {}  —  cos^  sin  V) 


(Ö3) 
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45. 

Die  i)eiden  für  «o  und  /  ehon  otliiillcnon  Ausdi  ückf  sind  filr  unse- 
ren 7^weck  hinreichend  gonnu,  aber  mit  dem  ftJr  x»  verhöU  os  sich  nicht 
so,  da  in  demselben  das  mit  e*x  mullipliciiie  Glied  Ainfter  Ordoung  noch 
fehlt.  Dieses  soll  jetzt  entwickelt  werden. 

Setzt  man  die  vollständigen  Ausdrücke  des  Art.  43  ßir  sin  IT,  cosi}', 
elc.  in  die  letzte  Gleichung  (45),  so  ergiebt  sieb 

(l"~jf«)s'n'5-(j|{-4-x«)  ™  — C8inxcoß«'4-/siDxcos«"-t-z^wsiuxcos^sin«' 

—  ^  i'^+D  cos        |sin  o'sin  a+cos  a'cos  a  cos  | 

—  c^wsinxsin^/  sin«  —  /'./tusinjirsin/i^'sina'' 

—  j  /^9^\cosx  —  sin/f  sin/J"  | 
indem  das  Dreieck  des  Art.  27  aucb 

at&fi'coSff  -f-  sin  ff'  sin  ^  cos  w  = 
sin  «'  sin  a  +  cos  a  cos  u  cosx 

giebl.  Es  ist  femer  4"Öf+afo)=Jr~Ttif""*»)»  daher 

-  üb-T"  ^'»»«■+Tf  S^-'o^+T  ^«^ooi^si»«' 

Mnltiplicirt  man  daher  die  vorstehende  Gleichung  Seite  für  Seile  mit 
dieser,  so  bekommt  man 

jf— Xo=  —  ccos«'+/'cosa'+^oicos,^sina' 

—  1-irjlj^&m^-4-jj^sinasmo  —  ^j^cos/T  oosasma 


4   /<.,  cos  r    .        .j  _    /■.  /w  ^ItJ*  af  I  i  " 


kS4) 


Hit  Uebergebung  der  höheren  Potenzen  von  x  erhall  man  aus  der  ielz> 
lea  Gleichung  (28) 

sin s  sin  j^*  —  ;t  c<)^ cos  o  —  Y  X*  ^i"  ^ 

elimioirl  man  hiemit  sin//  und  sin'/9"  aus  dem  Ausdruck  für  f  des  vor. 
Art.,  und  bleibt  in  den  mit  e*  multiplicirten  Gliedern  bei  der  ersten  Po- 
lenz von  X  fiteben,  so  erhalt  man 


62  P>  A.  lUllSBN,  . 

+  e<  j  3  sin/S'—  Äffloy+xcos/^'öos«— 8af«»  Vcos/S'cos  a  |eo8/r 
Der  Ausdruck  Air  Jta  gicbt,  wenn     ubergangen  wird, 

Der  Ausdruck  von  e  bleibi  ooveiftndert 

Aus  diesen  Ausdrucken  ergiebt  sich 

i/ss  i-e«  {sin^^cos/yH-  ;rsin^cos  ^cos  a'-i-  yx^in  ycos/S'  j  cos/f 
Ci^w  «  j  e^x  sin/5'cos    sin  « 

f*  =  i.e^lsin'jS'-f-  Sljjsin/^'cos/S'oosa -h  jt^sin^ + ^^cos^cos  V|  cosV 
fjm  =  i-e*  jxsin/J'cos^8hl«'+ j'cosy  nna  C08o'  j  cos// 
^c0Ssi-e*x^coB>|S'8inV 

Sabstituirt  man  diese  Ausdrucke  in  den  obigen  Aosdniek  Dir 

und  nimml  dabei  nur  auf  die  mil  0*  mullipUcirteD  Glieder  Racksicht.  so 

erhalt  man 

(sin^cospT-i-  iasio^cosy  )cos«' 

H-(S  siu/S^—  28iDV'-l*X  (^B^GOSa«  S/sin^cosi^coBa  )co8/9rcoBa' 

 j^siDVcosysinV 

-I-  2  — J—  (siii  y  cos/S'sin a    xain cos ysioa  cos a' 


<g-j^8inyco6/^sina'}cos/ sina' 


*  Ssin/S^GOsy  sinVoos^cosa' 


(siny -I-  2;f  sio/J'cOB/fcos« -•- a(*siny 


-+-  x"^ cos y  cos  ''<(']  cos  y  siu  V 
-I-  2(8in cos  y  sie  a  cos  «  -H  x  cos  '^^r sjn  a'  cos  V)  cos^  sin  a 
—  X  COS '/S' Bio  V  Cosa  C08|S^  cos«  | 
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Elimioirt  man  hierauf  ^  und  u  durch  die  GlcichuDgen 
C08  f  sin  a  Ä  cos    sin  « 
COS   cos a"  a*  cos  ^ coso'     ^sio ^ 

so  ziehl  Gr  sich  in  ^e*x  zusammen.  Es  wird  daher  bis  auf  Grössen 
sechster  Ordnung  vollständig 

+  T  ^jr*(^  —  cos    sin  V ) 
Man  kami  bieravs  leicht  den  Aiisdrock  von  %  durch    erhalten,  zu  wel- 

cbem  Ende  blos  x^ifo  +  T^Xb     substiluiren  ist.  Uiemit  wird 

X  =  Xo  -I-  ye»(l  + je2);tb  +  |c'x»'sin/^cos/rco8o*  (55) 

—  T^aH^  — si>^^') 
die  ms  weiter  iinten  ottlzlicb  seht  wird. 


46. 

Um  das  g^enwUrtige  Thema  vollständig  auszahtbren  ist  noch  er- 
Ibrderiicfa,  dass  der  Ausdrack  des  In  der  Ebene  von  liegenden  Bogens 
auf  dem  Ellipsoid  ermittelt  werde,  der  die  Endpunkte  (i.)  und  [B)  hai, 
die  mit  den  Eadponkteo  der  im  Vorhergehenden  betrachteten  geodtt- 
Itsdien  Unie  identilicirt  werden  sollen;  dieses  soll  jetzt  vorgenommen 
werden. 

Nehmen  wir  die  im  Art.  41  eingefiiiirle  Ebene  vor,  deren  Gieichung 
ist  Die  BUminalion  von  B  und  JT  durch  die  Gleichungen 


sm a  s        ,       :   cos o  s     ^  \  ^ 

den  (46)  und  (48)  verwandelt  die  beiden  ersten  (45)  in 
fsmx^  sin  o^'  =  cos  /f  sin  A 

hiemit  gehen  die  Ausdrucke  von  A,  etc.  des  Art.  41  in  die  fuigen- 
deo  Uber, 


6i  P.  A,  Uansbn, 

Am     psm  Xn  sin  o,'  sin  ^ 

s  —  p  sio  j(b  cos  «o'     — cos 
C  SB  —  j} sin 2« sio  a^VJ^^.coBfif 
D  K     p  810  j^sin     »a/^saifi  cos  /f 

nnd  die  Gleichting  der  Ebene  wird 


X  sin  p!  sin  o©'  —  y  Yi  —  e^cos^^  ,  cos  «a'  —  z     >  —    •  cos  pf^  sin 

=  M^sinfi^  cospf  Bin  et»' 

Dreht  man  hierauf  die  Acbseo  der  9  and  y  um  den  Winkel  ji  in  ent- 

gegei)gesel2ter  Ridiiung  der  wachsenden  Längen,  und  nennt  die 
Coordinaleo  ä  und  y,  so  wird 

T  SS        cos     -+•  t/'  sin  J 
y  sss  —    sin  ^  +  y  cos  ^ 
und  seUl  man  zugleich 


I  ^  »iaß 


und  Rubstituirt  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  der  iübenc ,  so  gehl 
diese  Uber  in 

»'  (cos  A  sin    sin  o»'  +  sin  jY^^f^  cos .  cos  «»' ) 

+  y^ (sin  ^ sio  fÄvk —  cos^  y  4— «»cos^  .  coso^') 

—  *'  V4  — ^.  cos/f  stnoo'  =  0 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Anfangspuukl  der  Conrilinalen  jetzt  in  un- 
serer Ebene  ÜPi?»,  wulirond  er  immer  nnrh  in  der  Unidrt-hungsachse  des 
KIlipsoids  licüien  bleibt.  Er  liegt  jotzf  itn  St  ln'ilel  des  oben  orkldrlen 
körperlichen  Winkels.  SetzL  mau  hierauf  in  dieser  Gleichung  den  Coef- 
licienlen  von  y',  nemlich 

sin  ^ sin sio  Oft'  —  cos^        e^cosy .  coso^'  «  0 

so  wird  bewirkt,  dass  unsere  Ebene  senkrecht  auf  der  Ebene  der  x'z' 
steht.  Es  folgt  hieraus 

(66)  ....        =  yj^^coie«,- 

und  die  Gleichung  der  Ebene  wird 

(57)   aT  =  x'  lg  ü 

wenn  ausserdem 
(Ö8)  tgÜ-   
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gGöflzi  wild.  Die  Ebene  der  i-' z  ist  mm  die  Meridianebeiie  (ics-  Ellip- 
soids, welrho  von  unserer  eingele^slen  l^bone  reciUw  iiiklicli  gcscliaitlen 
wird,  und  die  Lage  dieser  Moridianebene  wird  durch  die  I}o,üen  /  und 
r  bestimmt.  Es  ergiebt  sich  h^icht.  (Ulss  ihr  Langenunterschied  von  der 
Meridianebene  des  Punkts  [A)  ruckwdrls  gezählt  ./  ist,  und  dass  ihre 
Dnrchschniitsliuie  mit  deraelben  Ebene  oiil  der  Ebene  des  Aequators 
den  Winkel  (^bildet. 


47, 

Die  BiafUbruDg  der  Coordinaten  x\  y\  z  in  die  Gleichung 

+  1 

3" 


des  Ellipsoids  giebt 

Fahrt  man  .  hierauf  die  Substitution 

Äc'  SS  I  cos  IT  —  f  sin  Ü 

=  i  sin  L  -+-  ^  coa  II 

in  die  Gleichung  (57)  der  Ebene  ein,  so  erhält  man  C=0,  woraus  her- 
vorgeht, dass  die  Coordinaten  £  undy  in  dieser  Ebene  liegen.  Setzt 
aian  daher 

SS  I  cos  17 ;   ff  ^  Iii   ^  SS  ^»üD 
m  die  Gleichung  des  Ellipsoids,  so  wird 

f 2 (I  _  e^cos -I- ,2(4  —  e2)  -  ^^oe^  ^i^^^ 

die  Gleichung  der  Ellipse,  unter  welcher  unsere  eingelegte  Ebene  das 
Ellipsoid  schneidet.  Man  kann  auf  bekannte  Weise  diese  Ellipse  auf  ihre 
Achsen  hinAihren ,  aber  da  dieses  für  den  hier  su  verfolgenden  Zweck 
flberflnssig  ist,  so  unterlasse  ich  es,  und  filfare  blos  an,  dass  die  grosse 
Achse  dieser  Ellipse  immer  in  der  Richtung  der  17 ,  die  kleine  Achse 
hingegen  in  der  Bichtung  der  {  liegt.  Ihre  ExcenlricitSit  ist  femer  immer 
Ueioer,  oder  wenigstens  nie  grösser,  wie  die  des  Ellipsoids. 
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48. 

Es  soll  nun  der  Bogen  der  eben  erhallencn  KIlipse  bestimmt  wer- 
den, welcher  sich  auf  Jem  Ellipsoid  von  dem  Punkt  (.1;  hi<i  zum  Punkt 
[B)  erstreckt,  und  zu  dem  Ende  führe  ich  die  Polarcoordinaien  r  und  d 
durch  die  folgenden  Gleichungen  ein. 

II  ^rsm  $ 
Setzt  man  rar  Abkürzung  ausserdem 

A  =  t  —    cos  W 

80  bekommt  man  fUr  die  Gleichoog  der  Ellipse 

rVß-l-(A  — ßjcos^ö)  — 2rCcosö— /)  =  0 

Da  nun  die  Oifierenlialrochnung  für  jede  ebene,  stetige  Linie,  wean  S 
iigeod  einen  aobestimmtea  Bogen  derselben  bezeichnet» 

und  die  Gleichung  unserer  Ellipse 

dr    IrA  cos ß~  C  -  rp.-  .^  m  ä 

de         {rAcosß  -  C  ro^ii  +  rü»uUt 

giebt,  so  bekommt  irgend  ein  unbestimmter  Bogen  der  letzteren  den 
Ausdruck 

Die  Gleichung  der  Eliipäe  giebl 

K+Ccose 
^      f -t-t^-ajeM'« 
wenn   

JT—  VBD-I-KA— H) co8'0 
gesetzt  wird.  Man  findet  hieraus 

-  A       ii       r      AKC096  -  BC*in*$ 
rÄcosO-'C^  j»(4-a)co,'o 

rasmo  B+.4-B|cos'fl 

£bb  (rJLcos6^C;)cos^4-r^t»in  ''& 
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hkmH,  uud  da  ideatisch 

ist,  lassl  sieb  der  obige  Ausdrack  fUr  8  leicht  auf  die  folgende  Form 
brii^^» 

weldie  zar  Anwendung  geeigneter  ist  wie  jene.  Um  die  Integration 
auszufttbren  mius  das  Differential,  wie  man  es  auch  umformen  mochte, 
in  eine  nnendtiche  Reihe  aufgelöst  werden,  da  die  Rectification  der 

Ellipse  zu  den  unauflösbaren  Aufgaben  gehört.  In  der  Reihenentwicke- 
lung  des  vorstehenden  Ausdr  ucke  rcichl  es  aus.  bei  den  Glicdcra  vierler 
Ordnung  stellen  zu  bleiben,  und  liiedurch  kürzt  er  sicii  schon  wesent- 
lich ab.  Die  obigen  Ausdrücke  für  A,  B,  etc.  zeigen,  dass  A — B  und  C 
GrCissen  der  zweiten  Ordnung  sind,  und  es  ist  daher  dio  Grösse  unter 
dem  Wurzelzeichen  im  obigen  Integral  von  der  Eins  nur  um  eine  Grösse 
der  viertoa  Ordnung  verschieden.  Berücksichtigt  man  diesen  Umstand, 
to  wird  sogleich,  bis  auf  Grossen  sechster  Ordnung  genau, 

«  s/;.sTr,»,  +  ifd6{K{A^B)coBß^BC)^m*e 

49. 

Die  obigen  Aosdrttcke  der  CoefBcienten  geben 

BD        =  a'^(l  — 2e^H-c'cos^,?') 
(A—B)D+C^  =  a^(ß^— ß^cos^/jsin2(/ 

woraus 

K  =  ajl-e^  +  i-e^sin^l^cos^ö 
—  1  a«  sin  y  +  Y  <^  sia  '^sio  *üeoa  >d — y  e*siD  Wcos 

sidi  ergiebt.  Ferner  wird 

CcoB0  «a  s^e^-f-yS^jsio/J'sinl^cosd 

{K[A'^B)cose-'BC)Hni^O  =  aV  jsin^  sin^f/— 2sin^sin3i/cosö 

(gin  *(^—  2  sin  ^  sin  W)  cos  ^0 
-h  28iQ//sin^{/cos^(^  — 6in^{/co8^6| 

and  hiaraos  bekommt  man  leicht 

6« 
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—  Y^n^  +«*co8*C7)sin«l7cos«»—  ^e^m*ücos*e  | 

uad  Dach  der  Ausfuhrung  der  lategration 

+  consl. 

in  welchem  Ausdruck  ooch  die  Grenzen  su  berücksichtigen  sind. 


50. 

Um  die  Grenzen  zu  bestimmen,  innerhalb  welcher  in  unserer  Auf- 
sähe Jus  vorziehende  Integral  srenommen  werden  niuss,  bemerke  ich, 
daüij  die  Gleichungen  (5G;  und  .uSi,  welche  und  U  bestimmen »  auf 
die  folgende  Form  gebracht  werden  können, 

Hieraus  giebt  sich  zu  erkennen,  diiss  90^-— ß'  die  Ihpuicnu.se.  und 
90" — II  die  eine  Cathele,  so  \vio  r?,/  und  die  l)eiden  iiichl  rechtvviuk- 
lichen  Winkel  eines  rechlwinkhchcn .  sph?<rischon  Dreiecks  sind,  in  wel- 
chem yl  von  den  beiilen  genannten  Seilen  eini^'csciilossen  ist.  Ks  ist  nun 
leicht  einzusehen ,  dass  die  unbestimmt  verlängerte  zweite  Calhete  die- 
ses Dreiecks  den  Bogen  6  bildet,  und  dass  die  Ebene,  in  welcher  die- 
ser liegt,  auf  <ler  Oberfläche  des  Elüptsoids  durch  die  beiden  Punkte 
{A  i  und  {D)  gehl,  die  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  sowohl  der  jetzt 
betrachteten  ebenen  krummen  Linie  wie  der  im  Vorhergebenden  be- 
trachteten geodätischen  Linie  bilden.  Bezeichnet  man  fUr  den  Punkt  (A) 
diese  Catbete  mit  ^,  dann  ist  ihre  Verlängerung  bis  zum  Punkte  (B) 
dem  oben  eingeführten  Bogen  x»  gleich,  gleichwie  oben  der  Unterschied 
zwischen  9'  und  tp  dem  Bogen  x  gleich  war.  Das  Integral  des  vor.  Art. 
muss  daher 

von  Bwm6f  bis  -h» 
genommen  werden,  nnd  hiemit  wird  es 
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8  s  a  {[l-.|e>(1-|.«3)sin'l/-.7e«siD>/rcos>I^+i~6<sin«l7]  ;t« 

-f-  '2e-  ( 1  -h  Y    —  e'sin  "^ifj  sin  ^ sin  £/  cos        ^  xo)  ^^i"  j  Xf^ 

-  +e» — 4  «*8in     sin  «t/cos {2d'+ sin  xo 

—  ~  e*  sio  *U  cos  (46'  +  2jfo}  sio  2/.  j 

Zur  Bestimmang  von  V  und  &  giebt  das  oben  erklart«  Dreieck,  ausser 
den  schon  angeAihrien  Relaiionen, 

sin  U  sin  f/  =  cos  fi  cos  a^' 

sin  U  cos  6'  =  sm  H' 

cos  1/         =  cos  B'  sin  a^' 

ivomit  der  gesuchle  ellipiiscbe  Bogen  bis  aaf  Grössen  sechster  Ordnung 
vollständig  beslimml  isL 

51. 

Die  vorhergehenden  Bntwickelnngen  Ikssen  die  AuMOsnng  uifserer 
zweiten  geodätischen  Happtaufgabe  in  sich,  nemlich: 

»Wenn  die  aslronomische  Lage  zweier  Punkte  auf  dem  Erdellip- 
»soid  gegeben  ist,  die  geuiJatische  Linie  zu  finden,  die  diese  l^inklc 
■mit  einander  verl)indet,  so  wie  die  Azimulhe  der  letzteren  an  diesen 
»beiden  Endpuukleii.tt 

Wenn  die  geodätische  Linie  kurz  ist.  so  ist  die  Auflösung,  die  das 
Vorliergehende  triebt,  dircci ,  aber  wenn  die  geodyiischc  Linie  lang  ist, 
so  wird  sie  strenge  genommen  indirecl,  die  erste  Annäherung  giebt  je- 
doch schon  ein  so  genaues  Resultat,  dass  kaum  eine  Verbesserung  übrig 
bleibt,  und  wenn  sie  nOthig  wird  so  klein  ist,  dass  sie  durch  einfache 
Diflerentiairormeln  ausfuhrt  werden  kann,  und  daher  die  DurchfUhrang 
einer  sweiten  Annabemng  ttberllassig  wird. 

52. 

Die  gegebenen  Stücke  sind  hier  B*.  A,  und  die  erste  Arbeit  be- 
steht  darin»  dass  man  entweder  durch  die  strenge  allgemeine  Gleichung 

tg/j  =5  lg/; 

oder  durch  die  Reiheneotwickelungen  derselben,  die  im  Art.  25  eingeführt 
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wurden,  die  reducirteo  Breiten  ^  und  ^  rechnet  Hieraof  sind  durch  die 
Gleichungen  (49)  Ft  und  die  (45)  eco',  f^t^z^  berechnen,  die  aber  zn 
diesem  Zweck  zusammen  gezogen,  nnd  anf  einfachere  Formen  hinge- 
führt werden  tonnen.  Durch  ein,  dem  im  Art.  27  angewandten,  ganz 
ähnliches  Verfahren  vermeidet  man  die  besondere  Berechnung  von  /*, 
und  kommt  auf  die  folgenden  Ausdrucke 

p  cos  A sin  m  s  Y\^^ ,  sin ^  4.  ^iL^gin 

cos  n  cos  m  s  cos  ^  cos  A 

(59)  <!  fisin»  »cos/fsinA 

cos  II  sin  9  =s  j  j  Kl—«* .  sin  /sT  -I-  <p=^5in     sin  A 

cos  n  cos  f  aas  cos  A 

Nachdem  hiediirch  TO,n,  g  berechnet  worden  sind,  wobei  die  CoiitroIIo 
statt  findet,  dass  die  beiden  Wcrtlio  von  cosn,  die  aus  den  drei  ersten, 
nnd  den  beiden  letzten  hervorgehen,  mit  einander  ttbereinstimmen  müs- 
sen, erhalt  man 

sin^^sin««»'  «sin« 

sin  jfo  cos  a  cos  fl  sin  (i^—-  m) 

(60)  .   .        sin  jr«  sin    H-  ryj  =  sin  n  cos  (IT— in) 

sin  ;fu  cos     +     =  sin  (ß* —  »i) 

COS  jf»  =  cos  M  COü  \U' —  «1} 

welche  o»',  f ,  geben,  und  bei  deren  Anwendung  ausser  einer  der 
vorhin  genannten,  ahnliehen  Controlle,  auch  die  stattfindet,  dass  die 
erballenen  nnmerischen  Werthe  für  oosx^  und  sinxo  einem  und  demsel- 
ben  Bogen  angehören  müssen. 

Setzt  man  nun  den  Pall|  dass  s  klein  ist,  so  geben  die  Gleichungen 
(53)  nnd  (55),  nemlich 

«'  =  ao'  —  ^  ito'cos  V'  S'D  «8  cos  «0'  —  j4;5X»'*»io  ^  cos  ß  sin  ceo' 

(K*  as     H-  ^jfo'cosy  sinoft'cosa«'  H-  •jp-xo^in|5^cos/9'sin  ob' 

X  =  if»      T         T ^     ^     ^'"^ ^'^^^ '^^^^ 


(6i) 


mit  aller  wUnschenswerthen  Genauigkeit  a,  wuranf  die  (17), 
nachdem         9'  berechnet  worden  sind,  «  giebU  üiuiuit  ist  also  in 
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dem  Falle,  wo  s  klein  ist,  eine  direcle  AuDösaDg  unserer  Aufgabe  erlangl, 

wie  oben  angekun  liL:!  wurde.  Die  Gleichung  (17)  wird  weiter  unten 
aof  die  zur  Anwcutiung  geeigneteste  Form  gelirachi  werden.  Die  Lo- 
gariiljmen  der  Conslanlen  der  vorstehenden  Ausdrücke  sind 


log  —  9.9985459  . 


log^  ~  1.73183—10  ,        logj^  »  5.8154  —20 

log^  s  2.03286—10  »        log|^  »  6.S9S5  —20 

log^c2(H--j^c2)  =  7.52555—10  ,         log^  =  2.^0805—10 

Jog-jp  «  6.7185—20 

ood  setzen  voraus,  dass  in  allen  Gliedoro  der  Ausdrucke  (61)  ia  Se- 
conden  aosgedrttckl  subsiiluirl  werde. 


83. 

Da  die  im  vor.  Art.  vorgetragene  Auflösung  unserer  Aufgabe  sich 
nur  auf  kleine  Werlhe  von  s  erslreckl.  und  in  Folge  dcss>eu  mehrere  Bö- 
gen der  Gleichungen  (59)  und  (60)  auch  klein  werden,  so  kann  man 
statt  der  strengen  Fomiela  wieder  eine  Reiheneniwickelaog  aDwenden, 
die  jetzt  abgeleiiet  werden  soll. 

Barcb  Zuziehong  der  GieichungeQ  (46),  (47)  (48)  geben  die  (59) 

sin  n  «  cos  tß" -+-  f)  sin  X 
tgga«  siD(/^-i-/}lgA 
«0  wieder  r=   -i-  f  gesetzt  worden  ist.  Setzt  man  ferner 

!"=  ^  («ü' -!-/  +  (/}  ;      =s  y(ao'  — y  — g) 
io  bekommt  man  aus  den  (60) 

*s4-« 

tgL^tgyiilgY^ 

wenn  oberdies  Nm^^—m  gesetzt  wird. 
Sei  wieder 


y^-*  +  y^2^      •    •    •  («2) 


P.  A.  ÜAHSSH, 

WO  t  in  Secunden  auszudrücken  ist,  und  daher 

/TW—  4  =  —  689',4962  ;    >og-p==  =  3.UÜ2897 

wird.  Die  Gleichung  (51)  giebt  hierauf 

(63)    .    ,    .     10^/^=  log  . t  sin /f*  cos/ —  visin  y 
logf  =  4.32330 

womit  f  gegeben  ist.  Die  Gleichungen  fhr  n,  q,  m  köonen  ebenso  be- 
handelt werden  wie  die  des  Art.  28  für  ^,  ij»  r,  Oeoa  verwandelt  man, 
nachdem  mK/^-|-/H-9  gesetzt  worden  igt, 

0»  ^.        «,       X*  » 

bez.  in  n ,   </ ,  —f,   k ,  g 

so  werden  die  ursprünglichen  GleichnnfrfMi  des  Art.  28  mit  den  obigen 
identiach.  Die  Ausdrucke  des  Art.  31  geben  daher  sogleich 

»(,  =s  A  cos  I  (^"h-  f) 
(6  i)  l  log  9  =  log  ff„  H-  4  /*    H-  11 2  fi  ih*  —  96  fi\^ <^,2 
log  n  =  log  «0  —  2 */o^  —  8  m'7o<  —  96/t'n, 2^0^ 

wo  ^,  /»,     dieselben  Werlhe  haben  wie  im  Art.  31.  Hierauf  wird 

Die  Übrigen  Bögen  müssen  auf  andere  Art  entwickelt  werden.  Setzt  man 

I    h  =  un^  +  Inn' 

(65)  \  ^  ' 

so  erhall  man 

loglgY»  —  iogy»  h 

und  hierauf 

(  logtgÄ-log^+Ä-/f 

(66)  ^ 

worauf  sich 

(67)  .    .    .         iB  K-hL  ,  £r  —  7 

ergicbt.  Zur  Enlwickelung  von  /o  giebl  die  letzte  (00]  zuerst 
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■ 

_  ,.+^»_^,,._4.*t^»_^iP+ jL„«+ j;„.flP+ jj„^A-.+ jijiv» 

woraus  mit  hioreichender  AaDäheraog 

jr.«  »  n«  H-  2«W  -h     -  -l-nW  - 

bervorgeben.  Es  wiixl  daher 
Sei  Don 

Isin  Tssn 


/  cos  r  =5  iv 

wodurch 
wird,  80  bekommt  man  leicht 


(68) 


los;fo  =  log/  — 2/*"-^— Iß/An^iV^  — ^i*(2/i'?^)'   .  (69) 


wo 


log^"  =  log  10^  =  0,3622 


ist»  und  fi  und  /»'  wieder  dieselbeo  sind  wie  im  Art.  31.  Biemit  ist  die 
EotwicIteloDg  ausgeführt.  Es  darf  nicht  befremden,  dass  hier  £  durch 
den  Quotienten  zweier  Icleinen  Zahlen  bestimmt  wird,  da  mit  der  Natur 
der  Aufgabe  nnzerlrennlich  verbunden  ist,  dass  wenn  s  klein  ist,  eine 

kleine  Acnderuiig  in  fl  oder  //  eine  grosse  Aendt-ruiif;  der  Azinmlhe 
nach  sich  zieht,  wenn  nicht  etwa  diese  auch  klein,  oder  nidu;  t^leich  I  80** 
sind.  In  diesem  Falle  giebl  der  Ausdruck  fm  A'  diesen  Mögen  mit  der- 
selben Genauigkeit,  mit  welcher  die  anderen  Bogen  erhalten  werden, 
wenn  aber  diese  Uedingnng  hinsichllich  der  Azimulhc  nicht  statt  findet, 
£0  muss  man,  um  K  eben  so  genau  zu  erhallen  wie  die  übrigen  Bögen, 
daAlr  Logariüimen  von  einer  grosseren  Anzahl  von  Decimalen  anwenden. 


64. 

Wenn  s  beliebig  ist,  so  muss  das  eben  gegebene  Verfahren  eine 
Aendernng  erleiden,  weil  dann  nicht  angenommen  werden  kann,  dass 
die  Gleichungen  (o2),  und  viel  weniger  die  (53)  oder  (61)  genaue  Werthe 


74  .   P.  A.  Hansbn, 

der  Unlerschiede  a— o"— gebeo.  Mao  reclioe  jetzt  aus 
den  Gleichungen 

I    p  cos n  sio  m  sss  y^4— e^.sio/?* +-^==^610/^ 

\  I»  cos  II  cos  tu  s  C08  cos  ü 
I    pmn  n        ss  cos  /S^  sin  X 

m  uod  fi,  und  Uaou  aus  üea  folgendea 

sia  ^8  sin  «•  s  sin  » 
(74)   .   .   .   •     sin  je^cosoft' «B  cosüSiD  (IT— m) 

cos 2k        s  cos«  cos  (IT — m) 

oo'  und  xo«  Die  Bögen  q  und     so  wie  p,  werden  nicht  gebraucht,  und 

brauchen  daher  nicht  berechnet  zu  werden,  will  man  aber/)  einestheils 
aus  den  voii>lehcudüu  Gleichungen  niil  berechnen,  und  anderntheils  aus 
der  (47),  die  zu  diesem  Zweck  wie  folgt  gestellt  werden  kann, 

(72)    .     p  =  Y\  —«»sin  y  +     sin  /j'  sin       ^  f ^.  sin  ^ 

so  bekommt  mao  eine  Coutrolle  der  ßecbaong  mehr.  Ich  wiederhole  hier 

log  /T^»  9.9985468  ,   logp^  »  7.8958646 


55. 

Hierauf  sind  durch  die  Ausdrucke  (52)  genäherte  Werl  he  von  «* 
und  X  2u  berechnen,  die  ich  um  auszudrücken,  dass  sie  nicht  th'e  ge- 
nauen Werthe  sind,  nui  /(')  und  \x)  bezeichnen  werde.  Ohne  den  Grad 
der  Genauigkeit  zu  verletzeo  können  diese  Gleichungen  wie  folgt  ge- 
schrieben werden, 

|(ö')«o,'~4-^<?^8/^8ma;jcOii/S'co8«o'(l  ,  ;-)>6in/?'(2lg|;fo-^*)} 
P^/|  U)  ™  a:t+  y''«'  jaoxocosafo+cosyßinW  -siaxocosjfo^ 

(  +4siny8in3fo8in2i.;iro  +  4sin/S'cos/^cog«^'co8;fcSin*~x»j 

wo  wieder  rssSOdSGS*  ist.  Der  Logarithmus  der  Gonstante  ist  hier 

logyre>B  2.83781 
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66. 

Dorch  Holfe  der  eben  erhaltenen  Werthe  von  {a)  und  (x)  kann  man 

nnn  genäherte  Warthe  von      ß^,  /w,  Ja  berechnen,  die  ich  'wieder, 

um  anzudeulen,  dass  sie  nicht  genau  sind,  mit  den  in  Klammern  einge- 
scblossencD  Buchslabcn  bezeichnen  werde.  Dem  Yorhergehenden  zu- 
folge erhall  man  jetzt 

sin(/Jo)sin  (y')  =  cos,^co8(a) 
8inOXi)co8(9p')»sia^ 
C08  (/%)  =  cos  ^üa[a) 

logC»)  »  ](«(68m  V«))  ^cmHfi,)'he'tJuk*(ßk)-^e'sm^ 

wo  wie  im  Art.  22 

log»  »7.2258588^10 
löge«»  7.164073—10;  log c's  4.6002— 40 ;  log c'»*  2.198— 10 

and  darauf  der  Gleichung  (25)  analog 

{Jm)  at  m£(;()co809b)— £'oo80%)cos(2(9>')-h  Or))8in(x)  (75) 
*)  Man  erkennt  leichl,  dass  der  Fehler  in  {Jut)  weil  kleiner  sein  mnss 
wie  der  in  (« }.  Um  Alles  beisammen  za  haben  fUhre  ich  nach  hier  ans 
dem  Art  25  die  Ausdrucke  der  Coefficienlen  an 

lüg/.  =  -e{p)^;{fi)^ 

log    =  log  ?^  [u) 
logm  =  7.3941068—40  ;    log«  s  9.3307543—10 
log C  s  9.2118—10  ;        logi;  =  2.53678 
Hieranf  bekomml  man 

(«»}  s  A  -I-  {Jm) 

nad  es  werden  genauere  Warthe  von  a,  %  durch  Anwendung  der 
Gleichungen  (50)  erlangt,  in  welche  (co)  statt  w  zu  setzen  ist. 

57. 

Durch  nochmalige  Anwendung  einer,  der  im  Art.  27  ausgeführten, 
analogen  Transformation,  verändert  man  die  genannten  Gleichungen  in 
die  folgenden.  Nachdem  aus 

•)  Ich  habe  hier  und  statt  fA")  und  [H"  ]  goaelzt,  weil  die  Werllie  dieser 
Grössen  sogleich  so  genau  erualien  werden,  dass  eiue  Verbesserung  derselben  über- 
flüisig  wird. 


T6  P.  A.  Ha!(SE5, 

cos  fi'  81*0  m'  s  sin  /f 

cos  n  cos  m'  =  cos  cos  (to) 
cos  n  siü  9'  =  sia  ^  sin  (&>) 
cos  n  cos  9'  =s  cos  (m) 
fiio  n'         »  cos    sin  (cd) 

die  Bogen  m',        berechnel  worden  sind,  geben  die  folgenden 

sia  X  sin  u  =s  sin  n 

sin  X  cos  «'  =  cos  n  sia  {/?'  —  tn) 
sin  j{  sin  =  sin  n'  cos    —  m' ) 

sin  X  cos  (a*-|-  9')  =  sm  m') 
cos  X  w  cos    cos  09'— > m') 

die  Büi^on  a,  a,  Xt  ^'"^^  zwar  sind  die  Wertlic  dieser,  die  hiciaus  her- 
vorgehen, schon  sehr  genau,  und  kunnca  überhaupt  nur  in  Folije  der 
AnwtMuhing  von  (w)  statt  w  mit  einem  Fehler  behaftet  sein.  Da  dieser 
jedenfalls  sehr  klein  ist.  .so  kann  er  durch  die  Anwendung  VOQ  eiofacbcn 
DifTereolialformela  berichtigt  werden. 

58. 

Setzt  man 

=  ^x«ar  — b);  etc. 

so  geben  die  Gleichungen  des  vorvor.  Art. 
Die  Gleichnttg 

^  «  -J-« sin  . 
des  Art.  1 7  giebt  ferner  hinreichend  genau 

<yiog/i  =  ^cotg  (/?o)(J/5o 
wo  M  den  Modul  der  Brigg i sehen  Logarithmen  bezeichnet,  und  daher 

log^=  M»44— 10 
ist,  wenn  dßt  in  Secunden  ausgedrückt  wird.  Die  Gleichung 

giebt  ausserdem 
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d£  =s  —  j    sio  ißt)  cos  ißt)  dßt 

die  aber  nidit  beachtet  zu  werden  brauclil,  da  aie  von  einer  höheren 
Ordnong  ist  wie  die  Obrigen  Gleichnogen^.  Die  Gleichung  ftlr  (^oi) 
gtebc  naeh  diesem 

QDd  sollte  der  hieraos  hervorgehende  Werth  von  dJ»  merklich  sein»  so 
werden  die  Verbesserongen  der  durch  die  Gleichungen  des  vor.  Art 
erhaltenen  Wertbe  von  %^  « ,  a  die  folgenden 

Jx  SB  cos  ft  sin  nItJm 

Ja  »  ^^l£^dJu^ 

Jet  s 

worauf  man  die  genauen  Wcrllie 

X      Jx\    « '  +  J(t  ;    a  H-  Jut 
erhalL  Die  Werthe  von  dql  und  d.log^i  werden  zwar  hier  nicht  ge- 
.   braucht,  aber  sie  floden  ihre  Anwendung  hei  der  Berechnung  von  t 
ans  X*  9t  /*• 

« 

69. 

Bs  ist  hier  noch  eine  besondere  Klasse  von  FKllen  zu  betrachten. 
Das  Verfahren  des  Art.  52  u,  f  kann  nur  bei  sehr  kleinen  Werthen  von 

9  angewandt  werden,  indem  die  Ausdrucke  (61)  bei  wachsendem  s  bald 

aufliütcn  die  Hundcrtlheile  von  Secunden  richtig  zu  geben.  Wenn  daher 
«  etwa  übersteiiif,  so  vprl^hrt  man  sicherer,  wenn  man  sich  des  Ycr- 
falirens  des  Art.  54  u.  f.  bethent.  Wenn  aber  s  die  oben  beiläufig  be- 
zeichnete Grenze  nicht  viel  Ubersicii,-!,  so  kann  mau  steh  siaU  der  stren- 
gen Formeln  des  Art.  57  einer  Reiheoentwickelung  derselben  bedienen, 
die  der  des  Art.  53  vollkommen  analog  ist,  und  ohne  Weiteres  durch 
YerüDderung  der  Bezeichnungen  aus  dieser  erhalten  wird.  Da  jetzt 
/aotO,  und  ß'  für  F,  n  für  n,  u.  s.  w.  zu  setzen  ist,  so  ftlhrl  die  Reiben» 
entwickelung  der  Formeln  des  Art.  57  auf  die  folgenden  zn  berechnen- 
den Ausdrücke: 


*)  8.  di«  AoiHtfcaiii  ra  Art.  SS. 
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</o'  =  (w)  sin 

fio'  =  (ro)  cos  ^ 
!og  q  =  log ^o'  -H  4/i +  1 1 —  96  f/no'^^o'* 
logn  =  log«o'  —  2  u  .'2 _  8^' ^^'1  _  96^'«o'29o'=' 

worauf 
wird.  Ferner 

Ä'  =  /iiV'>+7/»iV'< 
log  L'  =  log Y(»ViV'  4-  Ä'  +     -  30^'»'W2 

worauf  sich 

a  =s  £  '  -h  L  ;     a"  =  Ä'  —  L'  — 

ergiebt.  Ferner 

l'sin  r'  =  «' 
rcosr-iV' 

worauf  man 

logz  =  -  2/i=^'-  16/.VJV"-/(2^i!l5P)' 

WO 

log /i"  SS  0.3622 

erhalt,  und  die  EolwickeluDg  ausgeführt  ist.  Die  BemerkuDgcn  die  der 
Entwickelung  im  Art.  53  hinzugefügt  wurden,  haben  hier  dieselbe  Gel- 
tung. Um  einer  Verwechselung  vorzubeugen  fubre  ich  hier  wieder  an, 
dass  ^'t  i»t    dieselben  sind  wie  im  Art*  31. 


60. 

Bclracbfen  wir  jetzt  den  Fall  des  Art.  33  in  Bezug  auf  die  gegen- 
wärtige Aufgabe,  nemlich  den  Fall,  wo  bei  einem  grossen  Werthe  Ton 
9  die  Aamutbe  klein,  oder  nahe  gleich  180*  sind.  Bei  den  jeUt  gegebe- 
nen Stücken  wird  sich  dieser  Fall  dadurch  zu  erkennen  geben,  dass  X 
klein,  und  die  PolhOfaen  sehr  von  einander  verschieden  sind.  Obgleich 
jeizi  wieder  die  Methode  des  Art.  54  u.  l  unverändert  angewandt  wer- 
den konnte,  so  ist  doch  die  besondere  Betrachtung  dieses  Falles  von 
Inieresse,  weil  in  demselben  Reihenentwickelungen  angewandt  werden 
kOonen,  die  von  den  vorhergebeoden  etwas  versebiedeo  sind.  Da  hier 


Digitized  by  Google 


GlOllATISCHB  UNimiSGCHOROBN. 


79 


(76) 


l  eiü  kleiner  Bogen  ist,  so  haben  zwar  die  belrefTonden  Reihen  des 
Art.  53  Hlr  q,  n,  tf  wieder  Gellung,  aber  da  q  jelzl  nicht  vveiler  ge- 
braucht wird  wie  zur  Berechnung  von  g,  so  kann  man  die  Gleichung 
für  q  weglassen,  und  im  Ausdruck  für  g  stall  7  die  Hulfsgrösse  70  ein- 
fuhren. LJisst  man  überdies  die  Glieder  sechsler  Ordnung  weg.  die  liier 
nie  Merkliches  geben  icOnnen,  so  werden  diese  Fonuelo  eiafacb,  und 
die  aozuwendeodea  Ausdrücke  werdea  die  folgendeD, 

log  f  M  log.tmn  feos^  ^  pi sia y 

wo  f  ond  p  dieselben  sind  wie  im  Art.  53.  Ferner 

=s  i  sin  (/  -h  f) 

%  »= cos  (/  •+■  0 

log»  s  log«^ .  %fl^^  —         —  ÖÖ^'^^V 
log 9  »  log p'lB^     /«ft*  H-  Ä 

Die  Entwickelung  der  Gleichungen  (60)  wird  jetzt  anders  wie  vorher, 
da  iV  nicht  mehr  klein  ist.  Diese  Gleichungen  geben 

Setzt  man  nun  jE^siV+u,  und  vcrwauUeit  man  in  den  Gleichungen 
des  ArU  29 

w  ,    ö  ,  7  ,     V    bez.  in 

«„' ,    Ii,  90"  — iV,  u 

80  werden  zwei  derselben  mit  den  vorstehenden  identisch.  Man  be- 
kommt daher 

log  o^'  =  log  Oo  —  Aa* V     ^  1 96/*VV 
log  II  s  log  (f'nb^  —  /»V  —  Ä/»  V 


n 


(77) 


6f. 

Nachdem  nun  «y'  und  berechnet  worden  sind ,  müssen  wieder 
aus  den  Ausdrücken  (73)  («')  und  ix)  berechnet  werden,  woraaf  die 
Gleichungen  des  Art.  56  zur  Berechnung  von  («jp'),  f/f„).  (^t),  [Jm]  ver- 
wandt werden  können.  Statt  dieser  ist  es  aber  angemessen,  die  betref* 


so  P.  A.  ÜAKSEN« 

fenden  Reihenentwickelungen  des  An.  33  za  gebraueheD,  voo  weleben 
die  flttr  log«'  jetzt  aasgeBchlossen  werdeo  kaon.  Schliesal  man  wieder 
die  Unbekannten  tn  Klammern  ein.  um  anzudeuten,  daas  aie  nicbl  die 

geoauea  Wertbe  sind,  so  ist  zu  berechnen, 

ii^'  =  {«')  sin 
C  =  («')cos/?' 
log  (e  =  log  fi»  -     -  8f*v  - 
log  K)  =  log  if'iije;  +  /««o*»  + 

Feroer 

I  Iog(^)  as  log.dcOS^O  — «COS *(fl  +  <^  COS —     OOS •({) 

(79)      (^ö,)  =  m%)«in{{)  +  rsioWccß M)  -  Ot);  sin  Of) 

WO  die  CoefUcieaten  Ct  d,  E'  die  früher  aDgegebeoen  Werthe 
beben. 

62. 

For  die  Gleichangen  des  Art.  57  ist  wieder  eine  Reihenentwicke- 
lung zulässig,  die  der  vorigen  ähnlich  ist,  und  von  weldier  ich  daher 
das  Besiiltal  ohne  Weiteres  sogleich  ansetzen  werde. 

7o'  ~       siu  ^'j 
n^'  =  (f,)}  cos^ 

log  9'  =  iog(yo'+*i"«o'^-*"*  12/1»»«''— ^<^/*'«o'V* 
löge'  =  logiio'-  2/1 9;»- 8^  V-  96/*  W 
log/  =  log^Y'>'<^^'^-i-^<*'^-»- V9''-*3<)i»V^''-i- V»'' 

und  nachdem  y=a  +q,  und  x  =  N'+u  gesetzt  worden  sind, 

.  _  •* 

log«  =«  logflo'—  i/i/o'^-f- 1 12/iVo'*+  96/iVo'*fl;^ 

log/  s  logyo'-2fii%'»--2/ifl»'»4-40/*V*'*-|-176/*>;V— VW* 
log«'  -  log(»'ny-l-^«'*+i/*y*-4^'«V+'y^V* 

Nachdem  hieraus  a',      j(  berechnet  worden  sind,  müssen  wo  nOthig 
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(iie  üillerenlialfornieln  des  Art.  58  angowaodt  werden,  von  welchen  die 
erstea  jetzt  die  folgende  Form  anaehmea, 

&C^cos  {f'^n)d€t  ;    da  =  sin  tgf^' 

Der  Fall,  in  welchem  die  Azimullic  nahe  =180"  sind,  braucht  hier 
nicht  besonders  bclraehlet  zu  werden,  da  man  ihn  lijüiier  dinlurch  v(>i- 
meidea  kann,  dass  nm\  von  den  beiden  gegebenen  Polhöhen  die  uürd- 
Uchere  mit  bezeichnet. 

63. 

Der  Fall  AaO,  den  man  aach  damit  bezeicbnea  kanot  dassdie 
Lange  dea  Meridianbogens  zu  bestimmen  ist,  der  von  zwei  gegebenen 
Paoklen,  deren  Poibohe  B  and  sind,  eingeschlossen  ist,  und  der  den 
Gegensatz  zu  dem  im  Ail.  34  betrachteten  Falle  bildet,  kann  kurz  erör- 
tert werden.  Es  wird  vor  Allem,  wie  a.  a.  0., 

log  fi  =  7.2238036 

nnd  da  auch  »sO  ist,  so  geben  die  Gleichungen  des  Art.  34  sogleich 

wo  die  oberen  Zeichen  gciicu  wenn  und  die  unteren  wenn 

<  ist. 

Aas  X  wird,  wie  vorher,  durch  die  weiter  unten  za  entwickelnden 
Aosdrdcke  o  berechnet. 

64. 

Der  spccielle  Fall  der  vorhergehenden  Hauptaufgabe,  welcher  im 
Art.  35  beliandelt  wurde,  bildet  in  seinem  Hegensafze  eine  besondere 
Aufgabe,  deren  Aulkusung  für  sich  betrachtet  werden  muss,  und  die 
folgender  Maassen  ausgesprochen  werden  kann: 

»Die  Lage  irgend  eines  Punkts  auf  dem  Erdellipsoid  sd  durch  des- 
•sen  PolbOhe  und  Lftngenunterschied  von  einem  gewissen  anderen  Me- 
»ridian,  dan  ich  den  ersten  Meridian  nennen  will,  gegeben;  man  fragt 

AMMii.  <.  a.  S.  OMdMh.  L  Wlifiil.  »H.  6 
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•nach  der  geodätischen  Linie,  die  durch  den  gegebenen  Punkt  geht  OBd 
»den  ersten  Meridian  unter  einem  rechten  Winkel  schneidet,  nach  der 
»Polhöhe,  unter  welcher  der  erste  Meridian  von  derselben  geschnilt60 
»wird,  und  nach  dem  Azimuth  derselben  am  gegebenen  Punkl.« 

Die  gegebenen  Sin«  ko  sind  hier  und  Ä,  wozu  die  Bediiigungs- 
gleichung  «"=90"  kommt.  Diese  letztere  bewirkt,  dass  y=[)0''  ein  ge- 
nUherter  Werth  von  y  ist,  nehmen  wir  zuerst  diesen  an,  und  bezeichnen 
die  Werilic  von  F  und  Xv  -  (^'«'  daraus  bervorgeheo,  mit  {F)  und  so 
geben  die  Gleichungen  (45)  leicht 

{cos  ixni  fiin  (^)  ^  siüff 
cos  (xo)  OOS  [r)  =  cos  F  cos  A 
sin  (xi))  s  cos  F  sin  A 

Diese  Gleichungen  geben  zu  erkennen,  dass  die  vorliegende  Auf- 
gabe immer  zwei  Auflösungen  hal.  Da  /?'  immer  zwischen  den  Grenzen 
—90"  und  +90"*  liegt,  und  ).  immer  zwischen  0  und  180"  angenommen 
werden  kann,  so  zeigt  die  Iclzto  Gleichung,  dass  (xo)  auch  immer  zwi- 
schen 0  und  1 80°  liegt.  In  den  beiden  ersten  Gleichungen  kann  man 
aber  cos(xb)  sowohl  positiv  wie  n^ativ  nehmen,  und  da  beide  Annah- 
men immer  zulassig  sind,  so  entstehen  immer  zwei  Auflösungen,  eine 
in  welcher  (j^) < 90*,  und  eine  andere,  in  welcher  Or«)>  90*  ist.  Bei 
der  einen  AuDösang  ergiebt  sich  {F)  innerhalb  setner  natürlichen  Gren- 
zen —90*  und  -1-90*,  aber  bei  der  anderen  übersteigt  (/*)  diese  Gren- 
zen. Es  wird  biedurch  angezeigt,  dass  die  geodstische  Linie  vom  gege- 
benen Punkt  ans  sieb  auf  die  entgegengesetzte  Seite  des  Meridians  des- 
selben erstreckt,  und  der  Länge  A— 180<*  vom  ersten  Meridian,  oder  der 
zweiten  llalfte  desselben,  von  l*ol  zu  Pol  gezahlt,  entspricht;  in  diesem 
Falle  ist  in  den  ferneren  Rechnungen  nicht  nur  180"— sondern  auch 
480"— (y'j  anzuwenden. 

Setzt  man  nun  in  jedem  Falle  ^a890^-t-<^)  80  wird  bis  auf  Grössen 
von  der  Ordnung  dy^ 

GOS/as— d^;  sin^asl^Y^ 

und  die  Werilic  von  /'und  ^o,  die  diesem  Werthc  von  y  entsprechen, 
erhält  man  leicht  aus  den  (4d)  in  folgender  Form, 
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die  ebenfalls  bis  auf  Grössen  von  der  Oidaung  dy^  genau  siad.  Die  Glei- 
chai^eQ  (i8)  gebeo  leicht,  wenn  man  a'=90»  macht, 

cos  pf  $iu  a  —      cos  ß' 

cos  /9'  OOS  «  BS  —  ein    sin  x 

sin  fit  Bin  f  cmx 

and  hiemil  werden  die  beiden  letzten  (52) 

y  =s  90'»  +  ye»8io/jrcos/r'(^;K  — icosjKtgyjt) 

afo  =  af  —  Y    j  X  cos  ^/y  -I-  sin  x  cos  ;|r  sin  | 

Da  wir  nun  hier  ohne  den  Grad  der  Genauigkeit  zu  yerletzen  (r)  statt 
und  (2:0)  statt   setzen  dttrfen,  so  bekommen  wir 

<^  =  4re»8in(r)cos(r){^^-2co80fo)lgY(;ro)!     .  (84) 

weicher  Ausdruck  zur  Anwendung  in  den  (83)  dient,  und  dafür  hinrei- 
chend g^nau  ist. 

Wegen  a'=90**  wird  iiier  ^ ^ßo,  und  wenn  daher  /?o"/'— /g  ge- 
setzt wird,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (49)  in 

die  leicht  in  die  folgende  mngeformt  werden  kann, 

j  1 — (1  _  yr^)  cos   !  sin /; — 
—  (I — ynr?)  «B  r  CO«  r  cos  Ä -•- -7==sin cos  r 

ubergeht  Diun  uun  die  luii     mulliplicirten  Glieder,  so  erhalt  man  hieraus 
iog/t»B  log-<b«nrcosJr+Jtf(1  — ]/l^)cofi>jr  .  (85) 

wo 

....    (86)  . 

gesetzt  ist,  und  F  den  Bogea  bedeutet,  welcher  sich  aus  der  ersten  (83) 
eigiebt.  Hierauf  wird 

=  r  -  To 

wo  ich  (ßd)  statt  ßo  geschrieben  habe,  weil  der  Wcrlh  von  T  nicht 
strenge  genau  ist.  Da  die  Coefficienten  des  Ausdrucks  für  ^  in  Secun- 
den  ausgedruckt  werden  mQssen,  so  wird  wie  im  Art.  öd 

6* 
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_  (j_]/l_e2)      —  689',4962 
logp^  B  3.1 402897 

und  ausseFdem 

(87)  .    .     log  Jf  (I  —  VT^)  =  7.16189—10 

Den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdruck  für  xo  ^^^n  ^^^^ 
den  Grad  der  Genauigkeit,  den  er  besiUt,  zu  verringern,  io  den  folgen- 
den abändern« 

(88)  .     Of)  =  »  +  T  '■e' {  7  cos  -{ß^  +  siu  xa  cos  x^  sin  \%)  j 

worin  der  aus  der  zweiten  Gleichung  (83)  folgende  Werth  von 
zuwenden  ist  Die  auf  diese  Art  erhaltenen  Wertbe  von  {ß^  and  (x) 
werden  nur  mit  Ueiaen  Fehlem  behaAet  sein,  und  der  ans  denselben 
auf  die  im  Art.  56  angegebene  Weise  folgende  Werth  von  (Jm)  wird 
viel  genauer  sein.  Da  hier  g^^sO  ist,  woraus  9/ as  —  %  folgt,  so  wird 
der  letzt  erwähnte  Ausdruck  im  gegenwärtigen  Falle 

(89)  .     {Jfa)  =  mE{x)  cos  {^)  —     cos  {£k)  sin  Ot)  cos  {x) 

wo  die  Coeffideoten  durch  die  im  Art.  66  gegebenen  Ausdrücke  zu  be- 
rechnen sind,  und  wieder  (o»]8bA-I-  (Jm)  wird. 


66. 

Fuhrt  man  nun  die  Bedingung  in  die  Gleichungen  (50) 

ein,  so  ergiebt  sich  leicht 

cos  x  sin  A  —  Bin 

cos    cos  ^0  ^       cos     cos  (co) 

cos  X  sin  «  H  cos  ((») 

cos   cos  a  s  —  sin  /?'  sin  (m) 

sin  X         =      cos  //  siu  (o)) 

und  die  Werthe  von  /So,  a',  x  die  sich  hieraus  ergeben,  werden  kaum 
eine  Verbesserung  nOthig  haben,  die,  wenn  sie  nicht  unmerklich  sein 
sollte,  wieder  durch  Anwendung  von  einlachen  Diiferentialfonneln  be- 
wirkt werden  kann. 

Da  hier  beides 

dik  »    —  (/:^)  und     =  X  —  U) 
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oomitteibar  gegeben  sind ,  so  kann  man  ohne  Vorbereitung  durch  die 
Ausdrücke  des  An.  58  d.log/i  und  dJo  berechnen,  und  hierauf  wird 

=  cos  /Jo  <5-</o) 

CUSJf 

and  mao  erhält  die  geoaueo  Wertbe 

Der  Werth  von  ^.log/»  wird  wieder  bei  der  Berechnong  ¥011  f  aus  % 
gebnraclit,  aber     fllllt  bier  ganz  weg. 

Es  ist  bei  dieser  Aufgabe  zu  bemerken,  dass  die  Unbekannten  mit 

geringerer  Genauigkeit  erhalten  worden,  wie  in  den  anderen  Fällen, 
wenn  k  nahe  =90",  aber  dieses  ist  nicht  zu  vermeiden,  da  die  Aufgabe 
selbst  es  mit  sich  bringt.  Denn  wenn  A  =  90",  so  wiid  auch/?o=90® 
und  a'=0,  oder  die  gesuchte  i:eüd.iiisclic  Linie  ist  der  Mcridiaobogeo, 
welcher  sich  vom  Pankte  If  bis  zum  Polo  erstreckt. 

67. 

Die  in  der  YOrbergebeDden  AuflOsoog  der  zweileo  Haaptaafgabe 
voibehalteoe  Berechnung  von  8Au8Xtf**9  voi^nommen  wer- 

den, and  es  wird  dazu,  9  mag  gross  oder  iiiein  sein,  am  Zwedonftssig- 
sten  der  Ausdruck  ( 1 7}  verwandl,  nachdem  er  auf  die  Air  diesen  Zweck 

angemessenste  Form  gebracht  sein  wird.   Diesem  zufolge  ist,  Nvena 

wieder  a  =r ^gesetzt  wird, 

ff  a  Ii  X  '4-  Bi  cos  (29+  x)  sin  X  —  Ci  cos  (49>'h-  S^)  ^ 

-h  Dl  cos  (67  +  3;^)  sin  3;^  (90) 

wo 

fahrt  man  bier  (i  «lau  k  durch  die  Glekshnng  (10)  an,  so  erhalt  oim 
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daDn  wird 

(91)      «  =  3f  +  il.'r  -  ili'z  +     cos  {2q>'  H-  ;f)  sin  ;t 

—  Ci  cos  2(2y'  H-  x)  sin  2;f  +  Z>,  cos  3(2y' sin  3;f 

in  welcher  Form  dieser  Ausdruck  sich  leichter  berechnen  Ittsst  Gebt 
man  zu  den  Logarithmen  der  Coefficienten  Aber,  so  findet  man 

log. nat ill'  —  log.  nat ft Vi  — ^^^t^l^,2 
log  nat  Bi  =  log.  nat  r/»Fl— +  ^  h-  y 
log.  nat  Ci  =  log.  nal  -J-    >/T^e*  -f-  ^ 


log  Dl  =  log 


i4 


Für  die  ßriggi sehen  Logarithmen  ergiebt  sich  hieraus 

(  log  Ai  =  log  a^i  H-      -I-  c/** 
(92)    ...     I   log  /?.  =  log  d/ii^  ffi^  gf^^ 
l  logCi  s  logÄ/u^^hft/i 

wo 

loga  =  9.9985458 — 10 
log  6  =  9.73469  — <0 
logc  =  8.9778  —10 
log  J  =  ö.:n  29709 
log/"  =  9.63778  ^10 
log  =  8.7347  —10 
log&s  4.40988 
logiks  9.6378  —10 

und  ausserdem 

log  4,"  =  7.:i2il  009—10 
isl.  Da  hier  die  geoauen  Werlhe  zu  sub^iWluiren  sind,  so  sind  im  Sinne 
des  An.  o8 
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ip*       {(p)  ;     log  /U  =s  log  (fi)  -I-  d.  log  ^ 

nebst  X"*-  ^^X  anzuwendett.  Für  die  Aufe  il  e  der  Artt.  60  u*  f.  gehl  der 
obige  Ausdruck  fUr  o  in  den  folgendca  über 

«  =  X + iii'jr  -  At'x  -  Bi  cos  (2(^ + n' )-  x)  8«  X 

wo  ebenfalls  rT'=  [rx"  H-  ().-r  ,  etc.  zu  substiluiren  sind.  Für  die  Aufgabe 
der  Artt.  64  u.  f.  ergiebt  sich 

a™  x+^i'jr— ^i'jr  +  T^ism2;r  — TCismijr+YDiSmÖjr  (94) 

wo  wieder  die  eben  bezeichneten  Wertbe  von  %  und  log/«  zu  sabsti- 

tairen  sind.  Zum  Ueberflass  bemerke  tch,  dass  bieravf  «s«-^  wird. 

Hicmit  isl  die  zweite  Hauptaufgabe  vollständig  gelöst.  Will  man 
ausserdem  noch  tieii  elliptischen  Bogen  S  kennen  lernen,  so  dienen  dazu 
die  Ausdrücke  des  Art.  50,  es  kann  jedoch  kaum  je  ein  Inloresse  haben 
diesen  kennen  zu  lernen,  dessen  Unterschied  von  «  nur  eine  Grösse  von 
der  Ordoong  e*  ist. 

68. 

Um  anch  die  eben  gelOsle  Aufgabe  durch  einige  Beispiele  zu  er- 
läutern ,  will  ich  zuerst  die  geodätische  Linie,  nebst  den  Azimulhen  an 

ihren  Endpunkten,  berechnen,  die  Orsk  in  Uusslanrl  und  Valentia  in  Ir- 
land mit  einander  verbinilet.  Es  sind  diese  Oerler  bekanntlich  die  End- 
punkte der  sprossen  Längengradmessung,  die  jetzt  in  Aiistührung  begrif- 
fen ist.  Da  die  astronomischen  Positionen  dieser  lieiden  Oerter  jetzt 
noch  nicht  endgültig  festgesetzt  sind,  so  muss  ich  mich  damit  begnügen 
sie  aus  dnem  Verzeichniss  geographischer  Ortsbestimmungen  zu  ent- 
Debmeo,  und  werde  hiebei,  eben  weil  diese  Angaben  nur  als  vorläufig 
za  betrachten  sind,  die  Secunden  weglassen.  Ich  nehme  daher  an 

Orsk  Valenüa 
Ä'  =  31M2'  ;    Ä'ss  51*55';    A  s«  69*3* 

Aus  diesen  Wertben  von  B  und  /I'  ergab  sich  zuerst 

^  »  51« 6'  2r,60  ;  ^  =  öl» 49'  24".54 

log  sin  /S"  SB  9.891 1 537  ;  log  sin  /  «  9.8954835 
logeos^  »  9.7978751  ;      logcos/T  =  9.7910491 
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Hieraof  erhielt  ich  dttrch  die  (70) 

m  SS  74*  «0*  48", iO  ,    n  »  35M0'  24",84 

log;*  =  O.OOOSS^O ,  und  die  (72)  gab  diesen  Werth  von  logp  ohne 
Uoteräcliied  wieder.  Die  (71)  gaben  hierauf 

oo' «  149^9' 7M6  ;    ;r«  »  ^^^6' ir,76 

Ich  habe  diese  Rechnungen  mit  LogarithmeD  von  sieben  Decimalen  aos- 
geführt,  allein  es  wäre  aasreicbend  gewesen  dazu  Logarithmen  von  fUnf 
Stellen  zu  verwenden.  Es  geben  hierauf  die  (73) 

(u)  -  «„'  =  +  1  r,04  ;    (x}-;to  =  +  7'  43  ,18 

und  folglich  wird 

(«')  SB  11 9»  9M  8*,20  ;     Of)  =  41  •  23*  54",94 

Hieinil  ^Mmn  die  Gloiclmngcn  (74)  mit  Anwendung  von  Logariiluuen 
von  fünf  Üeciiualcn 

(y')  =  —  2I"2Ä7'  ai"  ;     log  sin  {/?♦)  =  ».02234 

log  cos      SS  9.73900 
log  (^)  s  7.06893 

Ausserdem  wurden 

log  £  »  —  0.00023  ;    log     s  9.6057 

gefunden,  worauf  durch  die  (7ö)  sich 

{Jw)  =  +  4'  32'.86 

folglich 

(w)  =  GU"7'  32", 8G 

ergab.  Durch  Anwendung  von  LogarithmeD  von  sieben  Slelleo  geben 
nun  die  Gleichungen  des  Art.  57 

m'  =  74«  20'  57^74  :  log  sin  »  =  9.761 5657 
^  »  64   7  18,  07  ;     log  cos  n'  «  9.9118913 

i/»  119    9  18,20;  »  62«  30' 57".27 

41  "23'  57  ,33 

Die  Vergleichnng  dieser  Werthe  von  a  und  x  init  denen  von  (a')  und  (x) 
giebt 

da'  »  O'.OO  ,     düe  s  H-  2^39 

und  die  Anwendung  der  DiOerentialformetn  des  Art  58  hierauf  zeigt, 
dass  die  Verbesserungen  der  eben  erhaltenen  Werlbe  weit  weniger  wie 
O',01  betragen.  Die  eben  eriialtenen  Werthe  von  a,  u\  x  sind  also 
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ichon  so  genau ,  wie  maii  sie  durch  Anwendung  von  Logarithmen  vob 
nicht  mehr  wie  sieben  Decimalen  erhallen  kann.  Da  da  Null  ist,  so 
werden  auch  die  Verbessei  ungon  von  ß^^,  (p\  fi,  gleich  Null,  und  ets  kann 
zur  Berechnung  von  «  geschritten  werden. 

Bevor  ich  diese  voroebmc,  will  ich  in  Bet reif  der  Azimulhe  noch 
die  folgenden  Bemerkungen  einfichalien.  Da  ich  in  der  vorstehenden 
Berechnung  Orsk  als  den  Anfongspnnkt  betrachtet  habe,  und  Yalentia 
westlich  von  Orsk  liegt,  so  sind  die  erhaltenen  Azimuthe,  nemlich  a  an 
Orsk,  und  zufolge  des  Art  10  480<*-ha'  an  Valenüa  vom  Sfldpunkt  des 
Meridians  an  in  der  Richtung  nach  Westen  zu  zahlen.  Hlltte  ich  im  Ge« 
geiitheil  Valentin  zum  Anfängspunkt  gewählt,  welches  ohne  Aenderung 
der  Formeln  auch  hMtte  geschehen  können ,  und  dabei  wieder  A  positiv 
anfipnommen,  so  w  urde  die  Rechnung  die  Azinuithe  zwar  wieder  vom 
Siid{)Uüki  des  Meridians  an,  aber  von  da  in  der  Richtung  nach  Osten 
gezahlt,  gegeben  haben. 

Um  nach  den  Ausdrucken  des  Art.  67  die  geodätische  Linie  s  zu 
berechnen»  bekommt  man  zuerst  durch  die  (92) 

logil,'  =  7.06812;   log     s  2.38241 

log  C,  =  8.ü4ü;1 

worauf  der  Ausdruck  (91) 

0»  41*21' 12',90 

giebt,  ans  welchem  durch  Anwendang  des  im  Art.  23  angegebenen 
Warthes  von  a 

g  B  236f  641«92  Toisen 


Vergleicht  man  das  im  Art.  36  gegebene  Beispiel  mit  dem  vorste- 
henden, so  sieht  man  sogleich,  dass  es  diesem  entnommen  ist.  Ausser 
dem  gegebenen  Stücke  ff,  welches  beiden  Aufgaben  gemeinschaftlich 

ist,  habe  ich  dort  die  hier  durch  die  Rechnung  erhaltenen  Werthe  von 
(t  uiul  6  als  gegeben  betrachtet,  und  daraus  die  iiiei  uls  gegeben  be- 
trachteten Siücke  Ii'  und  X  nebst  «'  berechnet.  Die  Uebercinslimmung 
iäl  so  gut,  \\\e  sie  durch  Anwendung  von  Logarithmen  von  nicht  mehr 
wie  sieben  Decimaien  erwartet  werden  darf. 
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69. 

Um  zu  zeigen  in  wie  grosser  Ausdehnung  die  vorhergehende  Auf* 
lOsong  in  ihrer  ersten  Annäherung  iuiincr  noch  die  Fliindcrltlicile  von 
Secnnden  richtig  giebt,  habe  ich  auch  das  folgende  Beispiel  von  weii 
grOfiserea  Dimensionen  gerechnet.  Es  soll  die  geodtttisehe  Linie  zwi- 
schen Moskau  nnd  Santiago  in  GhHi,  nebst  deren  Azimotben  bestimmt 
werden.  Znfolge  der  Verzeichnisse  geographischer  Ortsbestimmungen 
nehme  ich  als  gegeben  an, 

Moskau  SaiUiago 
ir  =  55Uä'  ;    ir  =  —  33"  26'  ;    A  =  108«  «3' 
woraus  zuerst 

=  55«  39'  38"49  ;  =  —  33^'  20'  42^63 

log  sin  ^  =  9.9IG82S3  ;      log  sin     =  9.7401112» 
log  COS B  9.7013505  ;      log  cos /f  =  9.9218811 
folgt.  Man  erbttit  nun  ebenso  wie  im  vor.  Art. 

m  =  244  \r  13\98  ;     log  sin  n  =  9.9013043 

log  cos  n  =  9.7812898 
oo'  =    83«  34'  30",28  ;  xo  =  ^26«  42'  7'',80 

(«)  1 0'  il)  ,70  ;  23  ö",90 

(c')  =  83"  24'   0''.58  ;  W  =  ^  27"  5'  1  3",70 

{tfi)  »  4«  29'  22',67  ;     log  sin      s  9.91 81 630 

logGOS(/j;,)s  9.7484629 
log  M  s  7.0605858 
logJSTs —0.0002499;         log  F  9.59737 

108«27  46,62 
Hl'  B  244'  1 8'  3r.48  ;    log  sin  fiT  s  9.8989527 

q'  =  238  44  IC,  19  ;    log  cos  n'  =  9.7853175 

a  =    83  i:i  ol,  :>0  ;  a  =  42"  7'  37'',98 

X  =  127«ö'  18".48 

Es  wird  lerner 

da  =  —  9*,38  ;     9x  ^  +  4",78 
und  hiemit  geben  die  Ausdrucke  des  Art.  58 

dß^  =  +  0*.73  ;     V  ~  -t-  ^"«33 
^log/fts  -1-0.0000022 
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woraus  dJto  =  -\-  0",0044  ,  und 

JX^^-V-  0".0023  ;     Ja  =  ^  0*,003ö  ;     ^«  =  +  0',0004 

henrorgehen.  Die  erste  Anattheniiog  hal  also  wieder  hier  die  ünbe- 
kaonleD  acboa  so  geiiatt  gegebee,-  wie  man  sie  ttberhaopt  durcli  An- 
weedang  voa  Lc^rithmea  von  nichl  mehr  wie  sieben  Decimaleo  erhal- 
ten kann.  Fttr  die  Berechnang  von  a  durch  den  Ausdrucic  (91)  wird 
nun 

log^  »  7.0605800 
4«29^S9\00 

und  hiemit  ergiebt  sich 

log  At  s  7.0597577  ;   log  B,  »  2.3740580  ;   log  Ci »  8.531 56 

o  s  1S6«46'18M7 

weichen  Werth  mao  wie  oben  auf  ein  Liocarmaass  hiofiUhreD  kann. 


70. 

Um  auch  ein  Beispiel  vom  Falle  zu  geben,  wo  t  klein  ist,  will  ich 
nacb  dem  Art.  37 

ir  =  «00;    fi'«  180  15' 18M17;  Ä«1o3'8",983 

als  gegeben  annehmen ,  und  mich  der  Reihen  des  Art.  Ö3  bedienen. 
Durch  die  Ausdrucke  (Gü)  und  (03)  bckomini  mau  zuerst 

f  «  81 8;7757  ;   f  »  4'  t'.mt^ 

worauf  die  (64) 

9^19'  47',671  ;     log»  »  3.5560673.1 
9  s      10. 3591  ;  «  1«  43'  53',582l 

logi^BB  3.7947376.6 

geben.  Um  die  Azimuthe  möglichst  genau  zu  erhatten,  habe  ich  in  die- 
sen Rechnungen  bei  den  Interpolaliuneu  in  den  siebcnslelligen  Tafeln 
die  achte  Stelle  mit  beriicksichligl;  ein  Verfuhren,  welches  ich  in  an- 
deren Fällen  auch  angewandt  Imbe,  und  durch  welclies  man  in  den 
Summen  und  Dilferenzcn  meiueror  Logarithmen  die  siebente  Stelle  ge- 
■auer  erbttit.  Durch  die  (65)  erhält  mau  nun 

A»  0.0000110.1 

H  s  0.0000330.5 

woraaf  die  (66) 

K  =  29» 59'  3^,90  ;   L  »  27",187 
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und  die  (67) 

8  30*  0'  0",087  ;   7  »  29«  39'  1 8',041 
gebeo.  Die  (68)  und  (69)  geben  hieranf 

Nachdem  ferner  durch  die  (61) 

a*^iH^  0M07 

jT»  jf«  +24,369 

gcfundea  worden  war,  erhielt  ich 

«'  SS  29<^  ö9'  Ö9",980 
o*  =  29  39  18,  25fi 
2   0  24,552 

Vergleicht  man  diese  Azimuthe  mit  denen  des  Beispiels  des  Art  37,  so 
wird  man  finden,  dass  sie  0^02  Ideiner  ausgefallen  sind,  aber  weiter 
kann  man  im  gegenwärtigen  Falle  die  Uebereinstimmung  nicht  zu  \^'ege 
bringen ,  wenn  man  nicht  Logarithmen  von  mehr  wie  sieben  Decimaten 

anwenden  will.  Der  Unterschied  der  Azimuthe  stimmt  weit  genauer  mit 
dem  des  Art.  37  ein,  und  cntfernl  sich  nur  um  ü  ,ÜÜ3  davon.  Diese  Er- 
gebnisse sind  mit  der  Nuiur  der  Aufgabe  aufs  Engste  verbunden,  und 
können  nu  hl  davon  getrennt  werden. 

Um  o  zu  eriiallen  müssen  zuerst  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  2i 
(p'  und  iog/i  gerechnet  werden,  deren  Werlhe  dieselben  werden  wie  im 
Art.  37,  nemUcb, 

9'     67*  4  6'  2r,24  ;   log    »  7.11 641 09 
Aus  den  Ausdrücken  (92)  erhält  man 

log  Ai  =  7.1 1 496  ;    log  X^i  =s  2.42924 
log  Ct  »  8.642 
worauf  die  (91) 

a=  1059'  Ö9",996 

giebt,  welcher  Werlh  von  dem  des  Art.  37  nur  um  0",004  verschie-  ' 
den  ist. 

71. 

Für  die  Aui;_;ibo  des  Ail.  00  u.  f.  sollen  Chnaliania  in  Norwegen 
und  Palermo  aiä  iieispiel  dienen ,  da  diese  Punkte  in  der  milteleuropai- 
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sehen  Gradmessiing  voraussichtlich  mit  zn  den  wichtigeren  gehören 
werden.  Mit  Weglassung  der  Secuoden  gebeo  die  Verzeichnisse 

Christwnia  Paieraio 

woniiu  zaeist 

f  s  59*  50'  0M89  ;  f         \'  2r.729 

log  sin  ß  ^  9.9367990  ;  log  sin  ß  s  9.7895703 
log  cos    =  9.701 1501  ;       log  cos ,/  =  9.8963988 

folgen.  Durcti  die  Ausdrucke  (0^)  und  (03)  des  Art.  52  ergab  sich  zuerst 

i  =  ;         +  10'  4\798 

woiaDf  die  AusdrOdce  des  Art.  60  u.  f.  in  Anwendung  gebracht  war- 
deo.  Die  (76)  geben 

logn  =  3.8721438  ;    ^  =  4'  45*,915  ;    iV  =  21"  4«  44".558 

aod  die  (77) 

o^'  =  50  34'  Ö7",09  r  «  =  ö'  37",41  ;   »  =  21«  4T  2r,97 
Da  Don  die  (73) 

(«')  0*,97  ;   Of)  =  aj»  +  6'  4',10 

gebeB,  80  worden 

(«')  «  5*  34'  56\1  S  ;    Cr)  -  2^''  ^O? 
welche  zur  Berecbnnng  von  (w)  dienen.  Zo  diesem  Ende  geben  die 
(78^  ziient 

(0  »    48'  6',68  ;  (» )  =  T  6\494 
Die  erste  (79)  gab  non 

log  (^) «  7.2S27682 
worauf  die  Ansdrttcke  des  Art.  S3,  die  im  Art.  56  wiederholt  sind 

log  £■  =  —  0,0003632  ;    log£'  =  9.7ö4 
aod  die  zweite  und  dritte  (79) 

{Jm)  =  1  Sr,856  ;   («)  =    38'  1  ^,856 
geben.  Aus  den  (80)  erhielt  ich  hierauf 

q'  =  |o      30',022  ;    log»  3.8737315 

g  =       1  46,  050 
oad  aas  den  (81) 

«'«5«'3  l'56M20;    /  10' Ö7",44Ä 

Ii'  s      5  38,  432 

a  B  3  33  27,  420  ;   ;r  »  Sl  52  27.  842 
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Vergldcfat  man  diese  Weithe  von  «  und  x  deneo  von  (»'}  und  {x), 
so  findet  man 

Hiemit  werden 

a^as  0  ,    ilv'  8s  0  ,   dr.log/»  =  0  ,   dJm  SS  +  O'.OOOa 

Dieser  Werth  von  dJm  kann  die  eben  erhaltenen  Resultate  nicht  merklich 
lindern,  die  also  die  Endresultate  sind.  Fur  o  geben  die  (92) 

log  At  =  7.2222206  ;   log  £i  =  Ä.Ö364C42 
log  Ci  =  8.856t 

worauf  man  durch  die  (93)  ohne  Weiteres 

OS  210  50' 3S;909 

erhält.  Die  Daten  des  Beispiels  des  Art.  38  sind  aus  diesem  Beispiel 
ciiUiuuimcn,  und  die  Uebcrcinstimmung  der  Resultate  lässl  nichts  zu 
wünschen  übrig. 

72. 

Um  auch  die  Aafj^be  der  Artt.  64  n.  f.  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
lantem,  soll  von  Santiago  aus  eine  grodlltische  Linie  senkrecht  auf  den 
Meridian  von  Hoskau  gezogen  werden.  Die  gegebenen  Stucke  sind  hier 

B"  =  -33»26';  X=  <08»I3' 

woraus  man  wie  im  Art.  69  zuerst 

^  s  ^  33«  20'  42',63  ;  log  sin  /T'  =  9.7401 1 1 2» 

log  cos =  9.9218844 
findet.  Bs  sind  nun  zuerst  durah  die  Gleichungen  (88)  {F)  und  {x^  zu 
berechnen,  und  nimmt  man  hiebei  zuerst  cos(;k6)  positiv  an,  so  bekomm! 

™"         (/)  =  244»39'44',78;   (»»)  =  52''26' 49'.43 

Nimmt  man  hingegen  cos(xo)  negativ  un,  so  ergiebt  sich 

(r)  =  -I-  64"  39'  44",78  ;    fcto)  =  427«  33'  40".ö7 

Ftlr  die  erste  Auflösung,  die  zuerst  auagefUhrt  werden  soll,  muss  zufolge 
des  Art.  64  gesdirieben  werden, 

(r)  »  —  64*  39'  44*,78  ;   A     74«  47' 

und  me  gehOrt  der  Hälfte  des  moskauer  Meridians  an,  auf  welcher  Mos- 
kau nicht  liegt,  ffiemit  muss  der  Werth 

(Xo)  =  52<'26'19'.43 
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verbunden  werden.  Die  nächste  Arbeit  ist  nun  aus  der  (84)  zu  recb- 
oeo,  und  hiefllr  findet  mao 

welcher  Werth  in  die  (83)  gesetzt, 

r=  —  64°4r  33",7S 
=      52  26  19,  45 

giebt.  Die  (86)  and  (85)  geben  hierauf 

fli  .  -h  150\38  ;   /;  s  —  58",15 

wofaiu  sich 

^)  —     64»  40'  dö^eo 
ergiebt.  Aas  (88)  wird  jetzt 

Jbiglicli 

Gr)»  68*38' 46',50 

Qod  nachdem  durch  die  AasdrOcke  des  Art.  83  oder  56 

log(/i)  =  7.13G3172  ;    log/i'  =  —  0.0004975 
log  £r  =  9.6731 
gerechnet  worden  ist»  giebt  die  (89) 

(z/w)  a  4-  4'  30*,19  ;   (c0)     71«  SV  30M9 

womil  alle  YorbereituDgeD  zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  Arl.66 
^emaclit  ^d.  Di^  Gleichungen  geben  nun  , 

^„  =  _  64»  40'  35",84 

a  —      30  47  54,  04 

X  s=      52  32  47,  57 

und  vergleicht  man  diese  mit  den  obigen  Werihen  von  und  {j^^  so 
finde!  man 

dfft  «  —  0",24  ;   h—-^  ^"t07 

Die  Oiffbrentialfonneln  des  Art.  58  geben  hierauf 

iT.log;«  »  +  0.0000005  ;    9Jist  ^  -I-  0",0008 

welcher  letztere  durchaus  keinen  merklichen  Eitifluss  auf  die  eben  ge- 
fundenen VYcrthe  von  u\  %  bat,  Uic  also  die  genauen  Endresultat« 
sind. 

Aus  den  (92)  findet  man  nun 

logAi'  =  7.13501  ;    log^i  s  2.44988  ;    logCt  8.683 
nnd  hiemit  giebl  die  (94) 

«  »  68*  88'  40',76 
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uod  aus  dem  obigen  Werthc  von  /?o  erhuU  man 

=  _  64Hö'r,ö9 
womit  dio  Auflösung  uusgcfuhrl  ist. 

Nehmen  wir  nao  den  zweiten  Fall  vor,  nemlicb 

(r)  SS  +  64» 39'  ii'TS  ;   l  mi  408M3' 
Orb)  n    127  33  40,67 

and  behandeln  ihn  genau  eho.n  so  wie  den  voi hergehenden,  so  bekommt 
niuQ  nach  und  nach  die  folgenden  numerischen  Werthe, 

(V  =  -H  20'6r.89 
r  «  64H  Sr  36\9  ;  <27»  33'  3ö\63 

I,  =  —  1 532'.76  ;      ^  =  —  40' 0',8 
(M  =  ßi^Ä«'  37-,7 ;     Cr)  -  xb  +  <6'.16 

Or)=i427»33'5r,79 
log (/i)  »  7.4341608  ;    logE  s  —  O.OOOS960 
log  r  «  9.6740 

{Jio)  =  14'  3",50  ;         («)  »  408»  24'  3",50 

«•  ^  Iis  49  1,  03 
X  =  127  33  Ö4,  04 

Vergleicht  man  diese  mit  den  Werthen  von      ood  0;).  so  erhalt  uuid 

df/SJ,« -*  19*,98;    <J)r  =  +  2',25 

HieiiuL  geben  die  Diflerctiiiaiiurnieln  des  Art.  , 

()  .log    =  —  0,(){)()0404  ;    dJu  =  -I-  0''1372 
und  aus  ^z/o)  folgt  durcli  die  des  Art.  66 

Jx=-*'0"M  ;    zZ/S;,  =  —  0;46  i    -c/a  =;  —  0',20 
die  Endwerthe  werden  also 

=  (;i"2i>'17",56 
a  zm  448  49  4,  43 
X-i  127  33  54.10 

Mit  dem  berichtigteo  Weribe  von  ft,  nemlich 

logiUB7«1341204 

geben  nun  die  (92) 

log  Ai      7.4  334057  ;   log £i  »  2.4476828 

log  Ci  —  8.6787 
womit  die  (94) 

127M6'27',86 
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giebt  Aus  dem  obigen  Warthe  vod  (it>  folgt 

B  64»  26'  i6",G1 

womit  die  Au^o^uu^;  aus^efUhrl  isl.  Man  erkennt  sogleich,  dass  die  bei- 
den Beisjiielc  di  s  Art.  -Wi  aus  den  vor;stelienden  enluoinmen  .sind;  die 
Üebereuiäliuiuiüug  der  Hesuliate  ist  so  gut.  v/m  man  es  wUu&cliea  kann. 

73. 

In  den  vorliergeliendon  Beispielen  habe  ich  die  nulfsgrüsseu  fast 
alle  mit  der.selben  Geaauii^keil  berechnet  wie  die  schlie^siichen  Resul- 
tate, um  zu  zeigen  wie  klein  ihre  wahren  L'nlerscliiede  sind,  allein  ich 
darf  nicht  unterlassen  anzuführen,  dass  diese  Genauigkeit  keines  Weges 
erforderlich  isl.  Wenn  man  die  Resultate  so  genau  erhalten  will  wie 
L  B.  die  Anwendung  von  Logarithmen  von  sieben  Oeciaaalen  gestattet, 
so  reicht  man  bei  der  Berechnung  der  HttiUsgrossen  (a )  und  oder 
bes.  (^)  und  (x)  mü  Lof^thaien  von  fünf,  oder  gar  weniger  Deeimaleo 
aus.  Bs  ist  bloB  dafUr  Soige  za  tragen,  dass  von  (a }  und  (y),  oder  bez. 
von  09o)  und  (x)  an ,  die  Rechnungen  mOghcbsl  scharf  ausgeführt  wer- 
den* Ich  werde  dieses  am  zuletzt  aorgesteilten  Beispiel  zeigen.  Statt 
der  im  vor.  Art.  erhaltenen  Wertbe  von  und  (x)  will  ich  annehmen, 
dass  man 

0?«)  =  W  23'  0" ;   Cr)  —  4  27»  34'  «0* 

durch  eine  vorangegangene,  minder  gendu  ausgeführte  Uechuung  ge- 
funden iiuht--,  und  diese  der  weiteren  Berechnung  hier  zu  Grunde  legen. 
Maa  bekooimt  damit  durch  dieselben  Ausdrucke  wie  vorher 

log(^}  =  7. 1 342059  ;    log  £  »  —  0.0002961 
log  E'  =  9.6710 
(^o)  Sil'  d'.a9  ;         (eo)  «i  1 0S?  24'  3'39 

64*22'47\85 
a'  «  148  49  1,79 
X»  127  33  63,99 

uad  es  werden  jetzt 

«  .  42M  6  ;   iTx  s  —  26'.01 

fliemit  geben  nun  die  Differentialformein 

«y.log^  =  —  Ü.Ü0008ÖI  ;    d.Juj  —  4-  U',i45l 
=  -I-  GM  I  ;    Jß^  =  —  0",28  ;    Jd  ^  —  0",36 

and  folglich  werden  die  Endresultate 

AMMMil.  A.  K.  8.  GwdtoGlt.  4.  WtMMMb.  XIIU  7 
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a  =  1  48  iü  1 .  4;i 
l  =  127  33  54, 10 

mit  denen  des  vor.  Art.  Ubererastimmend ,  obgleich  ich  sehr  grosse 
Aendcningen  mit  deo  Werlben  von  und  {j^  vorgenommen  habe. 
Der  hier  hervorgehende  Werlh 

log/»  s  7.4341208 

wefcht  4  Einheiten  in  der  siebenten  Stelle  von  dem  des  vor.  Art.  ab, 

;illcin  tlicscr  Uiilcrschied  ist  auf  doii  duiaiis  folgenden  Werth  von  o  V(jn 
m  geringer  Wirkuni;,  dui>s  er  weni^ei  wie  O'.OOl  ausoiacht. 

74. 

Durch  die  Verbindung  der  Aufgaben  dieses  AI  >rtiniite8  mit  denen 
des  vorhef^hendeu  kann  man  eine  .Anzahl  von  Aufgaben  der  spharoidi- 
scben  Trigonometrie  lösen,  von  welchen  ich  jedoch,  am  diese  Abhand- 
lung nicht  allzuweit  ausaudehnen,  nur  Bioe  erklären  will. 

»In  irgend  einem  sphttroidischen  Dreiecke  seien  zwei  Seiten  nebst 

»ihren  Azitnuthcn  und  der  Polhöhe  ihres  Dorchschnittspuokts  gege* 

»bcu,  die  übrigen  Stücke  dicsos  Hrciccks  zu  finden.« 

Man  begreift  sogleich,  dasg  ein  gphäroidisches  Dreieck  niciil  durch 
blose  drei  Stücke,  wie  ein  sphärisches  Dreieck,  gegeben  ist,  sondern 
dasg  za  den  drei  Stücken ,  die  den  in  der  sphsm.schen  Trigonometrie 
veriangteo  analog  sind,  auch  noch  die  Stucke  hinzukommen  müssen, 
die  die  Lage  des  Dreiecks  auf  dem  EUipsoid  unzweideutig  festsetzen. 
Die  gegebenen  Stucke  der  vorstehenden  Angabe  erfüllen  diese  Bedin- 
gungen. Ebenfolls  ist  die  Auflösung  des  sphttroidisefaeo  Dreiecks  damit 
nicht  vollständig  ao^ftibrt,  dass  man  bk»  die  Seiten  und  Winkel  des- 
selben berechnet,  die  nicht  zu  den  gegebenen  Stacken  gehören,  es  moss 
vielmehr  ausserdem  auch  die  Lage  jeder  Ecke  auf  dem  Ellipsoid  be- 
stimmt worden.  In  der  vorstehenden  Aufgabe  sind  also  nicht  blos  die 
diitic  Seile  des  Dreiecks  und  die  beiden  anliegenden  Winkel,  sondern 
auch  die  Polhülie  einer  jeden  der  beiden  amldvti  Ecken,  und  die  Azi- 
mulbe  der  Dreieckssciten  an  diesen  beiden  i^ckcn  zu  bestimmen. 
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75. 

Die  vorliegende  Aufgabe  liM  sich  unmittelbar  durch  das  Vorher^ 
geheode  Ideeo,  und  bedarf  keiner  neoea  Bntwiekeliingen.  Darch  die 
Hauptaafgabe  des  erslen  AbschDi'ttes  kann  man  abgesondert  das  Azi- 
moth,  die  Polhohe  und  den  Lüogieaaoterschied  der  Endponkte  einer 
jeden  der  beiden  gegebenen  Dreiecksseiten  berechnen.  Da  hierauf  die 
PtolhOben  und  der  Dlngenunterschied  der  beiden  anderen  Bcken  des 
Dreiecks  gegeben  sind,  so  dient  die  zweite  Hauptaufgabe  dazu  um  dar- 
aus die  drille  Dreiecksseilf  und  deron  A/iiiuilhe  zu  berechcien,  worauf 
alle  Stücke  des  sphyroidi.sclicn  Drciocks  bekannt  sind. 

Zufolge  der  Ausdehnung,  die  im  Vorhergehenden  den  Entwirke- 
lungen  i^eqebi^n  worden  isl,  kann  dieses  Verfahren  auf  niüt!;iich-(  )sse 
sphstroidisclie  Dreiecke  angewandt  werden,  für  einen  davon  weiter  unten 
zo  machenden  Gehrauch  wiii  ich  jedocli  hier  nur  ein  Dreieck  von  mllssig 
grn<:s;or  Ausdehnung  als  Beispiel  wHhIen.  Gegeben  seien  in  Bogentheilen 
des  Aequators  die  eine  Dreiecksseite  »1 5^  mit  dem  Azimuth  ■B30^  und 
die  andere  Dreieckssetle  mit  dem  Azimuth  «108^  die  radacirte 
Breite  des  Durchschnitts-  oder  Anfangspunkts  dieser  beiden  Dreiecks- 
seilen,  welchem  auch  die  Azimuthe  angeboren  sei  =  i5^  Wendel  man 
non  hierauf  die  AnflOsung  der  HaupKufgnbe  des  ersten  Abschnitts  an, 
so  ist  in  den  dort  angewandten  Bezeichnungen  gegeben. 

nod  hiemit  findet  man 

f  »  40« 53' 36*,2I  .    J2'  s  67Ur 32'.43  ,   logsin^. »  9.971 0040 

l0gC0S/9«aae  9.5484680 

log/»  K  7.1 659930 

S«i5'M'4r,G8.   x=i  — 9",28,         55»55'Ä7M7,  Jm^i'^M 

«SS  i4"3i'  4ü",:ii ,    ji"  =  76"33'o",oi  ,    {f  =  arac'^s'.^i 

1=  8'>44'23",70  ,    Azimuth  des  Endpunkts     =  ^JOi^ai' 40".54 
Es  ist  femer  gegeben 
2).  ^"b45%   «■o108«.  oa17' 

sid  hiemit  findet  man 

—  i  7«M  0'  1 9  ,3i  .      =  —  ü  V  40'  44",C2  ,  lo^^ sin    =  9.8G92895 

Iogcos^a=9.82769U 

log^  9m  6.9630399 
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S  =  17"  i'  i^'M-j  .r  =  -f.  52>  ,946 

«"=  90»  9'3ö',04,  J2'=  —  0M2'öS":{i,    ^  =  47" 44' 2r,57 

As  «i« 25' ,  AziiDulb  des  Eodpuokts    =  S70« 9' 36  .04 

Es  ist  hierauf  die  Hauptaufgabe  dieses  Abschnittes  auf  die  folgenden, 
durch  die  vorhergehende  Rechnung  gegebenen,  Stücke  anzuwenden, 

ff  =  .n%Jü'i8  ,il  ,    /  =  47"44'^2",ü7  ,    X  =  lyir  V'/.M 

wo  X  der  Unterschied  nus  den  beiden  eben  gefundenen  Werlhen  der- 
selben Grosse  ist.  Man  erhall  nun 

(«')  =  1 47« 57'  24' .  ix)  =  20H'  47" 

(tp')  »  —  54H'  13",1  ,     logsin  {/i,)  =s  9.950409 

logcosG'o)  —  9.654999 
log(/i]  =  7.124919 
(./w)  =  1'49'VH  ,  (io)  =  15"42'54*,02 

a  =  1 47« 37'  28",  1 0  .    n"  =  1 37"  4T  I  ö',Ü3  ,      =  20  '  4  40  ,44 
Azitnuth  des  Eoiipuukli»  s=  3t7'47  lö  ,63 

Die  Untenscbiede 
geben 

Jx^Jd  =  Ja=(S,  — 4^3,    (»log/4» -1-0.000007 

und  biemit  wird  schliesslich 

200  2' 24*,  41 

wuuiil  das  sphUruiUidclie  Dreieck  vollsUindig  berechnet  isU 


76. 

Wenn  uiau  die  eben  crIiaUcnen  Resultale  UbersicliUich  zusammen 
slrllen  will,  so  muss  man  eine  ungnraesseDC  Bezeichnung  einführen. 
Die  reducirten  Breiten  der  drei  Ecken  des  Dreiecks  sollen  (i^  ,  {f,  die 
Winkel  desselben  bez.  n,  n\  n",  und  die  gegenüber  liegenden  Seiten 
0,  o',  o"  heissen.  Die  Azimulhe  von  a  und  o'  m  n  sollen  mit  a  und  a, 
die  von  o  und  a  in  n  mit  und  ff  ",  die  von  a  und  o'  in  n  mit  und 
a/,  endlich  der  LlIngenuDterschied  von  »  und  n  mit  A',  der  von  n  und 
fi*  mit  A'i  der  von  »'  und  fi'  mit  X  bezeichnet  werden,  und  hiemit  erhall 
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iii.iii  (l:f'  f()li;endo  ZusammenslelluDg,  indem  solb.>isorslän(llich  die  Drei- 
eckswinkel  den  ÜDterscliieUen  der  bezüglichen  Aziumlhe  gleich  sind, 

45"  ß'  —   31".3r)'28".21  ,  /=   47  ' 44' 22",;)7 

a  s  30  «;  =  204  31  40,  54  ,  a '  =  270    9  36,  04 

a'  =  108  s  147  57  28, 19  ,  »  317  47  15,  63 

fi 78  »'  »  56  34  12,  35  ,  n  s  47  37  39,  59 

0=  20   2'24",41,  s  17  15 

A  =  15  41    4,  91  ,  1'  »  24  25  28,  61  ,  X"  ^     8  44  23,70 

Hiernach  kdUü  dictscsi  Dreieck  ieiciil  consti  uiii  werden. 


77. 

Im  soeben  berechneten  spharoidischeD  Dreieck  lagen  beide  gege- 
bene Seiten  auf  derselbeo  Seite  desMendians  ihres  Durchscboittspunkls, 
bier  soll  noch  ein  Beispiel  gegeben  werden,  in  welchem  diese  Dreiecksr- 
Seiten  auf  verschiedenen  Seiten  des  genannten  Meridians  li^n,  um  auf 

die  Umslttnde  aufmerksnm  zu  machen  die  in  diesem  Falle  vorkoinuien. 

Gegeben  seien  die  eine  Dreiecksseilc  =  4"  mil  dem  A/imuth  =  10", 
die  andere  üreiccksseite  =s3"30'  mit  dem  Azimulh  =s300",  nebst  der 
reducirten  Breite  des  Durcbschnittspunkts  =  30**. 

Mit  den  gegebenen  Stocken 

ff  =  30" ,    «'  =  10%    a  =  4» 

und  mit  Anwendung  von  höchstens  siebenstelligen  Logarithmen,  und 
den  Reihen  des  Art.  34  giebt  die  Aufgabe  des  ersten  Abschnittes 
^  26»2'53*.621  ,   a  «  O'Sd'OMSe  .   X  b  0«46'2r.058 

Im  zweiten  Tlicilc  der  Rcclinimj<  wende  ich  statt  des  iW.uuiillis  selbst 
die  Ergänzung  desselben  zu  300'*  an,  uud  stelle  also  die  gegcbcuca 
Stucke  wie  folgt, 

/S'sdO«,   a'a»60«,  ü^Z^ZO' 
womit  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  sieb 

/  =  28M2'2",237  ,    «  =  Ö8M9'20".909  ,    A  =  3'»26'21'.377 

ergiebt.  Gs  ist  nun  biebei  zur  Verbtndoog  dieses  Resultats  mit  dem  des 
ersten  Theils  der  Rechnung  nichts  weiter  zu  bemerken  als  dass  man  die 
beiden  Azimuthe  und  den  Langenunterscbied  als'  negativ  betracbteo 
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Diuss ;  es  wird  daher  namentlidi  das  wabre  Aximuth  des  Bndpunkts  der 

/weiten  gcotlaiisclicii  Linie  nicht  180"-!-«".  sondern  180" — und  für 
den  drillen  Theil  dor  Hcclmmiy;  railsson  die  beiden  Längcnunlerschiode 
addirt  wertion.  Stellt  man  für  die.sen  die  gegebeiu  ii  Siueke  wie  foif^t, 

so  ist  X  positiv  zu  nebmen,  oad  man  bekommt  die  Asimulho  io  ihrer  ur- 
sprttuglicheD  Riditung.  Die  Aufgabe  dieses  Abschnitts  giebt,  mit  An- 
wendung der  Reihen  des  Art.  59 

u  =  (M  '>  1 0'  38',279  ,    «  =  ü'J"  1  'S.i  \'.m  .    o  =  4M  9'9".2  i8 

Um  den  Bogen  K'  des  eben  angeführten  Art.  mügiichsl  genau  zu  erhal- 
len hal)e  ich  mich  bei  der  Berechnung  desselben  zehnslelliger  Logarith- 
men bedient.  Der  Unterschied  in  dem  Werthe  desselben,  welcher  durch 
Anwendung  von  siebenstelligen  Logarilhmen  und  Durchf\ihrung  der 
achten  Steile  in  den  Interpolationen  crgiebt,  betrügt  jedoch  nur  O^OOS. 

Die  Zusammenstellung  des  jetzt  berechneten  sphüroidischen  Drei- 
ecks in  dor  oben  dafür  eingeführten  Bezcicboung  glebt  nun 

ß=   5?8M2'  2'.237.  30»  .       =  26"  2'5.r,f)2l 

u  =  Iii  iO  3Ü,09I  ,  «  =    10  ,«=  189  38   9.  136 

a'  =   6110  38,279,  «"  =  300  .    «'  =  239  15  3,301) 

n=   00  30   0,812,  ti  =   70  ,    n"  ==   49  36  54,170 

o=     4  ,  a'=     4  19'  9".2iS,     ö  =     3  30 

0  46  21,008.  k'=     4  12  42,435,    k"  ^     3  26  21.377 


Dritter  Abschnitt 

78. 

Da  die  in  einem  Dreiecksnetz  beobacblelen,  oder  gemessenen, 
Winkel,  wenngleich  mit  der  grOssten  Soiigfalt  und  Umsicht  verfahren, 
und  die  besten  Instrumente  angewendet  worden  sind ,  dennoch  keine 
absolute  Genauigkeit  besitzen,  sondern  mit  kleinen  Fehlern  behaftet 
sind,  so  smd  vor  Allem  diese  Fehler  auf  eine  angemessene  Art  auszu- 
gleichen ,  und  dadurch  das  Dreiecksnetz  zu  weiterer  Verarbeitung  vor- 
zubereiten. Die  Grundsülzp  nach  welclieu  dic^e  Ausgleichung  erfolgen 
nmss,  können  zufolge  des  jetzigen  Standes  der  Wissenscbafl  nur  die 
folgenden  sein: 
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1)  mttsseo  die  Winkel  so  aosgei^'lichen  werden,  dass  allen  geome- 
trischen (oder  trigonometrischen)  Bedingungen,  die  im  Dreieckünelze 
vorhanden  sind,  Gnügc  geleis lel  werde,  und  auiisei  düiii  muss 

2)  diese  Ausgleichung  so  beKchaflen  sein,  dass  die  Summe  der  mit 
ihren  bes.  Gewichten  niultipiicirten  Quadrate  der  Fehler  der  Winkel- 
messongeni  die  hierauf  noch  übrig  bleiben,  ein  Minimum  werde. 

Diese  Auf{gabe  ist  immer  bestimmt,  und  zuerst  von  Gauss  und 
Bassel  fast  zu  gleicher  Zeit,  von  Gauss  jedoch  ausfUbrticher,  gelost. 

Bs  ist  nicht  meine  Absicht  hier  nühcr  auf  die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
einzugehen,  sondern  es  soll  nur  in  Hclrachl  gezogen  werden,  wie  ver- 
fahren werden  miis.s  um  den  ültronotnotrischen  Bedingungen  des»  Diei- 
ccksnetzes  ruil  Sicherheil  zu  ^nli^en  dii'  Dreieckswinkel  auf  der 

Oberfläche  der  Erde  liei^en,  und  die  Grundlinien,  die  man  niisst  um  die 
absolute  Länge  der  Dreicckssciten  zu  erhallen,  jedenfalls  als  geodsilische 
Linien  betrachtol  werden  können,  so  besieht  jedes  durch  die  Messungen 
erlialtcnc  Dreiecksnetz  aus  spharoidischcn  Dreiecken ,  und  die  trigono- 
metriachen  Bedingungen,  die  zur  Ausgleichung  erforderlich  sind,  mdssen 
der  spbAroidischen  Trigonometrie  entnommen  werden. 

Hiebei  kommt  der  gimslige  Umstand  in  Betracht,  dass  alle  Dreiecke, 

die  unmittelbar  gemessen  werden  können,  in  Bezug  auf  die  Erdober- 
fljlche  und  den  Umkreis  derselben  aohr  klein  sind,  und  daher  diese 
Dreiecksseilen  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrnchlet  werden 
können.  Dieser  Umstand  veranlasst,  dass  alle  Nsiikln^h  gemessenen 
Dreiecke  auf  einfache  Weise  vuni  Ellipsoid  auf  die  Kugel,  und  vuu  der 
Kugel  auf  die  Ebene  reducirl  werden  können.  Diese  Rcduclionen  ken- 
nen auf  viele  verschiedene  Arten  ausgeführt  werden ,  z.  B.  durch  Pro- 
jectioneo,  denen  irgend  ein  Gesetz  zu  Grunde  gelegl  worden  ist.  aber 
unter  allen  möglichen  Verfahrungsarten  verdient  dasjenige  bei  Weitem 
den  Vorzog,  welches  die  Seiten  der  sphttroidiscben  Dreiecke  unver- 
ändert laast,  und  alle  erforderlichen  Correction^glieder  auf  die  Winkel 
Ubertragt. 

Im  Art.  40  wurde  gezeigt,  dass  man  die  geodätischen  Azimutbe 

oder  überhaupt  Wuikel  nichl  unmittelbar  durch  die  Beobachtungen  er- 
bült.  und  es  sind  daher  \  üi  Allem  die  unmittelbar  crhallcnen  astronu- 
mischen  Azimulhe  uud  Winkel  durch  die  erste  Gleichung  (5;^}  auf  die 
entsprechenden  geodätischen  hinzuführen.   Die  fernere  Recjuclion  vom 
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Ellipsoid  auf  dio  KuJk'ol,  und  von  dieser  auf  die  Glieite  wird  in  die&cni 
Abschnitte  cntwickoll  worden. 

Nachdem  durch  dieses  Verfuhren  die  Winkel  der  >phiiroidischen 
Dreiecke  auf  die  Winkel  ebener  Dreiecke  hinijpflJhrl  worden  sind,  muss 
man  sich  zur  Aufstelhing  und  Anwendun«:  der  Bedingungen  des  Drei- 
ecksnel/(^s  der  ebenen  Trigonomelrie  bedienen,  und  nuch  ausgeführter 
Aus^jileichung  bringt  man  durch  entgegengesetzte  Anwendung  der  vor- 
her schon  angebrachten  Correctioneo  die  angeglichenen  Wiokei  auf  die 
spharoidischeoi  oder  geodätischen  zarttck. 

Uie  HinfiihruDg  eines  kleinen  sphärischen  Dreiecks  auf  ein  ebenes 
von  gleichen  Seiten  ini  tuemt  in  ihrem  grOssten  Theile  von  Legendre 
g^ebeo,  and  sein  Resultat  unter  dem  Namen  des  Legendre'schen 
Salzes  Jedem  bekannt.  Spttter  hat  man  diesen  Satz  weiter  ausgeltlhrt, 
und  Glieder  höherer  Ordnung  desselben  entwickelt. 

Bin  Ausdruck  Air  die  Redticlion  eines  aus  geodätischen  Linien  ge- 
formten  Dreieckes  auf  dem  Revolutionsellipsold  auf  eins  von  gleiclien 
Seilen  auf  der  Kugel  ist  von  Bess(?l  aulgci^lellt*),  nbcr  nie  von  ihm 
bewiesen  worden;  wenigstens  habe  ich  in  seinen  Schiitlcu  keinen  Be- 
weis davon  iiuninden  können  ,  nnd  es  ist  mir  auch  nicht  b<'kannt ,  da>.s 
irgend  ein  AutU-rei  eine  Ahli  iliinL'  desselhen  \  erorienlhcht  halte.  Dieser 
Besse Tsche  Ausdruck,  welcher  übrigens  durch  einige  Schreib-  oder 
Druckfehler  etwas  entstellt  ist.  betrachtet  «lie  Seilen  des  Dreiecks  nicht 
als  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung,  sondern  als  geodätische  [Jnien 
von  beliebiger  LUnge.  übrigens  enthalt  er  nur  die  mit  multiplicirlen 
Glieder.  Die  zuletzt  genannte  Beschrankung  ist,  wie  man  weiter  unten 
sehen  wird,  fUr  die  Anwendung  von  geringem  Belang,  wenn  eine  tlbri- 
gens  zweckmllssige  Anwendung  davon  gemacht  wird,  aber  der  Aus- 
druck ist  so  zusammengesetzt,  dass  man  ihn  schweriich  wird  fortwäh- 
rend anwenden  können,  and  es  scheint  nicht,  dass  er  sich  ohne  Be- 
schränkung setner  Ausdehnung  vereinfochen  lassen  könnte.  Bossel 
hat  a.  a.  0.  eine  Abkflrzung  desselben  abgeleitet .  die  fttr  Dreiecke  von 
kleinen  Seiten  gelten  soll,  und  ihn  .sehr  vereinfacht,  aber  auch  kaum  eine 
sichere  Anwendiirig  ziilässl.  Wjire  er  bei  dieser  Abktlrzung  nur  Einen 
Schritt  weiter  gegangen,  und  hülte  aueh  die  Glieder  fmdler  Ordnung 
berücksichtigt,  wahrend  er  nur  die  Glieder  vierter  Ordnung  aufnimmt, 

*}  S.  Schum.  Aslr.  Nachr.  No.  6. 
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so  wäre  n  auf  einen  aucli  oinfachon  Ausdruck  von  sicherer  Aiuvend- 
barkcil  yt'kumuTon;  tliesos  ist  iihrr  xon  ilini  iiiclil  gcscliohrn.  Ks  wer- 
den in  diesem  Abschiult  drei  iiliiilicljc  Ausdrücke  abgeleilcl,  und  diiiiuis 
für  kleine  spliiiroidisThe  Droietke  drei  einfache  Ausdrücke  erhallen,  die 
bis  auf  Grössen  sec  li>tor  Ordnung  richtig  sind. 

Die  Verscliiedeiilicil  der  astronomischen  und  der  geodätischen  Azi- 
niulho  und  Winkel  Uherhuupl  ist  schon  Ittogsi  erkannt  worden,  und  man 
hat  ihre  Unteisebiede  mit  grosserer  oder  geringerer  Genauigkeit  ausge- 
drückt. Bessel  hat  dieselben  durch  einen  Ausdruck  angegeben*),  der 
mit  der  ob^n  ersten  GieicbuDg  (l>2)  fUr  tdenlisch  zu  erachten  ist,  und 
von  diesem  Ausdruck  hat  er  auch  sptfter  eine  Ableitung  veröffentlicht^*). 
Die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  (5S)  habe  ich  nirgends  aligeleilet, 
oder  angeführt  gefunden,  und  dasselbe  muss  ich  auch  von  den  Funda- 
nientalgleichaogen  sagen,  aus  welchen  ich  sie  abgeleitet  habe. 

In  seiner  Theorie  der  krurauien  Oberflächen***)  hat  Gauss  die 
Hiiilulij  utig  eines  ^]lhiiroidisclK•n  Dreiecks  auf  ein  ebenes,  dü>sen  Sei- 
len (liesel[)en  Langen  haben,  mit  weit  i{röss(M<  r  Allgemeinheit  ausce- 
fulirf,  indem  er  zwar  annimmt ,  dass  die  Dreieeksseilf  n  kleine  Gl  ossen 
erster  Ordnung  seien,  aber  die  Oberfläche,  auf  welcher  das  sphüroi- 
di?rho  Dreieck  gebildet  ist,  gUnzlirh  unbeslinimt  lässt,  so  dass  seine 
Auflösung  auf  jede  beliebige  Oberfläche  angewandt  werden  kann. 
Diese  Auflösung,  so  sinnreich  und  elegant  sie  auch  ist,  scheint  mir 
dennoch  etwas  zu  wünschen  übrig  zu  lassen.  Erstlich  ist  sie  etwas 
eomplicirt,  und  dabei  sind  die  Erklärungen  so  kurz  gehalten,  dass  man 
nicht  ohne  Muhe  zur  vollständigen  Einsicht  in  alle  Theile  derselben  ge- 
langt und  zweitens  möchte  man  wünschen,  dass  die  Reihen  weiter  ent- 
wickelt worden  wilren,  damit  ihre  Anwendung  eine  ausgedehnlere 
würde,  da  die  Gau  ssiseben  Endfonneln  doch  nur  auf  sehr  kleine 
Dreiecke  angewandt  werden  kOnnen.  Seine  Eni  wickehingen  gehen  frei^ 
lieh  alle  eine  Ordnung  weiter  wie  .»^eine  Endformeln ,  aber  wenn  man 
diese  (iiieder  zuziehen  will,  so  sieissl  ni;ui  di  ittens  auf  eine  Ltlcke,  denn 
man  bed;irf  diizu  der  geomelrisrlien  HedcMitunu  der  CoeHlcienlen,  die  er 
onl  f%  /  1  f  ,  g*'f  s't  A°  bezeichnet  hat,  und  diese  ist  in  der  Abhandlung 


*)  Seh  um.  Aslr.  Nachr.  No.  3. 
*^  Scham.  Astr.  Nachr.  B.  XIV  No.  330. 

Gauss»  Disqtdsitionea  gensrsles  circa  snpsrflcies  eurvas.  GSttln^e  IStS. 
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nicht  gegebeo;  diese  CoefficieDleo  werdeo  blos  als  die  der  Entwicke- 
lung  der  FudcUod,  die  er  mit  n  bezeichiiet«  nach  den  Polensen  von 
p  und  q  defiiiirl,  und  ihren  Zusammenhang  mit  der  Gleichuiig  der  Ober- 
fläche lässl  er  unerOrlert. 

Durch  dicijc  LnisUinde  veranhissl  liü'll  inh  niclil  lui  Überflüssig 
eine  neue  Herleitniiq  iler  Ausilrücko,  auf  \v(\lcli<^  diese  Aufgabe  ftlhrt, 
zu  veisuclii  ii ,  und  die  gefundene  diesem  AbschnUle  einzuverleiben. 
Sie  ülelll  die  Hn<lff)rmeln  alle  durch  KuncUonen  dar,  deren  Coefiicieiileii 
man  unniillelbur  durch  gewisse  Din'ereutialioni  n  aus  der  Gleichung  der 
Oberfläche  crhöil,  so  dass  die  Anwendung  auf  jede  beliebige  Oberflüche 
ohne  Weiteres  ausgeflihrt  werden  kann.  Die  Anwendung  nieiner  Knd- 
foimcln  auf  das  RevoluUonsellipsoid  von  kleiner  BxcenIriciUlt  ist  beige- 
lügt,  und  durch  Beispiele  erläutert. 

Der  Gang  meiner  Auflösung  ist  ein  gonz  aaderer,  wie  der  der 
Gaussischen.  Ich  wende  nm  sie  zu  eriiallen  keine  weiteren  Grund- 
gleichungen an,  wie  den  schon  im  ersten  Abschnitte  abgeleiteten  Aus- 
druck dh*^m*dq^  des  Quadrats  des  Lineai^eroenls  auf  irgeod  einer 
Oberflttche.  und  die  daxu  geht Bedingungsgleichuug  für  die  kürzeste 
Linie  auf  derselben  Ofierfläche,  wiihrend  Gauss  zwei  solcher  Formen 
hrauchl,  nUmlich  iti  soiiieii  Bezeichnungen  dr'^  -^m'^d(p'^  und  n^dp'^  -^dq^ 
nebüt  den  <l;»zn  /^ehorii^cii  Hodiiigijngäi;li'i<'liiini;en  der  kilr/.eslon  Linie. 
Die  Eiiifüliniiig  des  Kiüminungsmaasses  (h-i  Oln  illiiche,  ni  ileni  Sinne, 
in  welclieni  es  (Jaiiss  in  der  genannUn»  Abhandlung  zuerst  aufgestellt 
hat,  ist  aiK  h  in  der  ausgedcbutereo,  neuen  Auflösung  von  wesentJicbem 
Nutzen  gewesen. 

Ms  ist  noch  eines  wichtigen  Ünistandes  zu  er%vuhncn,  welcher  in 
dieser  Aufgabe,  wenigstens  bei  ihrer  Anwendung  «mf  das  Ellipsoid  von 
kleiner  E&cenlricitit,  und  wahrscheinlich  bei  jeder  Anwendung  dersel- 
ben mehr  oder  weniger,  eintritt.  Man  wird  weiter  unten  sehen,  dass  in 
den  hier  abgeleitclen  Endfonneln  Air  das  Revolutionsellipsoid  von  klei- 
ner Excenlriciiat  nicht  nur  die  Glieder  vierter  und  itlnfter,  sondern  auch 
zum  Theil  die  sechsler  und  siebenter  Ordnung  nicht  von  einander  ge- 
trennt vorkommen,  sondern  in  einander  geilochten  sind,  indem  sie  sich 
auf  verwandte  Formen  hinführen  Hessen.  Jede  dieser  beiden  Gruppen 
bilden  Glieder,  dcicn  Werlhe  in  der  Regel  bedeutend  abnehmen,  mit 
anderen  Worten,  die  Smnnin  der  Glicih-r  vierler  und  l'Unfler  Ordnung  ist 
gemeiniglich  weil  grösser  wie  die  Summe  der  Glieder  sechster  und  sie- 
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benler  OnUumg,  und  es  kann  voraus  !?esehen  werden,  daüä  dieses  bei 
den  rilicikitn  huhercr  Ordnuni^'cn  in  iihnlicJior  Woise  stalffindon  wird, 
wenn  nur  nicht  Dreiecke  von  alizugrossco  Seilen  gewähll  weiden. 
Anders  verhall  es  sich  aber  mit  den  r.lipflorn,  aus  welchen  jede  dieser 
Gruppen  beslehen,  die  Glieder  fUoiler  Ordnung  siad  nichl  unbediogt 
kleiner  wie  die  Glieder  vierter  Ordmiog,  sie  könnee  vieiiuehr  grösser 
werden  wie  diese,  aoü  ebenso  können  die  Glieder  siebenter  Ordnung 
grösser  werden  wie  die  der  secbslea.  Besonders  bemerklich  ist,  dass 
diese  Glieder  selbst  wandelbare,  aber  ihre  Summen  feste,  Werthe  an- 
nehmen, und  man  kann  ganz  kleine  Dreiecke  angelten,  für  welche  dieses 
schon  der  Fall  ist.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Erweiterung  der  Gaussi- 
sehen  Hlndroruieln ,  die  hoi  ihrer  Auwciidimf;  auf  das  Revolulious- 
ellipsoid  von  kleiner  Kxccnlriciiai  die  Glieder  der  vierlen  und  der  fUnf- 
Ipn  Ordnung  enlhallen  würden,  auf  (Ilieder  sechsfer  Ordnung  v(jn  i^ar 
keinem  Nutzen  gewesen  würe,  sondern  dass  es  ikjÜi wendig  auch  der 
l^nlw  itkoinng  der  GHcder  siehenler  Ordnung  bedurfte  um  Fortnein  %u 
erhalten,  die  wesentlich  grössere  Genauigkeit  gewähren.  Durch  Aus- 
dehnung der  Kniwickelungen  bis  auf  diese  Grenze  gelangte  ich  zu  Aus- 
drucken,  die  auf  die  Auflösung  von  sphäroidischen  Dreiecken  angewandt 
werden  können,  deren  Seiten  bis  20*  lang  sind. 

Den  vorstehenden  Brkl&ntngen  zufolge  bin  ich  also  allenthalben 
in  dieser  Aufgabe  Eine  Ordnung  weiter  gegangen  wie  Gauss  im 
Allgemeinen,  und  zwei  Ordnungen  weiter  wie  Gauss  in  seinen  Bnd- 
fonneln.  Meine  allgemeinen  Kndformeln  sind  bis  auf  Grössen  der  sech- 
sten Ordnung  vollständig,  und  hei  der  Anwendung  der.selljen  auf  das 
Revo!ulionselli[)soid  von  kleiner  Rxconlricilül  folgen  daraus  Laiiiorineln, 
die  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  vollständig  sind. 

79. 

Ndimcn  wir  zuerst  die  Beduction  des  s|)harischcn  Dreiecks  auf  ein 
ebenes  von  gleichen  Seiten  vor.  Die  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke,  die 
wir  uns  vorläufig  in  Tbeilen  des  Kngelhalbmessers  ausgedrückt  denken 
wollen,  sollen  mit  a,  6,  «,  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  mit 
A,  Jl,  C,  ond  die  des  ebenen  Dreiecks  mit  Ah-^A,  B-^JB^  C-^JC 
bezeichnet  werden.  Die  Trigonometrie  giebt  hierauf  die  beiden  folgen- 
den Gleichungen 
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(9,>)    .    .     sin  6  sin  ccosil  OB  Cosa  »cos  6  COS« 

Die  Bniwickeluog  der  zweiten  in  Bezog  auf  «^i,  und  die  Vergleicbung 
derselben  mit  der  ersten  fttlirt  auf  die  folgende 

BmbaiucniaA,JA  -t- Ysio^siaccosil.^A'  s  K 

wenn 

  t    »       .  /  1      Lt        1,  Sin  6  Sin  f; 

=  Cosa  —  co6ocosc-^(ii'— 6'— <;^J — 
gesetzt  wird.  Aus  den  Beihen 

sina  =  a(l  — ya^-h^^^a^  +  .  .) 

coso  =  1  —  Y**"*" *** ~  Tiö 3:  *  •  * 
folgt  aber  leicbi,  wenn  man  sie  auf  b  und  c  anwendet, 

7*0  4«  4«     *^  7««*^ 

te       —  '        5  "         •      ^4*0**  ^««*'*^  ^«0*^ 

»oiaus 

-iii*'+in**«"+rä*"«'-ili'^ 

folgt.  Die  Gleicluing  (Oö;  giebt  aber 

t»in  ^6 sin ^caia^A  =  i  —  cus    —  cos  ^6  —  cos    -•-  2  cos  a  cos  6  cos  c 
die  durch  die  Substitution  der  obigen  Reihen  in 

tibergolit ,  und  die  Division  des  vorslchcndeD  Aufdrucks  von  K  durch 

diesen  giebt  ^ 

iC  S55  —  -i  si  n    siü  2c  sin  M  j  <  -I-      +  ^  6»  -I-  ^  j 

Da  nun  in  dem  mit  JA^  multiplicirten  Gliede  des  oben  für  JA  eriisl^ 
tenen  Ausdruclis  die  Substitution 
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siübeiüccosA  =  — -1-0^4- 
ausreichend  genau  ist»  so  erhfllt  man 

sin  6  sin  c stu  ..JA  —  |  (a^  —  6^  —  c')  JA} 

woraus  auf  bekannte  Art 

JA  —  — y8in6«ioc8ini4jl-l-^aa  +  ^6»+ j^jc^j 

folgt. 

80. 

Um  dcD  eben  erhaltenen  Aasdnick  für  JA  von  der  PIttche  des 
ijibSiriscben  Dreiecks  abhuui;i^  zu  machen,  gehe  ich  von  der  bekaonlen 
Gleichaog 

aus,  IQ  welcher  diese  Flüche  mit  ^  bczeahnet  ist.  Selzl  mau 

A^^h-k-Q  »  KW 
10  wird  A^Ak'-¥'  A*  und 

hvak  =  sin  iifl  -i-  A  cos A9  —  j-  A^siuA« 

c<kA  =  eoBjlo  ^  A  sin  ^  —  Y  A^cos  ^ 

Die  irigonotuetriscbe  Gleichung 

cos6sinAsinC  =  GüsiS  +  cosAcosC 

wird  hiedurch 

dereo  liulwickelung  bis  auf  Grüö:>en  sec  h&ter  Oidüuug 

COSO  «  f  —  ^rin^iinC'*'  1       sin 4, sin Ö'''  slii%»inC 

giebl.  Es  wird  also  aucb 

sin^  =  ^Aria^.siDcP—TArtirä-'  ArtH:j;—TArin4, Sinei 
and  elioDinirt  mitn  hieraus  A  innerhalb  der  Klammem  durch  die  bis  auf 
Grossen  Tierler  Ordnung  richtigen  Gleichungen 

A  =  i^öcsin ß  s=    6tsioilo  =  Y  *  stoj 
aad  coaB  nebaC  coi^  dorch 
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dann  «giebt  sich 

«»'*-«Aiii5S>.cj«+T-'->-T«'| 
lind  eheoso,  oder  durch  blose  Vertausch ung  der  Bnchslaben  wird 

Diese  lieiden  Gletcliungcn  geben 

sia  b  sin  csin     =       j '     y       y  ^^"^  T  | 

aber 

siu  6sincsin/i^  =  sin  6siiu  sin  .1  —  \bvco9>A^, 

und  folglich  wird 

srnftsincsinil  «  2A  j^  —  «  i*"—  ~  \ 

Hiemil  kann  man  A  in  d<'n  im  vor.  Art.  orlialtcncn  AusdrucK  für  .  M 
einflihrcn.  und  durch  Verlanschung  der  Buchstaben  erbttlt  man  hierauf 
ähnliche  Ausdrucke  für  .  /B  und  JC,  Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  diese 
Ausdrucke  die  Winkeltfndeningen  in  Sccunden  angeben  soUcn,  so  muss 
A  BQch  in  Secunden  ausgedrückt  werden ,  und  nimmt  man  femer  an, 
dass  die  Drcieckssoiten  in  irgend  einem  Linearmaasse  ausgedruckt  seien, 
so  muss  man  sie  mit  dem  in  demselben  Haasse  auszudrückenden  Halb- 
messer der  Kugel,  den  ich  mit  R  bezeichnen  werde,  dividiren.  Die  Aus- 
drucke für  ./A,  ./Ii,  .iC  werden  demnach  die  folgenden 

LJissl  man  hierin  die  firnsstMi  vierter  Orchnmir  vvc^ ,  so  cntslelil  daraus 
d<M  Ijckaiinte  Le^u ndrc'i»che  Satz,  und  uub.'^erdem  l)cii<)n)tut  man  aus 
denselben 

1A  -h  /yi  -h  iC  =  —  A 
welche  Gleichung  sich  von  selbst  versteht. 
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Wenn  die  Drei«  cko  nicht  grösser  sind .  als  dass  man  in  den  Ans- 
drucken  (96)  mit  den  Gliedern  niedrigster  (zweiter)  Ordnung  ausreichl, 
80  ist  es  auch  ausreichend 

^  =  r^sin-A,  oder  =  r^,sini?  ,  oder  =  r^isiiuC 

zu  Selzen,  wo  wieder  rs  206865'  ist,  sind  aber  die  Dreiecke  so  gross, 
dass  die  Glieder  vierler  Ordnung  der  AnsdrUcke  (96)  merklich  werden, 
so  mnss  A «  om  die  zu  erreichende  Genauigkeil  nicht  illusorisch  zu 
machen,  genauer  berechnet  werden. 

leb  will  hiovon  Gelegenhoil  neliinen  die  einfachon  und  slreiigen 
Ausdrücke  fiir  den  sphllrisrlipn  U(!b('rsrliuss,  die  man  immer  noch  stalten 
in  den  Handbiichern  tindet,  auf  kurze  Weise  abzuleiten.  Nehmen  wir 
wieder  die  Gleichung 

vor,  dann  kann  man  die  allbekannten  Gleichungen,  die  dazti  dienen  um 
au.s  dvii  gegebenen  Winkeln  eioeü  sphüriüchcQ  Dieiocks  die  Seilen 
erhallen,  wie  folgt  slclieu,  * 

sm^  AcoB^iA-t-B^C)  sinAsinAsin^yc 

sin— A  cos  ^(A  —  B-i-C)  =  sinAsinC'sin^y  6 

sinBsinCcos  jtt  s  co84-(A-+>ll»C)cos4-(A— 0-l-€) 

MoUiplicirl  mau  iliese  drei  Gleicliuni,'('ii .  Soilc  für  Seile,  mil  einandei-, 
so  erlinit  man,  nach  Ausziehung  der  Quadrulwur^el  aus  dem  Produkt 
sogleich 

cos-j-asin  Y  A  =  siu-S-^siu^csinA     .    .    .  (97) 

die  nach  der  Division  durch  cos  ^-fl  scliun  rine  einfache  und  strenge 

Formel  zur  Berechnoog  des  sphärischen  üeber.schusses  wird.  Sie  ist 
indes  nicht  allgemein  anwendbar,  da  sie  in  den  Fällen,  in  welchen  sich 
A  nichl  sehr  weit  von  180"  entfernt,  nur  wenig  genaue  Resuilate  geben 
kann.  Man  kann  sie  aber  durch  die  folgende  Umformung  auf  alle  Fttlle 
anwendbar  machen.  Sie  giebt  zuerst 

cos^-j-acos'-j- A  =  cos'-j-*  — ^'"^  Y^^''^^T^ä'"*"^ 
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deren  rechte  Seile  durch  Zuzichong  der  GUMchung 

cos  a  =  cos  b  cos  c  -+■  sin  6  siu  v  cos  A 

zu  einem  votlkommeoen  Quadrat  gomachi  werden  kanti.  Diese  letztere 
verwandelt  mao  leicht  in 

Cüs-^a  =  cos^Y^cos- jc  +  sin^^  6sin-  [c 

+ 2  sin  y  6cos   sin  6  -j-  ccos  yccos  A 

und  eliminirt  man  hiemit  cos^^^  rechten  Seile  der  vorher- 

gehendeD,  so  ergiebt  sich  nach  der  Aoszielmog  der  Quadratwurzel 

(98)    cos  I  a cos    A  =  c^s  ^  6  cos  ^  c  +  i>iQ  y  6 sin  ^  c  cos  A 

Die  Division  der  (97)  durch  diese  giebt 


die  III  allen  Füllen  ein  m'l-l|(■l1^I  ^t-naiics  Uesullal  gewührl,  und  sie!» 
überdies  iucin«-,  ikk  Ii  cinom  sehr  einfachen  Gesetz  rorlsi-lireitcnd«*  Ht  ihe 
aufl^ison  lassl ,  von  welcher  jedoch  hier  ah^'esoheii  werden  soll.  Es 
giebt  aber  noch  eine  einfachere  Formel  für  die  Berechnung  von  A»  *1>® 
sich  aus  den  vorhergehenden  auf  folgende  Wci.se  ableiten  lüssl. 

Eliminirt  man  A  aus  der  (97)  durch  die  folgenden  bekannten  Glei- 
chungen 

C08^-iA»^"*f":'i:7>  ,    5io4A  «  !i!i±z54^ii=£i 

1  Bin  b  sine     *     "      %  «nAstnc 

wo  «=Y(a-h64-c;  isU  so  ergiebt  sich 
(99)    .    .  cos  ;  asiu  |  A  =  ('-^ 


eKminirt  luau  auf  gleiche  Weise  auch  A  aus  der  i  US;,  so  wird 


cosy<icosy  A  "  co«4-(^+<')  + 


SiD  9  Silt  it—0) 


und  durch  Hülfe  der  identischen  Gleichungen 

2 cos^y  A  =  co8t  A  -»-  "1 
cos  —  «  +  cos  Y         =  2cos^»cosy(s — a) 
entsteht  hieraus 
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COS  Y  «cos  ^ — 2  L-_  C0SYtC0Sy(«  — a) 

chwyIooby^ 

Es  ttod  aber  aneb  ' 

sio  Y  *       «in  Y  (*— ä)  «  -J-  cos  y  «       —  -J-      4  (^"•'0 

COB  y  («—6)  COS  Y  («— «)  s  y  cos  Y  <^       H-  Y      T  (^~^) 

identische  GleiciiuDgeu,  uod  vergleicht  man  diese  mildem  vorsieben- 
den Ausdruck  für  cos  cos'y  A  t  so  wird  man  obne  Weiteres  ge- 
wahr, dass  deraoB 

,  .  a» 4"  *      4"  ('"")  <^**s 4"  v'— CO«  4" 

cosyöcos^'yA      —  \  j  

cmy^^Y* 

folgt.  Dividiri  man  die  (99)  mit  dieser,  so  ergiebt  sieb  schliesslicb  durch 
«ioe  einfache  Reductioo 


die  aneb  stets  sieber  angewandt  werden  kann. 


8S. 

In  der  Geodttsie  wird  qmd  wobl  selten  in  die  Nothwendigkeit  ver^ 
seist  werden,  von  den  eben  abgeleiteten  Formeln  lur  Berechnung  des 
sphärischen  Uebereehnsses  Gebrauch  machen  so  müssen,  sondern  sieb 
iD  den  Fftlten,  in  welchen  die  su  Anfang  des  vor.  Art.  angeführten  Nabe- 
fongBrormelo  nicht  ausreiebend  befenden  weiden  solllea,  mit  einem 
Ausdruck  begnügen  kdnnen ,  welcher  denselben  Grad  der  Genauigkeit 
besllzt,  wie  die  Ausdrilcife  (96),  mit  anderen  Worten,  welcher  bis  auf 
Grusseo  seclisler  Ordnung  rKhliLj  isi.  Einen  solclieu  kaua  mau  leicht 
aus  der  Gleichuiig  (97)  abieilen,  und  es  macht  wenig  Mühe  in  demsel- 
ben auch  die  Glieder  Wechsler  OrdnuriL:  mit  aufzunehmen,  weshalb  dieses 
hier  geschehen  soll.  Bekaonle  Bethen  sind 

AU.««,  d.  K.  S.  SMdlMb.  4.  WlMNHh.  Xni.  8 
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weoD  man  der  Karze  wegen  den  Divisor  R  und  dessen  Potenzen  weg- 
laset, die  schliessUdi  leicht  hinzugeftigt  werden  können.  HnUiplidrt 
man  die  beiden  ersten  Reiben  mit  einander»  nnd  dividirt  das  Produkt 

mit  der  dritten,  so  bekommt  man  in  Folge  der  (97) 

sin      «l6c8in  A  j  H-laJi-lfc^-lc^ 

Aller  mit  hier  hinreichender  Genauigkeit  ist 

sin-^  A=  7  A  — 4^ 

und 

A'  «  jlf^iiü*A    ^ftcsinl  (Ifte  sin  A)* 

ElimiDiit  mau  hier  die  fuociioa  maerhalb  der  Klamiuero  durch  die 
Gleichung 

ibc  cos  Asstb^  +  — 

so  wird 

A'-- j-> -^i« 5^  cj 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  den  lUr  sin  ^  A  *  und  die  Ergän- 
zung der  oben  ausgelassenen  Divisoren  giebt  sogleich 

A  =^jbc6mA\\ 

0»      _  b*C*    C*  ) 

96 /i*        4«ö  H*        I44  Ä*        4SÜÄ*  | 

woraus  durch  die  Verlauschung  der  Buchstaben  die  folgenden  hervor- 
gehen: 

A  -  T       *  P  -  itF S-P  - 

-£_-i--*L-i-  **  t 

tSOÄ*       iöüA*  "*"  U4i<*  "*~  i 
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Diese  Au>dr  ac  ke  sind  bis  auf  Gr/Jsson  achfor  Ordnung  genau,  und  es 
ist  III  (iensclbeu  vorausgeselzl  dass  ^  io  demseltieD  Lineai  luaabse  auü- 
g^Ucki  werde  wie  die  Dreieckgseiten. 

83. 

Mit  üebergehung  der  Glieder  sechiiter  Ordnung  lässt  sich  hieraus 
Doch  eio  Ausdruck  für  ^  ableiten,  welcher  sich  besonders  zur  An- 
wendung eignet.  Setzt  maD  zur  Abkfirzang,  und  um  ^  in  Secunden 
ausgedrückt  zu  erhalten 

{^a)  SB  1^  ^  sin  A 

und  nimmt  auf  die  fülgenden  Ausdrücke,  die  biü  auf  Grüssea  vierter 
Ordnung  richtig  sind,  Bedacht 

"W  ™  rsiaaaioC  ♦    *•       rsioJsInC'  rsiaitiiif 

SO  Wird  der  erste  der  Ausdrücke  für  ^  des  vor.  Art. 

A       /  A  ^\  .  (Agj*       3  8inM-gia*S~»in'C 

Da  aber  jetzt  in  den  Gliedern  vierter  ürduuii- 

(jeaetzt  werden  darf,  so  wird,  wie  leicht  zu  beweisen  ist, 
sinM  —  8in>0-*  sin^  s     Soos Asi&BsiLC 

ond  man  bekomiDt  folglic  h 

A  » (Aa)  +— rtJTOTc  ÄT«®*  ^ 

zur  Anwendung  in  den  Ausdrücken  (96)  hinreichend  genau,  da  er  bis 
auf  Grössen  sechster  Ordnung  richLi-  i^t  Durch  die  Vertaui>chung  der 
Buchslabeo  erhält  man  hieraus  die  fuigenden 


(A*)H.l|^^-ircotgl^ 


und 


A  =  (Ac)  -I-       ,-;;771üuÄ-  "«rcoig  ^ 
Unter  die<*  n  drei  Systemen  vou  Formeln  kann  man  in  der  Anwendung 
beliebig  wabieo. 
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84. 

Die  ähnliche  ReducUon  des  spiiaroidiscfien  Dreiecks  auf  dem  Ke- 
volutionseilipsoid  auf  das  sphärische  lasst  sich  nicht  so  einfach  aus- 
fUhreo,  obgleich  das  Resultat  derselben,  wenigstens  bis  auf  Gr(}sseD 
sechster  Ordnung,  sehr  eiofacb  ist,  und  in  der  Form  Aehnlichkeil  mil 
dem  vorhergehenden  hat» 


In  der  vorstehenden  Figur  sei  P  der  Nordpol  des  Ellipsoid«;.  PA, 
PB,  PC  drei  Meridiane,  auf  welchen  die  Ecken  des  allgemeinen  sphä- 
roidiscliei)  Dreiecks  DBF  liegen.  Die  reducirlen  Breilea  dieser  Ecken 
und  die  Lttngenonlerscbiede  deisetbeo  aeieD 

PDmmW'^fl  ,  APBrnmÜ 

PF  ^W  —  ß\  APC^a' 
Die  Dreiecksseiten  and  Winkel  seien 

FE^9  ,  FDE  V  II 

DBzmc\  DFE  »  n" 

und  es  wird  angenommen,  dass  diese  Seiten. in  Bogentheilcn  des  Aequa- 
tors  ausgedrückt  soien.  Die  Azimuthc  sollen  wieder  alle  vom  Sudpiinkt 
des  Horizonts  in  einer  und  derselben  Aichluag  durch  den  ganzen  Um- 
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kreis  gezählt  werdeo,  wendet  man  daher  auch  iu  Bezug  auf  diese  die 
im  Art.  76  eio^eAlhrte  Bezeichnung  ao,  so  wird 

ADE  =  a  ,  DFP-k-  180ö=:a ',  DEP  +  180»  «a/ 
Man  erkennl  hiemuf  Idcht  aus  der  Figur  daas 

n  s  a   ^  a 

*    — «; 

M  » 

fl  «  a„  — 

BO  wie 

r  s  X  -fr-  A' 

Die  im  Vorgehenden  eingeführten  HulfsbOgen  %  und  o)  sollen  auf  die- 
selbe Weise  tbeils  ohne  Striche,  theils  mit  einem,  theils  mit  zwei  StricheD 
beseichnet  werden.  Auch  wird  jeixt 

CO  =  /.  -f-  Jia 
o'  SS  il'  "4- 
•  V  A  -fr-  Jm 


85. 


Bildet  man  nun  für  je  zwei  der  Dreiecksponkte  DEFdas  im  Art.  27 

cjogefuhrle  sphärische  Dreieck,  so  wird  man  drei  sphärische  Dreiecke 
erhalten,  in  welchen  die  Seiten  und  die  gegenüber  liegenden  Winkel 
die  folgendeu  sind. 


zu  FPE  gehörig 
zu  DPF  gehörig 


90»  ^/f,  Wt^-^if,  X 

—  480«  H- o,  ,  480«  — a„,  « 

90  -  ^  .  90  -  X 

—  180«  +  180«  —  a  ,  I»' 


zu  DPE  gehörig 


900  _  ßf 


900  -  ^  ,  / 


(0 


180«  —  a',  —  1800 

Von  den  in  diesen  Dreiecken  statt  findenden  Relationen  werden  flu* 
Zweck  die  fblgendea  gebraucht 
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sin/cosa  =  — cosß  sin/?"  +  sin/Jcos^'coÄ«»' 
sin    sin  ft"  =      cos    sin  n" 
sinju"cosa"=  — cösfi  siii/JT -i-sin /Jcos/S'  coso)" 
cos/         =     sin/?  sin/?"4-COS/?cos/?"cosa)' 
cos/  =       Sio/y  SID^  -ft-COS|9C06/f  OOS«" 

cosjjf        s     siD^fiiQ/T-i-eos/cofi/f' cos» 
80S  welchen,  wegen  n  ^  u  ^  tt  leicbt 

cos cos X  H-siQjf'sin;t"ros»sscos;{+  cos/f  cos/i?"jcos(o)"— -a»')— cosoaj 
folgt.  Sei  DUO 

«  =  jp  +  ^/a ,  ff  »  X  ^      »  t  + 

so  ergiebl  die  oben  eiiialtenc  Gleichung 

cos  (a  —  ^o')  cos  (o"  —  Jd')  +  sin  (o'  —  Jo)  sin  (o"  —  Jq)  cosn 
=  OOS  (o        ■+■  cos/^  cos/J"  {cos  (Jl  +  ^o»'  ~-  ^«d')  —  cos  (A  ■+•  ^«})| 

welches  eine  strenge  Relation  im  allgemetoen  spbllroidischeo  Dreieck  isL 
Nehmen  wir  nun  ein  sphSriscbes  Dreieck  an,  welches  dieselben  Seilen 
wie  das  spbaroidiscbe,  aber  die  Winkel  J%y  ii  ^Jfi^  »*'  d^* 
bat,  so  giebt  dieses  die  Gleichung 

cos  o'  cos  o  -h  iiin  n  sin  o  cos  (« -+-  .'/n)  =  cog  a 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  mnss  der  Ausdruck  von  dn  er- 
mittelt werden. 

86. 

Entwicicelt  man  die  beiden  eben  gefundenen  Gleichungen  indem 

man  blos  auf  die  erste  Polenz  der  mit  vorgesetztem  ./  bezeichneten 
Incremente  Ruclisicht  nimmt,  so  wird  die  Gteicbung  des  spharoidischen 
Dreiecics 

OOS  o'cos  o     sin  H  sin  <t  cos  n 

-I- jsin/ros/ — cosjf  sin /cosn  \Jq'¥  \  w%%\vk%'^\v^%  eotix  wn\j9 
m  cos  o'     sin %Jo  -h  cos^Gos  f  sin  cp  { +  M — dm" ) 

da  man  wegen  der  Uebergehung  der  Quadrale  der  Incremenle  x,  /,  w, 
bez.  stau  a,  a'.  o",  A  Selzen,  und  uberhaiipl  die  Coefßcienten  der  Incre- 
mente SO  bebandeiu  darf,  als  gehörten  sie  dem  sphärischen  Dreieck  an. 
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mfehes  die  Seilen  /  ^  die  Winke)  n,  n'  hat.  Dieses  Drei- 
eck giebt  aber 

smjfcosn'  =  sin  x' cos/  —  cos /sin/ cos  n 
sin  ;f  cos  n  =  cos    sin  x"  —  sin  x  cos  x"  t'os  n 
and  folgKch  gehl  die  vorstehende  Gleichuog  in  die  folgende  Uber, 
cosff'cos ü  •+■  sin «  stne'cosfi  -h smxco8n''J^ + sinj^cosn'^tf" 

Die  Gleichung  des  vor.  Art.  filr  das  coirespoDdirende  sphärische  Drei- 
eck wird  durch  ein  einfaches  Verfahren 

cose  cose'  -fr- sine  sin e' cos»  — •  sin^' sin/sin nJn s cos e 

dmI  wenn  man  erwSgt,  dass  in  dem  jetzt  eingefilhiten  sphiriscbeo  Drei- 
eck die  Relationen 

tinjif          sin/'    *^^x'' 

siitt  finden,  so  erhalt  man  ans  dem  Unterschied  der  beiden  eben  enl^ 
mekeHea  Gleichungen 

Aof  dieselbe  Art  bekommt  man  ausserdem 

i«is= —  — ^sinn^ — ,  — cosn  Sinn  .-T—;;  — Sin  neos  n 'S— •! 


ifajfsiii; 


Jn  =  —  : — r-  \  sin»  -r'-s  — nnfi  cos  n-.-  cosn  sinn 


cos;,  co./r         j       ^        _  ^„.j 


Ich  bemerlie  hiezu,  dajis  die  drille  dieser  Gleichungen  aus  den 
l^iflen  andern  deshalb  nicht  durch  die  Verlauschung  der  Buchstaben 
eriiaileo  werden  kann »  weil  die  Gieicbuog  s  A  die  betreffende 
Vertauschung  nicht  znlAsst. 


87. 


Die  Redoctionen,  die  zur  Gntwickelung  der  eben  erhaltenen  Gld- 
ehuoijeD  erforderliek  sind,  fuhren  sich  weit  leichter  aus,  wenn  man  statt 


des  bis  jetzt  betrscbteten  aNgemeiDeii  qpkaroidisciieD  Dreieeka  das  be- 
sondere  Dreieck  betrachtet,  in  welchem  die  eine  Seile  ein  MeridianbogeD 
ist.  Der  Uebei^ng  vom  besonderen  aum  aitgemeiDea  Dreieck  ist  nach 
dem  Schlasse  der  Entwickelangea  leicht  su  liewerksleIHgen. 

Man  Terlttngere  die  Dreiecksseile  FE  der  Figur  des  Art  Si  bia  In 
6,  wo  sie  den  Meridian  PA  schneidet  und  bezeichne  die  redocirte 
Breite  dieses  DurclischniKspunkls  mit  w«  so  wie  den  Winkel  PGE  mit  m, 
Hiemit  hat  man  das  besondere  .«^pharoidische  Dreieck  EDG  erhalten,  in 
welchem,  ausser  dea  schon  emgeluhrleü  Beziehungen  die  Seilea 

EG^S,  DG^  y 

gesetzt  werden  sollen.  Die  zu  X  ond  y  gehörigen,  dem  Bogen  x 
logen.  Bogen  sollen  9  und  f>'  genannt  werden.  Da  nun  ausserdem  der 
Dreieckswinkel  11  in  «  ttbeigeht,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  des 
vor.  Art.  Dir  ^  in  die  folgende, 

^«  =SJn?;i^|«»ö»ii5^-»'«»«cos«5y^ 

,  cos p' cos  w  sin  «M  ,  j  >  "V 

indem  jetzt  Jai  =  0  ist,  da  die  Punkte  U  und  6  in  Einem  Meridian 
liegen. 


88. 

Nehmen  wir  die  Gleichung  (17)  vor,  die  mit  Uebergehung  der  mit 

a*  und    muilipiicirteti  Glieder  rolgeoder  Maassen  gestellt  werden  kann, 

«  =  0  -  T       T  *')    +  T  y  +  X)  X 

und  in  welcher,  der  genannten  Uebergehungen  wegen,  ä  =  esin  /5o  an- 
genommen werden  darf.  Kliminirl  man  hieraus  und  durch  die 
Gleichuni^eu  (1 5),  so  nimmt  sie  die  folgende  Form  an, 

a=(4  —  *  «^~a>cosy sin'a ^x-t-js^siny^cosy cos'tt^inxcoe;^ 

— e'^  sin  /if'  cos  \i  cos  a'  sin  ^  jif 

wo  den  Besseichnungen  des  ersten  Abschnittes  gemSss  f  und  «  dem 
Anfangspunkt  von  a  angehören.  Aenderl  man  nun  diese  Bezeichnungen 
in  die  hier  eingefbhrten  ab,  und  bedenkt  das^  ^  ein  Meridianbogen  ist, 
so  findet  man  leicht  dass 
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um  J2  zu  ei halten 

j9' in  u>,  «' in  1 80*^  —  m ,  % 
um  JS'  zu  erjäalien 

'\xkßt  a'  ia  0  ,  x  in  9' 

um  Jq  zu  erhalten 

p  m  ß ,  «  in  o  ,  ;^  in  X 
versvaadelt  werden  mttsseo.  Mao  bekommt  daher  die  folgenden  An»" 

uay  4      *  '  Hin 

+  j  «*  (<  —  COS  %f  (2  —  sin  ^m})  COS  y 

—  y    sin^cos/^siny'   .    .    .  (i02) 
r^(<  +C08^/Jsin^')5j^ 

+ 1  «2  (I  _  co««|*  (2  —  sin cos / 
•»ye^sin/fcos^cosa  fiio/  (t03) 

Dt  OHA  hi«r 

wird,  60  erhalt  man 

coi^aoos -+>  2 siii/9cofl/7sio  9»  cosy'  -f- sio  V    Scos^cia  V 
tiivco«  wMiiii(9  coi^-i-siiiy'oosy'— 2  cos  ^/^sin  y'cosy'— Ssio^cos^sin  V 
Efininirt  man  bieroit  w  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  fur  J^,  und 
>UBOitauf  die  Gleichungen 

cos  a  sin  x  —  cos  (p  sin  9p'  —  sin  (f  cos  r;:'  cos  tn 
cos^k"  =  C0S9iC0S9!'  +  i>in^i»in9)'coäm 
Rücksicht,  so  bekommt  man  sehr  leicht  den  folgenden  Ausdruck 

— sin  cos^sin  %}  sin  q>  cos  9' 

+y    jcos <]p -h sin^oos^) sin  V  —  2 cosff'sin fptmx'i 

—7  <%os'^|2cos9-8in^Bicos9-i-28in'flico896iQV''  4G06a''sin9  sin/ j 

-♦•■5-e*sin/5'cos/?Jcosmßin  «jp — 2sinf^'cos;f  -f-sin^icosysiny' cosy'j 
der  btemit  zur  Substitution  in  (104)  vorbereitet  ist. 
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89. 

Die  Gleicliuiig  20)  wird  nach  f\<^r  Eüminalioo  von  /Jo  t  und  weoa 
mau  our  das  mit    muitiplicirte  Glied  beibelialt, 

ii/«  SS  y  0*  008      Bin  «  . 

WO  die  Bezeichnungen  wieder  die  des  erslen  Abschnittes  sind.  Durch 
Einführung  der  hier  fest^setzlea  Bezeichoaogeo  ergiebt  sich  aus  diesem 
Ausdruck 

SB  Y  €^  cos  w  sin  m  .  ^ 

J(a=  Y     cos    sin  a  .  % 

«Iso  nachdem  «  durch  die  Gleicbnng 

cos  «r  »  cos    cos  9>'  -I-  sin  ß  sin  9' 
elimioirt  wordeu  ist, 

^»•aB_^Ä»co8/Jsin«  sin/ — -^cos^jp'  j 

+  y  6^  sin  /9  sin  a '  sin  9'  sin  %  -gj^ 

wenn  man  auf  die  jeUl  statt  findenden  Relationen 

fta  y           sin  y'  iHi^TS* 

•in      ~  aiA  litt  « 

Rücksicht  nimmt.  Da  ferner 

cos    sin  o>  B  sin  m  sin  9 

ist,  so  bekommt  man 

cn?  ^' fos  tö  sId  o»  co»tp 


sin 7  sin y  sinn'  »iity' 

und  wenn  wieder  u?  elimioirt  wird, 

co>./^co»«;.in>>   ^  gj^  -  ^  COS ^ 
«iny  shi/'suib'  ^  «ioV 

Die  MuiliplicatiOQ  giebt  hierauf 

#1AK\   COS  5' COS  lA' sin  10  /   ^  ^    »\  *     n  •  *  •  9 

*       '  smy  siD/^'sinn  '  -        I  t'       a  sin  y 

-ieacos^/.j*-^cos9'}.il.-^^^ 

y  e'^  sin /?cos  { sin  «' sin    { ^-j^,— 

womit  die  Aosdrttcke  aller  aus  (10t)  fortzuschaffenden  Functionen  er- 
langt sind. 
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90. 

Die  Subslitution  der  Auädrttcke  (102),  (103),  (104),  (406)  io  (104) 
giebl  Don  ^a'  in  folgeadfir  Form, 

^•-.-j4i.K')+(*)l+^^l(8)  +  Wi  •  •(*•«) 

and  wenn  inao  die  Aasdrücke  der  CoefTicienten  so  (heilt,  dass  (I),  (2), 
(3)  die  Bdgea  ^,  /  eDlballen.  die  (4),  (5),  (0)  hlngegeo  davon  unatH 
IdDgig  werden,  so  findet  man 


(1 )  Ä  —  sin  «"  ( I  ^ —  si n  'ffi  s i n 2y ')  ^j^^  -+-  sin n  cos m 4-cos n  sinm 

(2)  a.2sina  ain%iico89)'  [jC  £-co6a>'  t 

—  sio  a'  sin  ^  jl~  +  sin  V  cos n  sio  m 

(3)  ss— aina  sinn'ainmsinx  f^—  r  cos  ©1 

(4;  =  sio a ' COS f/^  —  sinn  COS m COS —  cos»' sin  m  cobx 
+  sin  a  sin  -i/i  cos  y  sin  'y'  —  ?  sin  a  cos  a"  sin    sio jjf " 

(5)  K  —  2  sin  a'  cos  9    2  sin  n'  cos  m  cos  9»'  -I-  2  cos  n'  sin  m  coa  / 

+  sin  a'ain^ncos  ^ — 2sin  o"ein%n  cos  9  sin  V 

—  sin  V  OOB  n  an  m  cos/  +  4  sin  a'  cos  a  sin  9'  ain  / 

(6)  =3  sio   cos  m  sin  ^    sin  n'  cosm  sin  9  -t*  oosa'cosn'  sin  m  sin  % 

sin  a"  sin    cos  9»  sin  9'  cos  ijp'  —  2  sin  a*  sin  9'  cos  jf' 
die  Docb  aaf  ihre  einfachsle  Form  binzufüiiren  sind. 


91. 

Zur  Rednction  fies  Coefficicnten  (1)  bemerlie  ich,  dass  die  spbtt- 
riscbe  Trigonometrie  die  Gleicbung 

sina'  cos  9' = cos»'  sinm + ain  mT  cos  m  CO89 

giebl,  ond  dass  idenliscb 

1  —  sin    sin  "^tp  =  cos  V     (^^^  ^  ^^^^  9 
ist.  Hieoiii  erblüt  man  leicht 
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sin  a'(1  <—  mn*ms\n^(p']  cos      cos  n'simiicos  V+  cosii'stnmcos^  sioV 

+  siu  n' cos  m  008  91(1  —  sin^sm^') 
Aber  die  Irigoooiiielrie  giebt  tiioh 

CO89  VC08  ^'cos/ + Bio  9  sia/oosft* 
coso"  as  coeii'oosm'-hsioii'siQiiicos^ 

woraas 

cos rp(\  —  sin  %  si n  ^9')  =  cos  (p'  cos /  —  cos n  cosm  sin  <p'sin / 

foli;t.  Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  das  leUle  Glied  der  vorslebeoden 
Gleichung»  BO  wird  alsbald 

(1 07)  siBtt* [i » ain%8m'9)') im oosfi'mDiii eoi 9    linii' oofiicot/ 
womit 

erbalten  wird. 

Den  Ausdruck  des  Coefßcienleo  (i;  bringt  man  zuerst  leicht  aul 
die  folgende  Form 

{%) » — «Ott  sio^cos^'  j  _ll_-^cosf  j  -  vmaann'mm&üvnn/^ 

-+-  sio  a'  sio  m  jsin  a  cos  n  —  sio  m  cos  9  j 

und  wendet  maii  hieraof  die  trigonometrische  Gleichung 

n m cos ^ '==  sin a ' cos n  -+- cos u" sin »' cos " 
an,  so  ergiebt  sich 

(S)  =  — sino"«n»mcos(;p'        ~  -^cos</)'  j 

~  sino*c08a'8iDfi' sin  m^l^  —  Bin«''sioii'sinfli8in9'BiB/ -jS^ 

Der  Coefßcieni  (3j  hat  oben  schon  seine  eiofechste  Form.  Fdr  den  Coef- 

ficienten  (l)  nehme  ich  die  Gleichung  (107)  vor,  die  ich  wie  folgt  stelle, 

sina"  SS  co8ii'sininco89'  +  sion'cosmcusjK''  +  sina''sia%}$io  V 
und  eliminire  damit  das  Glied  sina'coa^  des  Auidmcks  fttr  (4),  wodurch 

(4)  =  «— ginn'cosf7i(cos(/)' — cosf/)cos;f'^— cosn'8inm(cos/ — cos^cosy^') 
-h  2  sin  «"sin  -m  cos  •jpsin'y' —  2  sin  «"cos  «  sin  y  'siu  x" 

enUlebt.  Aber  die  Trigonometrie  giebl  auch 

cos  q>  s  CO89 cos  x'  H"  ^in  9  sin  /cos  J»' 
cos/  =  COS9COS9'  -f-  sin^ain^'oosm 
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Durch  llülfe  die>or,  so  wie  der  Kelalionen  zwischen  den  Sinussen  der 
Seiten  und  denen  der  Winkel  gehl  der  vorstehende  Ausdruck  in  den 
folgenden  über, 

(4)  8  —  Ssina'sia^'siD/jcosce'^-cosn'coem— fiiDfi'sinmoos^l 
=  0 
da  auch 

C08a*  9B  ~  OOS  n' cos  m  +  sinn' sin  in  cos  9> 
ist.  Diese  letzte  Reduclion  hat  uns  auf  die  folgende  Gleichung  gefilhrt. 
aiD  a"  cofi  ^  —  sin  n'  cos  m  cos  ^'  —  cos  n'  sin  m  cos  x 
=  —  sin« 'sin  %  cos  9  sin  V  +  2siDtt"cosa"sm9'sinx'' 
tind  benutzt  man  diese  nm  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  von 
;5)  fortzuschaflen,  so  wird  soyleich 

(5)  s  sin  cf "  sin  m  jsin  m  cos  9  —  sin  a  cos  n  <m  %  \ 
=  sino"oosa'*sinii'6inm 

indem  die  Trigonometrie  auch 

4 

8inmcos9>  s  cosa'sinn' -|- sioa'cosn'cosx" 
giebt.  Vennittelst  der  Anwendung  der  Gleichungen 

COsmsinfjr  =  sin«jr'cosx''-~  cosjp'sin  ;f"cos«" 
cos  m  sin  (p  =  sio  q>  cos  x"  —  cos ip  sin jj"  cos »' 
CQSa'sinjIf"  =  cos  9  sin  9'  —  sin  9»  cos  9»' cos  m 

aaf  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  von  (6),  erhtilt  man  ohne  Muhe 

(6)  SB  —  sin  a"  cos  9'  sin x"\  cos a "+  cos »  cos m  —  sin n  sio  m  cos ^\ 
s  0 

wmnU  die  Bedactiooen  ansgefilhrt  sind. 

Subslitairt  man  jetzt  die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrücke  der 
Coelfictenten  (I)  bis  (6)  in  (106)«  so  ergiebt  sich,  wenn  man  zur  leich- 
teren Uebersicbt  die  Bezeichnungen 
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B  -c  -   ^  cos  w  1  ^'"""t"'  cos  a>' 

(siiijf        sin  y        ^  )     sinn  ^ 

H-  j  i  —  ^ j  sin  a '  cos a"  —  gj^sin «"  «n  9'  «»af" 

einiühri. 

Es  ist  hiebei  zu  bemerken ,  dass  wenn  man  die  Seiten  des  sphäroidi- 
scheo  Dreiecks  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet,  die  beiden 
ersten  Glieder  dieses  Ausdrucks  für  ^a"  von  der  vierten,  das  dritte 
Glied  aber  von  der  fünften  Ordnung  sind. 


93. 

Es  wird  von  Nutzen  sein  auch  die  Ansdrttcke  der  beiden  andern 
Winkel  nosers  Dreiecks  in  Function  derselben  reducirten  Breite  ß  zu 

entwickeln.  Zu  dem  Kode  giebt  der  Ausdruck  des  Art.  86  für  ^n", 
wenn  man  ilin  auf  das  besoodete,  jetzt  in  Betracht  stehende  sphäroidi- 
sche  Dreieck  anwendet, 

fltna  ginn  (  tlny  tlii^  | 

cos    ros     sin  w"  y    .  j   "  \ 

Da  cos/9'sinw"Ksitta"sin/  ist.  so  wird  sogleich 

cos cos/f  sinca"        co»^  ^  CQSy8»iDm 
fliny'iinjf  "sio«"  **  'iiny''  ~  i»ia/*«ln«i'' 

Die  MulliplicatiOQ  mit  dem  Ausdruck  fur  Jta'-Jm  des  Art.  89  giebt 
daher 

•iÄyiUi/  »in»  ^    '  «  sinn     (sio/       srny  j 

+  y   sio ^cos  /?sm  a  sin  / 
Setst  man  nun  mit  der  neoiliclien  Bedingung  wie  oben 

(108)  Jm  =iis^.wKi)*;*ii*^wlÄ*(ä)l*isrssr-K3)*(6;j 


« 
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«od  svb^lotrt  aosm  d«m  eben  entwickelten  AasdraeV  dw  (1 02).  (1 03), 
(I04j,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Ausdrücke  der  Coefficienlen, 

-♦-sin  « '  cos  n  siD    sm  *ep'  -X- 
(8)  »  8ina''co8f»'(4-SsiDV)8iD%ii2;2^  — «DVsiDm^ 

i  sio  V  &mm  \^  — ü—cos j 

(3)  s  sma  COSA  8in%nsin  ii>  cosop  -p^  —sin'«  sm»  nn  y 

(4j|  =  —  siu  u  cos n  cos  ^  —  cos  a  sin  »'  cos  91'  -h  sin  m  cos  / 

—  sina'cosn  sin%}C0S(/)6in  V  +  2sina"cosa"cosn'siDy'siiix" 
(3)  =  ätsioa'cosn'cos^ -h  :2cosa"sinn'cos9' — 'isüamco&x 

—  4siD«"co8a'co8f^  sktk^muf    810  Vsiomcosx" 

(6)  s  —  sin  «"cosn'eos msto  ^  «4-  co8    sin flf  8iD 9»'«  cos  a'^sio msio 
+  Ssina'oosn'sin^p'GOB;;'" — sfno'eosn'sin^cos^sin  (f'cos<p 

die  auf  ihre  eiofacbste  Form  hinzuführeo  sind. 


94. 

Elimioiit  man  vermittelBl  der  Gleichimg 

8in  111CO8  9»'  s  810  a"  cos  a'    cos  «"  sio  cos  / 

den  Factor  siua  'coä»'  des  ersten  Gliedes  im  Ausdruck  tür  (I),  so  er- 
giebt  sich  sogleich 

(<)  *  -  siom        -üSF^cosy'  j  +  OOS«" sinn'  j-^  -  jJLco«/  j 

'  -t-  sin  «  cos  »  sio ^  sio  '9  . 

Addirt  and  subtrabirt  man  die  FudgUod  amVsioNicos^'  auf  der  rech* 
Seile  des  Aosdracics  Air  (S),  nod  berttckaichtigt  die  Gleichung 

sin  a"  cos  9)'  =  cosn'siom-f- sin»' cosfncoä^ 

10  «int 

(2)  —  sinVsinm  j-^  -       cos©'  j 


V 


—  smo  man  smmeosmcosgf^^ 

—  2 sin a'sin n  cos n  sin m sin  <f>'  äiax  j&' 
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Durch  dieselbe»  eben  eogewaodte,  HttlfsgfeichuQg  bi  iugt  man  de»  Aiin- 
drack  fttr  (3)  ohne  Mohe  auf  die  folgende  Form 

(3)  B  8ina"8iD»'fimiiiooe«eog^sin9>'cos9i'2{^ 

—  sin^a^'sini/  sin  V  sin  y"  -2— 

^       *  sin  tf 

Die  Gleichung  (107)  giebt  durch  die  Versetzung  der  Bucbstabeo 

sin  m  a  C08  « 'sin i/cos  ip  H-  sin  «"cosfi'cos  9  -I-  sin  Vsin  ffl  sin 

Eliminirt  man  biemit  sinm  im  dritten  Gliede  des  Ausdrucks  des  Coefß- 
cienten  (4),  und  verfahrt  übrigens  eben  so  wie  oben  bei  der  Reductiou 
des  gleichbenannten  Coefiicienten,  so  vvii-d 

(4)  SB  sin  a  sin  tn  sin  ^  {sin  «"cos  X'-^  cos n'  sin  m cos  ^| 
s  sin  d' sin n'  sin  mcosm  sin  V 
da  die  Trigonometrie 

sin  rt  "cos/'  =  sia    cus  ut  -H  cos  n  sinm  cos  ip 
giebt.  Uicmrt  haben  wir  die  Gleichung 

sin  a'cos  fif  cos  ^ + cos  a'sin  n'  cos  9  —  sin  a»  cos^" 
=  —  sin a'oosaf sin ^ cos ^ sin V  +  ^ ^i" o'eo» tt  cos »' sin 9>' sin 2" 
—  sin  a^sin  fi'  sin  m  cos  m  sin 

erhallen,  und  cliiuinirt  niaii  (iainii  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks 
von  (5}t  dann  crgtebl  sich  sogleich 

(5)  =  sino"sinm{sina"cofix" — coa  n' sinm  cos  9^) 
—  2sin  o''sin  H  sin  m  cos  m  sin  V 
s  sin  «"sin  sinm  cos  m    2  sin    sinaT  sin  mcosmsin  V 

Die  Anwendung  der  Gleichungen 

cos»'  8io9>  8SB  cos ^' sin x"  —  sin 9' cos cos«" 
cos  u  sin  9/  K  cos  9  sin  x  —  ein  9  cos  cos  ti 
cosa'sinx"  b  cos 7  sin  9'  —  sin 9  cos^^'eosm 

auf  die  drei  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  für  (6)  giebt  zuerst 

(6)  =  sin  «"sin  ^'cos  jk"(co8  »'  -i-  cos  «"cos m) 

—  sin  «"cos  fi'sin  ^cos  ipiXü  tp'coB  ^ 

and  da 

cosaT         cos  «"cos  m-i- sin  «"sinm  cos  9' 

ist,  so  folgt  hieraus 
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(6)  s  siao"sinmsiD9C089i'|siDa"cosj|(" — cos»«iDmco8f>j 
s  siaa"siün'aümeosmBmq>eosq> 
womit  die  Redactiooen  ausgeführt  sind. 

95. 

SnbBtitairt  man  oan  die  eben  erhalleoeD  Ausdrucke  der  CoefBeien- 

■ 

ICD  (I)  bis  (6)  IQ  (1 08),  und  setzt  zur  leichtem  Uebersicht 

—  2  ^jj^  sin  n  cos  «'  sin  V  —  2  sin m  cos  m  sin  V 

(T  =  j  1  cos tt  I  sinmcosmsin oToos»'—  ^r?-  sin«"sin V w^^af' 

so  wil  d  schliesslich 

Auch  Iiier  zeigt  sich  auf  den  ersten  Blick,  dass  die  beiden  orslon  Glie- 
der dieses  Ausdrucks  von  der  viorlcn  Ordnung  sind,  während  das  drille 
von  der  fünflcu  isl,  went)  die  Dreiecksseilen  als  kleine  Grossen  erster 
Ordnung  betrachtet  werden. 

96. 

Nfehuicn  wir  jetzt  die  Gleichung  für  des  Art.  86  vor,  und 
wenden  sie  auf  das  in  B(>tracl)l  stehende  besondere  sphUroidisclie  Drei- 
eck an»  so  geht  sie  wegen  »  =  0  in  die  folgende  tlber, 

Ad  H  — —  Sinn  -^--r— cos«  sin m       — sm«  costn-^ — J 

Setzt  man  wieder  hiefur 

nd  sobsHtuirt  wieder  die  Ausdrucke  (102) ,  (103).  (104),  so  bekommt 
man  zuerst 

AHmMI.  i.  K.  a.  CwriliA.  4.  WiMMcb.  XUi.  9 
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(4)  «  ftn«''co«i»5j^~«io«'^^co««'aiiiiii3f^ 

+  sin  «"sin  %» cos »«  sin  V 

^  '  HD  1p  SIR 

^  «in  ^ 

(3)  =»  sin  oTsiD  %»  cos«  sio  «»'  cos  X- 

(4)  =  —  sin  «"cos  w cos y  ■+■  sin  ti'  cos  (p  —  cos «"siii  wi cos/' 

—  sin u  "sin cos rn  cos ^ sin '<^'+  2sinu"coso"co8msiD  ^'fiinjj;" 
(ii)  aft  2  sin  «"cos  m  cog  9»  —  sia  «'cos    -I-  2  cos  a  'sin  w  cos x" 

—  sin  o"8iQ  hncosmcosip^  sin  Vcos  a'sio  m  cosx' 

+  2  sio  «"sin  %  cos  m  cos  9>  sin  V  ~  ^  sin  «'cos  a'coflmsiD  ^i'sio  / 
(6)  =  —  sin  «'cos  %  sio  9  »  sin  «'  s\nq>^-  cos  Vsid  m  sin  / 

—  sina'$in%RCOSfRcos(^sin<^'cos  (p  -f-  2sin«*cosTOsiDy'cos;if* 

d(M  en  Heciuction  f:isi  ebenso  ausgeführt  werden  kauD,  wie  die  der  vor- 
hergeheoden  CoefficieotOD. 


97. 

Elimioirt  maa  durch 

sia «i'cosx*  ™  sin a'cos m    cosa'sin rncos^ 

den  Factor  siQtt'cosm  des  ersten  Gliedes  des  Ausdroclu  yoo  (1),  so 
wird  sogleich 

(1)  =  cos««nmjjj|l,-jj^cosy'j  -sinn' j^-j^cos^f'j 

+  8iiitt*8!0%cosmsin 

Die  Coefficienlen  (2)  und  (3)  sind  keiner  weileren  Reduclion  föhig.  Für 
die  Reduction  des  Ausdrucks  fttr  (4)  giebt  die  Gleicbung  (407)  durch 
die  Versetzung  der  Buchstaben 

1 1 0     sin  II*  8s  sin  o*Cf >s  m  cos  /  «i*  cos  o'sinifi  cos  ^  <^  sin  Vsin  uTsfii  V 

und  eiimiiHit  man  ihmü  sin»  aus  dem  zweiten  Gliodr  des  obigen  Aus- 
drucks für  (4),  so  bekommt  man  aufülinliche  Art  wie  oben 

(4)  mz  sin  «"sin  o' sia  V  | ^ acos   —  sio  n' oosmcos  9I 
s  sin  a'stn  fi'cos »'sin  m  sin  V 
indem  die  Trigonometrie 
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nn  ocos  9  =  m  fi'sin  m    sin  »'  cos  m  cos  9 
giebL  Venaittelst  der  Gleicliimg 

sin  a'cos  in  cos  <p  —  sin  n  cos  y '  •+•  coi»  «  sin  m  cos 

=  —  sin«'sin^wcosmcos^  siQ^y'-f-2sina"co8«"cosmsioy'siox* 
—  sin  a  sin  «'  cos  »'  sin  m  sin  V 

die  sieb  durch  die  ebeo  ausgeführte  Reduclioo  ergiebt,  eUmioire  man 
die  drei  ersten  Glieder  des  Aiisdracks  von  (5) ,  wodurch  auf  einfache 
Weise 

(ö)  =  —  sina'sin^cosmcos^  —  sin  V  Cosa"  sin  m  cos/ 
^  i  sin  uBin  n'  cos  n'  sin  m  sia  V 

erhalten  wird.  Zur  Redaclion  des  Ausdrucks  fllr  (6)  wende  ich  die  Glei- 
cboagen 

OOS m  sin 9  »  sin  9  cos/ — cos 9p' sin  /cos«' 
cos  »'sin/  Ä  cosy  sin  9'  —  sin  (p  cos  (p' cos  m 
mbsl  der  oben  erhaltenen  (1  i  0)  an,  und  bekomiue  damit 

(6)  =  —  sioa'sio^ncosmcos^sin^'cosy 
—  sinVsinmsinV^in/ 
womit  auch  diese  Redoctionen  ausgeführt  sind. 


98. 

Setzt  man  nun  aus  demselben  Grunde  wie  oben 

+  ^  sinaiGos»BiDy  <4>sittn'oosii'8iny 

^  ~  Irtfp  — 00s/ j  sin  a'cos  o'+j-jl^^  cos yjsiomcosai 

—  2^r^  sin  I» cos  »iii Ii  -(f'  —  isinn'cosw'sin^/' 

^  ^  «Dwcosmsinycosy  —  sino*sinV«o/ 

daoD  ergieht  sich  schliesslich 

^  —  |«U'  +  -|.«*cos»/?.irH.|^sin/ycos/?.C' 

Auch  hier  sieh l  man  sogleich,  da»:,  tlic  Ordnuni,  n  derGUeder  dieseJbeo 
MQ(i  wie  bei  den  vorher  eotwickelieo  Ausdrücken. 


sin»' 
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99. 

Es  sollen  jetzt  die  Dreiecksseileu  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung 
betrachtet,  und  tmter  dieser  Voraussetziinü;  die  itn  Vorheri^ehcnden  er- 
langten Ausdrucke  der  Winkelähdenmsen  bib  yu{  Gru^i>en  sechsler 
Ordnung  eniwickelt  werden.  Die  Coeflicieiuen  A,  II,  C,  A',  etc.  von 
brauchen  zu  dem  Ende  nur  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  entwickelt 
zu  werden.  Aber  statt  der  Entwickelung  der  einzelnen  Incremente  ^u, 
Jn\  Jm,  werde  ich  die  der  Function  TiJa'^Jn  —  .im  vornehmen, 
die  die  merkwürdige  Eigenschaft  besitzt,  dasa  die  Glieder  filofter  Ord- 
nung in  derselben  Noll  sind.  Setzt  man 

SO  geben  die  unverAnderlan  Aosdrficke  der  Aitt.  92.  95,  98, 

^  =  -  iSr^  «^os  (;p'  j  j  3  cotg«  +  -  cotg «  j 

+  \  "\_  't  cos/  |3cotgili-i--^:^~cotg«' 
~  0    ii^)  t <208  m  sio  V    sin  »  cos  n  sio  '^i  \ 

^   — cosy  }  (3cosg) 

(  •injif'       sin  y  )  *  wo» 

+  I  30-i6^)-(«fF-'*'«)H« 

—  S^j^sina  siny'sin/ —  (^'•"S^)    —  cosy) sinmcosm 

H-  |8inmG0Sm8inV-*-B>i>'*'^**'^i>>V| 

^  =  -  äj-^  — jS^cosy'jsina  sin/ 

—  (^-I-^)  (1  — cos</))siniiicosm8iB9'co«9' 


100. 

Bei  der  Entwickelang  dieser  Coefficienlen,  die  alle  mindestens  von 

der  zweiten  Ordniiug  sind,  bis  auf  Grössen  vierler  Ordnung  ist  vor 
Allem  7M  bemerken,  dass  die  Seilen  und  \\  inkel  so  angesehen  werden 
dUrten,  als  gehörten  sie  einem  ebenen  Dreieck  an.  Es  fnlst  dieses  dar- 
aas, dass  ein  ebenes ,  und  ein  spharisclies  Dreieck  von  gleichen  Seilen 
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in  den  WiokeJn  Dur  om  GrOflsen  zweiter  Ordow^  von  einender  ver^ 
schieden  sind .  wenn  die  Seiten  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  be- 
(rachlet  werden.  Es  darf  daher  in  den  folgenden  EntwickeluDgen 

a'  +  n'  +  m  =  ISO«  

angeoomnien  werden,  und  demzufolge  wird 

01x1  man  findet  femer 


.    ,  COS  r  =  —  T  U>  +  ^  (J>  +  X 

Bezeichnet  man  nun  die  Flttcbe  des  Dreiecks  DEG  der  Figur  des  Art. 
84  mit  F,  BO  ist  bis  auf  Grossen  vierter  Ordnung 

a  v  oSinn'sinm  'o8ina"8inm  ««sin  a" Rinn' 

wodurch  sogleicb 

y  '/■  '  *  1?  »in  V—  »  sin  V—  sin  *m 

wird.  Aber  mit  Zuziebung  der  Gleichung  (III)  findet  man  leicht,  dass 

sin  V  —  sinV  —  sin^  =  —  Scosa^sinii  sinai 
ist,  folglich  wird 

^     „  -^COS»  —  V   ir-,        -h  COtgft  J 

ooddorcb  die  Vertauscbuog  der  Buchstaben  ergiebt  sich  tiieraus 

sio^  .      »ia<f        *        8      {sui «  siD «  ^  ) 

Multipücirt  man  nun  diese  beiden  Ausdrücke  bez.  mit  4cotgn'  und 
ioolgm,  und  addirt,  so  bekommt  man  zuerst  die  Summe  der  beiden 
ersten  Glieder  des  Ausdrucks  fllr  K 


=  4-F 


siaa*eMR"  +  sinn'eosn'  +  alBflfiMllI 


Aberin  Folge  der  (III)  ist 

sin a*0O8  o'  -H  sin  n  cos»'  -i-  sin m oos m  s  8  sin  »nnn' sin  m 

«od  die  genannte  Summe  wird  daher  m^jF, 
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Die  obigen  AufdiHeke  der  Dreieoksflllehe  geben  ferner 

sin  m  cos  m  sin  V  = 


tCOs  n'Riom 


Sinn  COS«  siD ''y  =  2r — : — -^r 

Hieraus  wird  sogleich  die  Summe  der  beiden  letzten  Glieder  des  Auf- 
drucks Air       ^  4F,  und  folglich  ei^ebt  sich 

bis  auf  Grossen  vierter  Ordnung  genau. 


101. 


Das  erste  Glied  des  Ausdrucks  für  L  wird  dem  Vorhei^beoden 
zufolge  sofort 


ctiK  (t  sin  m  , 


und  ausserdem  fiudel  man  leicht 

^      ^ Cosa" sin m 


Die  Stimoie  der  zwei  ersten  Glieder  von  L  wird  also 

Damit  der  hier  erforderlichen  Genanigkeii  auch  SFssnKe'sin^'sinx* 
ist»  80  wird 

—  3  jjf^sina  siny'Bin/  »  —  6F 

femer  wird 

—  0  — cos9>)sinwco8m  =  —  y^sinmcosw 

Sin  n' 

und  das  lolzio  Glied  von  L  wird  zufolge  des  vor.  Art.  ä8F.  Die  Ad- 
dition dieser  Glieder  giebt  nun 

ebenfaliüi  bis  auf  Grüssen  vierter  Ordnung  genau. 
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102. 

Fiir  Jf  bekommt  mao  in  FoigiB  des  Vorhergebenden  schleich 

Jtf  =  —  2 Fl — : — —  -t-cos«  sinir  i 

(       sin  m  *  J 

o  m«o«"cosm         I  .  1  » 
—  XF'   810  9  4r8IQ9> 

=  0 

Glieder  der  dritten  Ordnung  in  den  Goeflicieiiten  sind  also  nicht  yop* 
banden,  nod  folglich  smd  auch  in  der  entwickelten  Functioo  die  Glieder 
fbnfier  Ordnung  gleich  Null,  wie  im  Art.  99  aogeführt  wurde. 

103. 

SleHen  wir  nun  die  erhaltenen  Entwickelungen  zus&mmen»  so  ha- 
ben wir  erhalten 

SJa—Jn  —  ^  =  —  ^  cos  2/^ 

und  tim  von  hier  zum  allgemeinen  Dreieck  (Iber  zu  i^'fhen,  belrachten 
wir  aucli  das  besondere  Dreieck  DFG  der  od  angezoi^enen  Figur,  in 
welcbem  der  Winkel  FDG  =  a\  und  der  Winkel  DFG=  1 80»«»'  ist. 
Oer  eben  erhaltene  Ausdruck  giebt  sogleich  lUr  dieses  Dreieck 

weDD  die  Fläche  desselben  mit  F'  bezeichnet  uird.  Nennt  man  aber  ^ 
die  Fliehe  des  aUgemeioen  sphttfoidischeu  Dreiecks  i>£'F,  dann  ist 

nwl  ausserdem  ist  Jn=  Ju — Ja\  der  Unterschied  der  obigen  Glei- 
chungeu  giebt  also 

a^n  —  Jn^  jfC  ^  —  ^ cos 2/? 

bis  aaf  Grossen  sechster  Ordnung  genau.  Da  diese  Gleichung  durch  die 
Verlauschuog  der  Buchstaben 

ZJn  —  JfC-^  ^»  =  —  ?^co8  2/y 

>:iebi ,  so  erhält  man  durch  eiue  leichte  Coiubination  dieser  drei  Glei- 
cbuogen  schliesslich 
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(142) 


die  auch  bis  auf  Grössen  sechster  Oitlnaog  geoau  stad.  Mao  bekommt 
ttberdies  hieraos 

mit  derselben  Genauigkeit. 


Bei  der  Beurtheilung  der  Ansdebnung,  in  welcher  die  eben  ab- 
geleitelen  Ausdrucke  Resultale  von  ausreichender  Genauigkeit  geben, 
kommt  vor  Allem  die  Grösse  der  Dreiecksflflche  in  Betracht,  aber  diese 
ist  nicht  das  alleinige  Griterion  dafür.  Man  kann  sich  Dreiecke  von  sehr 
kleiner  Flache  denken,  die  sehr  grosse  Seiten  haben,  und  es  liegt  an  der 
Hand ,  dass  man  von  den  vorstehenden  Ausdrücken  kein  genaues  Be- 
sultat  erwarti'u  daj  f,  wenn  die  Seiten  des  nroiccks  so  irross  sind,  dass  sie 
nicht  als  kleine  Grössen  erster  OidiiuQg  angesehen  vverdeui  können.  Zur 
Beurilipilung  der  Grenzen  rler  Anwendbarkeil 'dieser  Ausdrucke  könnte 
die  Hn (Wickelung  der  hier  übergangenen  Glieder  sechster  und  höherer 
Ordnungen  dienen,  allein  diese  scheinen  sich  durch  das  vorhergehende 
Verfahren  nur  sdiwer  in  ihrer  einfachsten  Form  angeben  zu  lassen,  sie 
werden  hingegen  mit  weil  grösserer  Leichtigkeit,  und  in  einer  nicht 
minder  eleganten  Form  wie  die  vorhergehenden,  durch  das  Verfahren 
erhalten  welches  jetzt  entwickelt  werden  soll,  und  man  kann  durch  die- 
ses mit  Leichtigkeit  nicht  nur  die  Glieder  sechster  Ordnung  sondern 
auch  die  der  siebenten  erhalten,  die  mit  denen  der  sechsten  Ordnung  in 
ähnlicher  Verbindung  stehen,  wie  dem  Vorherigebenden  zufolge  die  Glie- 
der der  fünften  mit  denen  der  vierten  Ordnung. 


Von  dem  im  Vorhergehenden  behandelten  Falle,  welcher  sich 

speciel  auf  das  RevolutionseUipsoid  bezieht,  niftchle  es  sowohl  aus  den 
iiD  vor.  Art.,  wie  aus  den  im  Art.  78  angeführten  GrUnden  angemessen 


104. 


105. 
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encbnoen  auf  deo  allgcMn^en  Fall  über  zti  gehen ,  ood  die  Reduciion 

eines  Dreiecks  von  kleinen  Seileu,  tlie  kürzeste  Linien  auf  irgend  einer 
beliebigen  Oberfläche  sind ,  :iuf  ein  sj/liarisches  Dreieck  von  denselben 
Seiten  abzuleiten,  und  hiebci  eine  Ordnung  und  bez.  zwei  Orünuagen 
weiter  zu  gehen,  wie  von  Gauss  gPi^chehen  ist. 

Wenn  m;in  in  den  Gleicliuni^i'u  i.'}),  f4\  (5^  des  ersten  Altschnitles 
f  sUU  ht  h  stau  <»  4jp  statt     und  y;  statl  a  schreibt»  so  werden  sie 


Zuerst  ist  hier  zu  bemerken ,  dass  wie  auch  die  Oberfläche,  auf 
welcher  die  Linien  h  und  o  liegen  sollen,  und  die  Linie  h  selbst,  be- 
schaffen seien,  a  immer  eine  kürzeste  Linie  ist.  Denn  macht  man  d^sO, 
wodurch  Asa  wird «  so  sind  die  Gleichungen  (Iii),  von  welchen  die 
letzte  die  Bediagungsgleicbang  des  Minimums  von  h  ist,  von  selbst  er- 
Mu  Diese  Eigenschaft  der  Gleichung  (1 13),  welche  im  Art.  7  in  Bezug 
aafdas  Bevointionselirpsoid  hervorgehoben  wurde,  find<*l  also  fUrjede 
OberQache  statt.  Es  wird  weiter  unten  von  diesem  wichtigen  Salse  ein 
tweiter  Beweis  erlangt  werden. 


Das  Integral  der  Gleichung  (113)  kann ,  auch  wenn  man  von  den 
(1 1 1)  absieht ,  auf  folgende  Weise  construirt  werden.  Jedenfells  muss 
aber  irgend  eine  reelle  Belation  zwischen  a  und  9  angenommen  wei^ 
den,  denn  wenn  eine  solche  nicht  vorhanden  ist,  so  kann  jede  beliebige 
stetige  oder  anstelige  Linie  ohne  Forfschi^lnngsgesetz  als  das  Integral 
der  (i  \  3)  betrachtet  werden. 

Von  einem  beliebigen  Punkt  auf  einer  beliebigen  Oberfläche,  den 
ich  mit  i4  bezeichnen  svill.  anfangend  ziehe  n)an  eine  beliebige  kürzeste 
Linie,  die  als  diejenige  a  beiriichlel  werden  soll,  für  welche  f/=0  ist. 
Auf  der  Seite  dieser  Linie,  anfweleher  man  wachsend  iinnelitnen  will, 
ziehe  man  ausserdem ,  so  nahe  an  einander  wie  mOglich,  auch  von  A 
anfangend  eine  beliel))ge  Anzahl  kürzester  Linien  o,  und  nenne  den 
Winkel,  den  das  erste  Element  einer  jeden  derselben  mit  dem  ersten 
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Element  der  ersten  Linie  a  macht  ao  dass  eicb  alle  diese  Lkueii  nnr 
durch  den  Werth  von  ip,  der  einer  jeden  dergelben  zukommt,  unter- 
scheiden. Es  ist  nun  klar,  duss  duidi  die  zwischen  a  und  (p  angenom- 
mene Relation  die  Litnge  einer  jeden  der  Linien  n  gegeben  ist,  trägt 
iiinn  di(  so  Längen  auf.  und  zieht  durch  die  Kndpuulkle  aller  c  eine  Linie, 
80  ist  ilie  Länge  dieser  =/i. 

Das  Produkt  mdrp  ist  das  erste  l-ilcnicnl  ihn-  durch  den  Endpunkt 
irgend  einer  der  Linien  o  nuf  der  Oberflüche  golci^teit  senkrechten  Linie, 
welches  mit  einem,  mit  deoi  Halbmesser  m  beschriebenen,  unendlich 
kleinen  Kreisbogen  zusammen  fallt.  Durch  die  Gleichungen  (2) ,  und 
durch  die  Verbmdung,  in  welcher  die  darin  vorkommenden  Coelficienten 
Et  F,G  mit  den  rechtwinklichea  Coordinaten  der  Oberfläche  stehen, 
kann  man  m  tn  Function  von  0  und  ^  ausdrücken,  auch  giebt  es  daza 
noch  ein  anderes  Mittel,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

Wenn  die  zwischen  0  und  9»  angenommene  Relation  so  beschaffen 
ist,  dass  immer  einem  reellen  Werth  von  9»  nur  Ein  reeller  Werth  von 
0  entspricht,  so  besteht  das  Integral  nur  aus  Einer  Linie  h,  wenn  aber 
Einem  reellen  Werthe  von  (f  mehrere  reelle  Werthe  von  0  entsprechen, 
so  \\'u\\  iliis  liiloiiral  au^  mehreren  Linien  //  bestehen.  Ist  die  zwischen 
(p  und  r,  ani<en(iujmene  Relalion  mit  der  letzten  Gleichung  (H4)  idcii- 
tisclj,  so  ist  die  dtircli  die  Eiuiiiunkic  der  Linien  a  gezogene  Linie  h 
nicht  minder  vvie  jene  eine  kiir/esle  Linie  aiil' der  Übcillaclie. 

Ks  folgt  liioraus,  dass  man  tliireh  die  Integration  der  Gleichungen 
{1 1 3j  und  (1 1 4),  oder  vielmehr  blos  durch  die  der  (  I  \  4),  die  schon  die 
Gleichung  (113)  in  sich  schliesscn,  auf  jeder  beliebigen  Oberfläche  ein 
beliebiges  Dreieck  bilden  kann,  dessen  Seiten  kürzeste  Linien  sind. 
Dieses  Dreieck  soll  im  Folgenden  zur  Abkürzung  schlechtweg  ein  sphtt- 
roidisches  Dreieck  genannt  werden,  mid  in  demselben  sind  die  zwei 
Seiten  die  Linien  0,  die  den  Werthen  9>s0  und  9»»^  angehören;  die 
dritte  Seite  ist  die  Linie  A.  Der  Winkel  zwischen  den  beiden  Seiten,  die 
von  den  zwei  Linien  0  gebildet  werden  ist  ^,  und  da  zufolge  des  Art.  3 
Vr  der  Winkel  ist,  unter  welchem  die  Linie  h  in  irgend  einem  Punkt  von 
der  betreffisnden  Linie  o  geschnitten  wird,  so  sind  die  beiden  anderen 
Winkel  unsers  spharoidiscbea  Dreiecks  die  Werthe  von  v  Hir  (p^Q  und 
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107. 

Um  ilie  IiifegratioM  der  (1 1  4)  analylijicl)  aiisziifiihrun  jiuis.s  vor  Allem 
min  FuQCtion  von  o  und  fp  dargesteilt  weiden,  und  dieses  kunn,  da 
beides  a  und  h  als  kleine  ürössen  erster  Ordnung  belrachtel  werden 
sollen,  durch  Zuziehung  vod  unendlichen  Reihen  geschehen,  die  stets 
schnell  convergiren  werden,  wenn  a  und  h  nicht  allzugross  angenommen 
werden.  Um  den  Auadrack  von  m  durch  a  und  9  zn  erhalten  werde  ich 
ein  anderes  Verfobren  wie  das  eben  angedeutete  anwenden «  und  mich 
des  Krammungsmaaasea  der  Oberfläche  in  dem  Sinne,  in  weichem 
Gauss  es  in  die  Wissenschaft  eingeführt  bat,  bedienen.  Bs  wird  da- 
durch eine  grossere  Einfachheit  und  Begelmass^keit  in  den  Entwicke- 
langen  erlangt  werden,  da  die  Relation  zwischen  m  und  dem  KrOm- 
noogsmaasse  der  Oberfläche  so  sehr  einfach  isL 

»Das  Ki  dmmunggmaass  Irgend  eines  Punkts  einer  Oberflttche  wird 
»ausgednickl  durch  einen  Bruch,  dessen  Ziihler  l'jns  ist,  und  dessen 
oNenner  aus  di  in  Produkl  der  beiden  HauplkrUmmungshuiLmcöser  die- 
»ses  Punkts  besteht.« 

Aus  der  Theorie  der  Überflächen  weiss  man,  da>s  die  beiden 
Hauptkrilmnuingshalbmesser  irgend  eines  Punkts  derselben  sich  als  die 
Wurzela  i£iner  quadratischen  Gleichung  darstellen  lassen,  deren  letales 
Glied,  wenn  man  den  CoefRcienten  des  ersten  Gliedes  gleich  Eins  macht, 
den  folgenden  Ausdruck  hat, 

rt-t* 

wenn  man  die  Ubertlüchc  auf  die  rechtwinkli'  hen  Courdinalcn  x,  y,  t 
bezieht,  z  als  Function  von  x  und  y  betrachtet,  und  wie  gewöhnlich 

setzt*).  Der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  zufolge  ist  dieser 
Ausdruck  das  Produkt  der  beiden  in  Rede  stehenden  HauplkrOmmungs- 
bdbmesser,  und  es  hat  daher  allgemein  da«  Krttinmungsmaass,  wenn 

es  mit  X  bezeichnel  wird, 


*}  Man  findet  dies«  qnairaliithe  Gleiclscng  in  vielen  Handbüchern ,  sieh«  a. 
Gonrnot,  Theorie  der  Punetioneo,  p.  I9l  der  Uebers.  von  Sobnaee» 
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tum  Ausdruck.  WabU  man  die  Lage  der  Coordioaten  so,  dass  ihr  An> 
fangspankt  in  dem  betrachteten  Punkt  A  der  OberflScbe  liegt,  die  Ebene 
der  mit  der  Bertihrungsebene  im  Pimkl  A  zusammen  rallt,  und  die 
Achse  der  in  einer  der  beult  n  Ilauplkrümmungscbcneo,  die  durcli  A 
gehen,  liegt,  dann  ibt  bekaniillicit 

and  der  voratefaende  Ausdruck  giebl 

mit  der  obigen  Definition  des  KrUminun^smaasses  tlbereinstimmend,  da 
bei  dieser  Lage  der  Coordinatenacbsen  die  HauptkrttmmoDgshalbmesser 

des  Punkts  A    und  y  xum  Ausdruck  haben. 


108. 

Man  erhält  die  Relation  zwischen  n  und  m  durch  die  folgende  Ana- 
lyse,  die  vod  der  Ganssiscben  wesentlich  verschieden  ist.  Die  Form 
(113)  des  Augdrucks  des  Quadrats  irgend  eines  Linearelcments  auf  ir- 
gend einer  ühet  fliiche.  die  mit  der  (3)  des  Art.  3  identisch  i&l,  kmm  als 
unmittelbar  aus  der  Gleic  liuüi^  ^1)  hervorgegangen  belrachlet  werden, 
wenn  man  die  sectus  Coeflicieaten  i] ,  0 ,  fi ,  r/,  6',  fj!  in  demselben  Sinne 
wie  dort  aufnimmt,  aber  die  Bedingungsgleicbungen 

r^ii'  -I-  ötf'  +  /i/i'  =  0 

einfUiirl,  und 

,^'2  +  ö'2  -|.  ^'2  -B  flj2 

setzt.  Da  nun  in  den  hier  angewandteu  Bezeichnungen 


(116) 


I    dx  =  tjda  -h  i/dtp 
du  =  Oda 


(117)    ...    .  dy  =  Oda  -h  O'dtp 

\    dl  =  fida  +  f*dq> 

ist,  so  erhalten  wir  durch  die  Elimination  aus  diesen  Gleichungen 

0  =  Adx  -h  Bdy  ■+■  Cdz 

wenn 
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A  ^  e'fi  —  dfi 

B^f^n-l^     \  (418) 


gesetzt  wird.  Hieraos  folgt  sogleich 

p  =  _4;        J  =  ....  (M9) 

und 

Erbebt  inao  die  (1 1 8)  ins  Quadrat  und  addirt,  so  ergiebl  sich  zuerst 

1»  +  ip -I- c* «  ö'v  —        +  eiv'» 

Die  zweite  ( 1 1 6)  giebt  aber 

+  03^'»  •+•     V  =  0 

also 

iea'iif^  -i-  21717 /j/a'  -h        +  «7^^  H-  ^6'^  4-  /*V^  SB  0 
and  addirt  man  diese  zur  vorsteheudeD.  so  wird  sogleich 

1>  +  IP  +  (?  =  ^2  (,^'2  +  ^1 -1-  ^'2) 

+  öMV' +  ö'' + 
+ /iMV*  +  ö'^  +  ^'') 

•iao  ifl  Folge  der  ersten  and  dritlen  (116) 

409. 

Um  die  Ausdiuike  fürr,  ä,  I,  zu  erhnllen,  nehme  ich  zuerst  die 
voilsiaDdigen  Differenlialo  der  Gleichungen  (119).  Diese  sind,  wenn 
man  fiir  einen  AugenbUck 

0-l»(^)-C(^);  0'-B(i£)-C(f) 

letet, 

IN«  GleichoDgen  (447)  geben  aber  durch  die  Elimination 
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Cdo  =  —  O'dr  -f-  r/dy 
Cd(p  ==      6(ia:  —  r^dy 

und  da      as  r,  ~  =      s  «,  ^  a  I  ist,  so  ffeben  die  eben  er- 

ax  ay         OS  ay  •  o 

hallenen  Gleichungen  nach  der  Eliimnaiioti  von  da  und  d^, 

Or  ^  ^  ffP  ^  Hl' 

0$  »      ,//>  —       =  —    (?  H- 

C»<  =     liQ  —  tiQ 
woraias  mit  Berttcksichtigung  der  dritten  (148) 

C-  (r/-  .v  ^  =  FQ  -  PQ 
und  mcU  der  Substilution  der  obigen  Ausdrücke  fUr  P,  Q, 

c(r«-.')=^j(^)  (§)-(-::-)  Q! 

-'^K^)(")-(^)(f)! 

folgt.  Man  kann  diesem  Ausdruck  noch  eine  andere  Form  geben, 
nemiich 

(120)  C*  (n  —    =8  Ä  —  S 

wenn  zur  Abkui  zuui,' 

'•-i*(l)-"(^)ll"e)-<f.)! 

-|/'(f)-'©l!va^)-"'U)t 
+  h(v)-«(^)il''(^)-<^)t 

gesetzt  wird.  Die  Identität  dieses  Ausdrucks  iiiif  detn  vorhergehenden 
ist  leicht  iiacJj/u\\ eisen,  und  beruht  wieder  auf  die  Gleichunjjeu  (118); 
»•r  ist  dem  Aeussern  nach  zwar  vveniirer  einfach  wie  jener,  eignet  sich 
aber  besser  zu  den  noch  auszufUhreudeo  Enlwickelungen. 
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110. 


Da  jetzt  die  zweiten  DtffereottalquotienteD  der  Cc»ordinaten  x,  y,  t 
io  Bezug  auf  o  ond  eintreten  werden,  so  sollen  zor  Abkürzung  die 
Mgendeo  Bezeichnungen  angewandt  werden, 

(l^)  =  «.(^)-(^)-«.(^)-«- 


Ditrereotiirt  man  hierauf  die  drei  Gleicbungea  (116)  tiieils  nach  a,  theiis 
atcb  7,  so  erhalt  man 


(121) 


t^a  -h  0^  -+-  fty  ■=■  0 

»/«  -♦-  (fr}  -H  /4>  =  ü 

ijo'  -I-  0^  +  ^/  +      -I-  e\ 

n»  welchen  die  in  der  Gleichung  (120)  enthaltenen  Factoren  leicht  ge- 
bildet werden  kOoneo.  Durch  einfache  Ehminationen,  und  mit  Za- 
aehaag  der  (1 1 8)  findet  man  aus  diesen  Gleich  ungen  zuerst  die  folgen* 
den  drei  Gruppen, 

rB  ^  ßC  3«  0 


y'ß  —  i/C 


«C-  /A  -  «m  (^) 
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Die  erste  dieser  Gruppen  erliJili  man,  wenn  man  nach  einander  nt,  ß,  y 
aus  der  ersten  und  dritten  (121)  eliminirl,  din  /weite  Gruppe  ohen  so 
aus  drr  zwfMton  und  fünften  (121),  und  du;  di  itte  Gruppe  eben  so  aus 
der  viertea  und  secbsteo  luil  Zuziehung  der  fUnilcn. 

Mit  BerttcksichliguQg  der  (116)  geben  feroer  die  (118)  die  folgen- 
den zwei  Gruppen  von  Gleichungen, 

OC  —  fifi  =  // 
/4A  —  tfC  =  0' 

liB  —  eA  SS  ^' 

r[C  —  flA  =a:  ÖWl* 

O'A  —  i^ti  =  fini^ 

deren  Abldtang  sich  darcb  die  Zusammenselxong  der  linken  Seiten 
von  sdbst  KU  erkennen  giebt.  Differentiirt  man  nun  diese  tbeils  nach  a, 
theüa  nach  7,  so  erhalt  man  in  Folge  der  vorhergehenden  drei  Gruppen 
von  Gleichungen  die  folgenden, 

(i?)  -  n  (w)  =  /»■ 


diw\ 
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Die  linken  Seiten  diesei  Gleichungen  sind  die  Faclfiren.  üü6  welchen  ilie 
Aiisdr  iicko  rur  Ii  und  N  lies  vor.  All.  hfülehon.  sdfistiluirt  man  sie  und 
berilck&icbligt  die  (121)  und  116),  so  wird  sogleich 

5  =  («*  +  /J'^  +  y^»»^m^(^y 

folglich 

C\n-t^)  »  (aa  4-/?^'  +  — +  «,2  ^^.^^ 

Die  Dtfferenlialion  der  drillen  and  fÜDRen  der  (1 1\)  gicbt  aber 

«  (5)  + (^)  + (^)  +  ««•  +  A»- +  »r' -  0 

<  (S)  ^^i^^i^  iM) + + + »•  Ci?)  -H  (^)' 

and  da 

(da\  _  /  d«'\        /  _  /  /  dy  \  _  /  d/\ 

sind,  indem  beide  hier  einander  gleichgesetzte  Functionen  bez.  (-^^^ . 
{4^)  '  (^)  ausdrücken,  so  ergiohi  sich 

Nvoniil 

(r*  -  ^)  -  -  »•  (iji) 

wird.  SeUt  man  nun  sowohl  diesen  Ausdruck  wie  den  am  Ende  des 
Art.  408  erhaltenen  in  (115),  so  wird  der  ullgemeine  Ausdruck  des 
Krilmmungsmaasses 

»=-s(i?)  («22) 

welcher  voransselzl,  dass  die  rechtwinklichen  Goordinalen  der  Ober- 
fhtehe  in  Function  der  noabhangigen  Veränderlichen  a  und  f  darge- 
stellt werden. 

iii. 

Um  X  in  enio  nacli  doi»  PohMi/oii  von  o  torlschrcilcadc  Heiiie  zu  ent- 
wickeln bedienen  wlv  nu»  um  Einfachsten  des  Ausdrucks  (4 i ä).  ße* 

zeichnen  wir  mit  %,        ,  (^)„ ,  etc.  die  Werthe  dieser  Functio- 

AMMBdl.  d.  K.  S.  GetelUdi.  d.  WiMCOK'b.  Mll.  10 
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neo  (br  deo  Punkt  A .  in  welebem  0  mb  0  ist,  so  wird  in  Fuige  eines 
bekannten  Salzes 

i 

Um  die  Ausdrücke  der  in  dieser  Gleichuna;  vorkommendon  Diffe- 
rentialquotienten erlialieii  /u  können,  mUsson  wn  üie  Ui  laiiunt-u  keiineD 
lernon.  die  zwiscfien  den  DilTerenlialen  der  rechtvviiiklirheii  Cootdina- 
ten  j',  y ,  :  <iet  Ober  flache  in  Hczui,'  auf  «i  statt  tinden,  und  diese  er- 
geben sich  leicht  aus  den  vurhergehendcn  Entwickelungen.  Zufolge 
der  Bedeutung  der  im  Art.  1  10  eingetülirlen  Functionen  a,  /,  etc. 
köDoen  die  erste  and  die  dnUe  der  (1 1\)  wie  folgt  geschrieben  werden, 

elimioirl  man  hieraus  wechselsweise        und  {^kj  1       ergeben  sich 

-  V«;  (S)  +  (f«'  -  f-o]  (^4)  =  0 

ifi«  -  V«)  (S)  +  W  -  9>  (  S)  =  0 

die  wenn  man  :  als  Function  von  x  und  y  belrachtel,  in  Folge  der  [1 18] 
und  (119)  in  die  folgenden  ubergehen, 

(«»)  •      +  (S)  +  «(S)-o 

welche  die  gesuchten  Heiatioaen  sind. 


Die  eben  ciljaltenen  Relationen  (124)  enthalten  zunächst  den  im 
Art.  10")  ani^'ekiindii^ten  zweiten  Beweis  des  dort  erhaltenen  Salzes, 
denn  sie  geben  sich  in  Bezug  anf  die  Linie  g  als  die  bekennten  Bedio- 
gnngsgleichungen  der  kürzesten  Linie  auf  einer  beliebigen  Oberfläche 
zu  erkennen»  von  deren  Coordinaten  man  t  als  Function  von  und  y 
betradilet,  und  sind  hier  ohne  die  Bedingung  des  Hinimums  einzuAlbren 
erhalten  worden.*)  Sie  haben  «ich  als  nothwendjge  Folge  der  beiden 


*;  Die  VarialioD  der  Gleichung  a  >■  /  Y(Ij^     <iy*      dä^  ist 
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erslf  ii  i  I6i.  die  die  Form  der  (113)  bedingen,  und  von  welchen  die 
erste  und  dritte  der  (12!)  die  DifferenUale  nach  o  sind,  gezeigt.  Der 
StU  selbst,  der  den  Scblttssel  zu  manclieii  Satzeo  der  angezogenen 
Gaoflsttclieo  Abhaadlaog  enthalt ,  kann  nnn  wie  folgt  ansgegprochea 
werden: 

»Weon  man  die  recbtwhiUtolieii  Coordinaten  irgend  einer  Obei^ 
ifljidie  dergestalt  in  Function  von  zwei  neuen,  unabhängigen  Verander- 
»Gehen  o  und  9>  ausdrückt,  dass  dadurch  der  Ausdruck  des  Quadrats  des 
•Elements  d%  irgend  einer  auf  dieser  Oberflllche  gezogenen  Linie  h  die 
•Form 

•annimmt,  so  ist  noth wendig  «  etne-kQrzesU«  IJnie  auf  dieser  Ober- 
■Iblcbe.  wie  auch  die  Linie  h  beschaflfen  sei.«*) 

Die  Gleichung  d«r  OberfllclM  gM»l  ab«r,  wann  %  «1«  Funelioa  TOn  <r  and  y  iMtnehlH 
wird, 

Eliminirt  man  Uienul  dz  unter  dem  IiHcfit.il/i'i<  lu>n  des  Att<;flruclis  der  Variation  da, 
md  seUl  hierauf  di«  Coeflidenleii  von  dx  und  dy,  jeden  tur  sich ,  gleich  Null,  so  er- 

oder,  da  hier  da  als  constant  betrachtet  wertlen  darf, 

(^)  +  i'(^)-«.  (^)  +  »(^)  =  « 

wtldie  die  durch  die  Bodingong  das  IHnianiina  von  tf  abgeleiteten  Bedingungs- 
tWchongen,  nnd  milden  (Iti)  ideotiacb  sind. 

*)  Die  bekennte  IHfferentiatgleiabung  für  die  Reclificaiton  ^on  ebenen,  auf  Ptriar- 
«oonlinalen  baxogenen  Linien,  netnifeh 

stein  sich  hieniit  um  so  mehr  als  ein  spedeler  Paii  der  obigen  allgemeinen  Dille- 

renfialgteichung  dar.  Denn  hier  ist  nicht  mir  der  Radlas  Vector  a  ein  speoieller  Wprth 
von  «»,  sondern  auch  eino  cprndo  Linie,  mit  änderet)  Worten  eine  kSnesie  Linie  auf 
der  lüer  in  belrachl  kommenden  Oljt-rniirhf*.  nemlich  der  Ebene. 

Ontersucbt  man  das  Entge^nt$e«eUte  des  im  Text  bewiesenen  Salzes ,  so  findet 
mm,  diss  nidit  bloe  bei  der  obigen  Ponn  voo  dA,  sondern  audi  bei  omlbKoh  vielen 
anderen,  a  eine  ItQraesle  Linie  ist.  Obgieicb  ich  für  diesen  entgegengeMtsten  Sais 

40« 
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H3. 

Gehen  wir  nun  zur  Eoiwickeluag  der  Cocnicienien  des  Ausdrucb 
(123)  ttber,  so  wird  diese  am  BiDfochsteii  durcb^fUhrl,  wenn  man  den 


keine  Anwendung  im  Sinne  bebe,  so  balle  icb  doch  IGr  angenie«wn  ihn  70  beweisen. 
Sei  daber  hier 

dki  SB  Eda^  -h  ^Fdadq,  Gdt/i' 

wo  wieder 

F  =  i^v'  +  '^0'  +  fifi 

sind.  Wenn  man  nun  nach  den  Bedingungen  fragt,  unler  welchen  in  dieser  Form  ton 

dh  die  Linie  a  eine  kürzeste  auf  der  Oberfliirhe  iiU,  so  niiiiisen  vor  Allem  die  Glei> 
cliuiigen  (Iii)  siaii  liiicion,  und  von  liieson  gelangt  man  auf  die  entgegengesetzte  Art, 
wie  im  Text,  auf  die  Bedingungsgleichungen 

V(^)-.-«(^)-.-/.(^)  =  o 

Die  vorstehenden  Aoadrficke  fiir  B  and  F  geben  aber  durch  die  DHbrentialion 

t(§)  =  '?(^)h-«(0)+/.(^) 

i  \d(f  }      ^  \dadtf  j'*'"  \äaä<()  \äGä,(  / 

al^lO  in  Folge  der  vorstehenden  Bedingnngsgleichmigen 

(")  -  • 

im)  *  1  \4^) 
Die  Int^rale  dieser  beiden  paiiienen  Differentialgleiclinngen  sind 

WO  /9>  und  f*i^  twei  wülkQhiiiche  Functionen  von  ^  beielcbnen,  die  kein  0  entballen 
dürfen.  Also  jedes  Mal,  wenn  R  und  P  diesen  beiden  Gleichungen  gnügen,  ist  a  eine 
kürzeste  Linie  auf  der  Oberfliiclie ,  und  die  Fälle,  wo  dieses  slatt  findet,  sind  wegen 
der  wilUcübrlicbcn  Functionen  von  tp  unzählicü.  Der  im  Salze  des  Textes  vorkottnncnde 
F.ill  isi  o5ti  «poriflirr  (lii'-:cs  «llgemeineu,  welcher  dadurch  herbeigefülirt  wird,  das« 
man  lfp=^,  und  / s  0  setzt. 
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Coordinalcn  x,  y,  z  ciiio  solche  F  a^c  bt ,  dass  sio  im  l'uiiki  .1  an- 
fangen,  die  Ebene  der  xtj  mit  der  BcriilHuuj^Äi  ljenc  in  .1  zusammen  ßdll, 
uod  die  r  Achse  in  enuM  der  beiden  UauplkrUmmuugsebeoeo  des  Fuuklii 
i  liegt.  Uieraus  foJgl  zuaachst 

P»  =  o,  ^i  =  a,«ii  =  o 

und  nennt  man  den  Winkel,  den  das  erste  Element  der  Linie  o  mit  dem 
posiliven  Theil  der  x  Achse  macht  Xt  dann  wird  ansserdem 

Die  GleiehuDgen  (t2i)  geben  hierauf 

(^).-o.  (^),=  « 

und  differeoUirt  man  dieselben,  nebst  der  Gleichung 

dz  s  pdx  ■+-  qdy 

der  Oberfläciie,  bekommt  man  nach  Einführung  der  obigen  Bedin- 
gmig^leicboDgen 

(S)„  =  ~        af  cos    —    sin  »af 

Wciii'i  hraucliiMi  uir  diese  Üifferenliale  nicht  Inii zusetzen.  Diu  die 
Gleichung  (H5j  auf  möglichst  einfache  Art  zu  diflercDliircn  setze  ich 

wodurch 

A 

*  ^  {I  +S)* 

erhalten  wird.  DilFerenliirt  man  nun  diese  Ausdrücke  für  A  und  B  drei 

Mal,  und  berücksichtigt  die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen,  wozu 
auch  die  für  die  zweiten  und  dritten  DifTerenlialo  von  x  und  y  in  Bczu.t» 
auf  a  erliaUeaen,  auf  den  Punkt  A  bezogenen «  Ausdrücke  gehören,  so 
eigiebt  sich 

Ao  =  Tq/o 

+2i(£f;).-s(:).(i).|si»,co.. 
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I  Ks'Ä).-  ^{£tX(^)-  '      )e(^).-''''»(^f  X ! "»  »«wir 
.+|3(^).-K^).{a-»K^).(a-r^^).H-'roo., 

uod  differcntiiri  man  auch  den  Auiidruck  filr  so  erhall  man  durch 
ZntiehuDg  der  BedinguogBgleichuogeD« 

(^)  = 

\Hti  /o      \  da  J<i 

Vor  der  Suhstrtalioo  dieser  Ausdrücke  ist  9>,  welcher  Winkel  von  einem 

beliebigen  Anfiingspuakt  ZQ  iflhien  ist.  statt    welcher  einen  bestimmleii 

Allfangspunkt  hnf  einzufühi-en.  Sei  v  der  Winkel,  den  das  erste  Element 

derjnni^oii  km/-  .  n  Linie  n,  für  welche  y.^  =  0  sein  soll,  iiiil  der 
Hau(»tkruiiiiiiuiiL;sebfn«»,  in  welcher  die  j*  Achse  liegt,  der  positiven 
Seite  der  x  machl,  dann  wird«  wenn  man  v  und  9  in  Uer^elbeo  Rich- 
tung wachsen  lassi, 

Fuhrt  man  diesen  Werth  von  %  in  die  obigen  Ausdrücke  ein»  setzt  zur 
Abkttrzung 
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und  ferner 

H  s  vcosv-l-y'siiiv 
(fssv'cosv  —  ponv 

il'  s  ff'  COS  V  -I-  (ff'— iv)  dnvcos  V — ff'sin^r 
X'  =  n  cos ^  —  %n  sin« cos« +ff sia^ 

II  —  ^  cos  ^  -4-  3  p'  sin  v  c  os  %     3  (>"  sin    cos  v  ■+-  (>'"  sin  ^ 

^'  =  ()'  cos  H  -¥  [i  Q  —  ^)  sin  v cos ^  ■+-  ((»'^  —  2(>'j  sin  h cos  w  —  </  mii  •« 

()'cos  t;  -+-  ((>"'—  2  (/')  sin  f  cos    +  ((i  —  2     sin  ^  cos  i»  +  ^'  ßin 
^'s^'"cos^  — a^'siQtPCOsH»-!-  3(»'sin^»cosi;  —  f  sia^ 

dann  giebt  die  Snbsiitotion 

»  s  19  -I-  docos  y  +  Ö  aßin  y  -»-    Ao^  cos  V"*-'^   sm  9  cos  y  +  ^  A  o-  sin  '9 
+-^/i<j^cos'g?+^/tVsin(3p cosV+ Yi««VsinVcosy+y.a"«%iDV  (<25) 
wodurch  »  in  Funclioo  von  a  nnd  9  dargesteilL  it>Lt 

Um  auch  m  in  Funclion  derselben  GrOs.seu  dai /iisU  llrn .  dient  die 
Gleichung  (122).  in  welcher  zu  dicvscin  Zweck  o  als  imaLluiiii^ige  Ver- 
änderliche, und  rIn^  eine  Constaiite  betrachtet  werden  dürfen.  Sei 
demgemüss  zur  Abkürzung  statt  der  (1 25) 

11        -h      +  4  i^<i2  -I-  I  Cö» 
daoD  ist,  um  den  Ausdrucl^  für  m  zu  erballea  der  Gleichung 
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GoUge  zu  leisten.  Da  m  und  a  zugleich  Null  werden  müssen ,  der  Coef- 
ficieot  von  a  im  Ausdruck  von  m  noUi wendig  »  4  werden  muss,  und 
auch  leicht  eriiannt  werden  kann,  dass  in  m  kein  mit  niulliplicirles 
Glied  vorkommen  wird,  so  kann  gesetzt  werden 

m  =  <j  +  «a'  -+-  ßa*  -h  yo  '  +  dffi  +  . . . 

wo  u  ,V,  olc.  uiibostimmlt'  Coi.'fHcicnlcn  sind.  Die  Subslilulion  dieses 
Aiisfirucks  in  die  vorstehende  Differentialgleichung  fuhrt  auf  die  folgen- 
den Bedingungsgleichungen. 

0  =  iO/  -f-    tl-k-  tai ;  0=aua     ^  G  -I-  «i  +  iJfl 

woraus 

«  —  —  ^ >  —  tV^  '  ^  =  ~  *o  ilo  ' '  ~"  iL  ^'  iiö  't^ 
folgt.   Die  Substitution  der  Werlhe  von  A,     C  giebl  hierauf 

( 1 2G)  «I  =  a  —  ^  /^a'  —  ^'^^  Öa 'cos f/>  —    öVsin y 

—  ^X<r^co8^ —  ^  AVsin^cos^—  ^AVsin'V'^ 

—  1^  /<a*'  cos'y  —  ^  /i'ff"  sin    cos  V  —  ^  /*  «*'      V  9 

wodurch  auch  m  in  Function  von  a  und  ip  dargestellt  ist.  Es  verdient 
bemerkt  zu  werden,  dass  die  vorhci'gehende  Analyse  leicht  zu  erkennen 
giebl,  dass  für  die  Ebene  alle  Coefficienlen  17,  6,         etc.  etc.  Null 

werden,  und  dass  man  für  die  Kugel,  deren  lliill»iiios>er  Ii  isl,  j-y  =  ^, 

erliiill,  wülirond  alle  übrigen  Coefficienlen  wieder  Mull  werden.  Für  die 
Ebene  wird  also  m  =  a,  welches  auch  aus  anderen  Grttnden  her- 
vorgeht, und  für  die  Kugel  bekommt  man 

=  «  "     ^  + 110 «*    -  m.l.7ü> ±  •  •  •  *) 

das  iüt, 


*)  Dium  Glied  und  «IIa  libriieen  ähnlichen  Glieder  lonn  man  volMündlg  au«  den 
obigen  Angaben  erhalten. 
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in  s  ü  sin 

oDd  es  ist  hier  ü  ein  Bogen  irgend  daes  grösalea  Kreües  auf  dieser 

Kugel. 

4 

115. 

Wir  kouiüieii  jetzt  zur  Intogiiilion  (k  r  Gleichungen  (1  14),  die  auch 
durch  die  Melhodo  der  iinliosiimniten  ('.oefficicnlen  ausgelltthrl  werden 
üiili.  Um  im  Voraus  iiiir  die  Form  der  ünbckaonten  schlicssen  zu  kön- 
oeD,  uod  die  Bedeutung  der  willkübrlichen  Constanlen  keoDen  zu  lernen 
soll  die  Integration  zuerst  mit  bloscr  Berttcksicbligung  des  ersten  Glie- 
des von  m  ausgeftobrl  werden.  In  diesem  Falle,  welchem  die  Bedeutung 
Qoleriiegi,  dass  die  Oberfläche  eine  Bbene  ist,  können  die  (114)  direkt 
intcgriri  werden,  und  es  iftsst  sich  vom  Integral  im  Voraus  angeben, 
dass  h  eine  grade  Linie  wenlen  muss.  Die  Linien  tr  sind ,  da  sie  auch 
kiir/eslo  Linien  sind,  iu  diesem  Fülle  auch  grddc  Linien.  Selzl  man 
«1  =  0,  so  wenlen  die  (114) 

da  =  lUi  f06  1/* 
odtp  s  dh  sin 
^  duft 

und  das  Integral  der  drillen  Gleichung  wird 

wenn  c  die  willkuhrliche  Con.sliinlo  hozcichneL  Eliminirl  man  durch 
die  drille  GleicbuDg  aus  der  zweiten,  so  sind  noch  zu  iiitegrircn 

«la  B  dA  cos  ^ 
—  od^  SS  dk  sin 

Formt  man  diese  auf  bekannte  Weise  in  die  folgenden  um, 

0  =  da  s'm  tp  +  adip  cos 
dh  =  da  cos  V  —  od^  sin 
HO  erkennt  man  sogleich  dass 

l  SS  o&in  %!> 

A  s  tf  cosip  /' 

die  lalegrale  derselben  sind,  in  weichen  l  und  V  die  willktthrlichen  Gon- 
sianten  bezeichnen.  Die  drei  Integrale,  die  wir  erhallen  haben,  gehören 
ttaero  gradlinigten  Dreieck  an,  denn  setzt  man 

c  =  i 8U "  —  c'  ,     l  s  ksinc \     l'  s=  kcosc 
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60  werden  sie 


h  sin  e*  SS  n  sio  ^ 

A  s  <r  cos  ^  -t-  €06  e' 


In  diesem  Dreieck  sind  aho  die  Seiten  n ,  k,  h  und  c',  ^} ,  if  sind  bez. 
die  dieseo  giegcnUboi-  liegenden  Winkel.  Mau  erkennt  leicht ,  dass  k  der 
Werth  von  9  für  ein  verscbwindeniles  <p  iäl,  während  zui^Icich  /^  =  0 
wird ;  Ittssl  man  die  kürzeste  Linie  h  hier  anfangen,  so  isl  c  oder  c  der 
Winkel,  den  die  gesuchte  Linie  h  an  ihrem  Anfangspunkt  mit  deijenigen 
Linie  a  macht ,  die  diesem  Anfongspunkl  entspricht,  das  ist  der  Winkel 
zwischen  h  und  k,  und  zwar  ist  in  unserem  Dreieck  c  der  iussere,  und 
e  der  innere  Winkel.  ^  jeden  beliebigen  Werth  von  tp  der  Win> 
kel  den  h  mit  a  macht»  und  es  stellt  sich  also  e  als  einen  spedellen  Werth 
von  ^  dar.  Nimmt  man  an,  dase  die  kürzeste  Linie  k  die  h  rechtwink- 
licb  schneidet,  so  wird  csc'b90^,  die  Formeln  werden  einfacher  und 
^uhcD  in  die  Iblgeudeu  iiber, 


man  wird  diese  Bedingungen  in  der  allgemeinen  Integration  der  Glei« 
chungen  (M4)  wieder  erkennen  mttssen. 


Gehen  wir  nun  zur  vollslMndigen  Integration  un6erer  Gleichungen 
ober,  60  können  wir  k  und  k  in  Function  von  <r  und <p  ausdrucken,  wir 
können  aber  auch  umgekehrt  diese  in  Function  jener  darstellen,  und  da 
diese  Darstellung  weiterhin  erforderlich  wird,  so  ist  es  am  Dienlichsten 
sie  sogleich  vorzunehmen.  Bs  könnte  olme  Weiteres  ein  schiefwink- 
liebes  sphilroidisches  Dreieck  in  Betracht  gezogen  werden,  aber  um  den 
Entwickelangen  die  einCncbste  Form  zu  geben,  soll  zuerst  ein  rechte 
winkliches  sphilroidisches  Dreieck  befrachtet,  und  daher  c=90°,  f=0 
angenoninien  werden,  der  Weilh  der  dritten  im  vorigen  Artikel  erhalte- 
nen Constante  wird  sich  nach  den  Hntwickelungen  ergeben.  Es  wird 
später  auf  einfache  Weise  vom  rcchiw  mklichen  zuiu  allgemeinen  schief- 
winklieben  »pbitroidi<»cbea  Dreieck  ttbeigej^augen  werden  können.  Der 


o  sm  ^  SS  o  cos  9 
a  cos  y      9  sin  ^ 


116. 
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eben  eingefUln  I  mi  Ht^HUnimunj^  zufolge  schneiden  sich  die  küi  /.e5ten 
Linien  /<,  und  diejeniijL'  a,  welche  tlem  Werths  rf  ^i)  entspricht ,  unter 
einem  rechten  Winkel,  und  bilden  die  Catheten  des  nun  in  Betracht  sle- 
beoden  sphäroidischen  Dreiecks,  die  Hypoteouse  deaselbea  ist  der  Werth 
von  o .  welcher  irgend  einem  unbestimmten  Werthe  von  9  zukonuDi. 
Die  AusdebnoDg,  die  im  Vorhergeheoden  der  EotwickeluDg  toii  m  ge- 
gebeo  wordea  ist,  erlaubt  die  vier  Ponotioneii  asin^t  ocos^«  «siov». 
«eos^  bis  aof  Grossen  siebeoter  Ordnung  zu  erhallen,  die  Function 
9-1-^  hingegen  kann  nur  bis  auf  Grossen  sechster  Ordnung  erhalten 
werden,  welches  aber  fttr  die  weiteren  Combinationen  ausreicht. 

Es  ist  identisch 


die  dorch  Anwendung  der  dritten  der  (1 1  i)  in  die  folgenden  übergehen 


Diese  drei  Gleichungen  sollen  jetzt  in  den  eben  angegebenen  Voraus- 
selzongen,  und  durch  Anwendung  der  Uelbode  der  unbestimmten  Coef- 
fidenten  integrirt  werden. 


d.  o  sin  V  =  V      "'H'  f'^'s 

d.acosip  =  (io  cos  V     odifß  &in  \p 


und  die  dritte  (1 1 4)  giebl 


Aus  der  vorläufigen  Integration  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die 
rolgenden  Formen  aufgestellt  werden  können. 


Uiö  PA.  Hansin, 

a  sin  <f  =(1  +o)A  h-  6    +  cA^  -|-  A' 

a  cos  ff  =         rt'  -K  67f-  -I-  r'/i'  -4-  e'h*  -f-  /'A  ' 
-h  Ii»  =      9Ü"      I A      /A-     wiA  -h  nA' 

und  dass  die  Coeflicienlc«  a,  6»  c,  e  von  der  z.wcilcn,  aiie  übrigen  aber 
von  der  ersten  Ordnung  in  Bezug  auf  die  andere  Caihete  unsere  Drei- 
ecks sein  mOssen.  Sei 

dann  wird  ^=90**— (9— z) ,  und 

i  -» 

sin  ip  —  cos  9  +  2  sio  9  —      cos  9)  +  .  .  . 

cos    =  6m  (f)  —  z  cos  y  —  j    sin     +  .  .  . 

Die  Substitution  der  obigen  Ausdrücke  in  diese  gicbl  bis  auf  Gi'Oüseo 
siebenter  Ordnun«; 

o  Sit)  ijf  =  a         -h  n-  ai  —  ^    *" )        S  1^/  +  6«  —  a  il;  A  ' 

+  (c  +  m)A»-t.(r-|.ii]A* 

o  cos  y  =  ( I  +  a  —  ü i}  A  ■+•    —  al)h* —  am  —  A'i  —  y    j  A ' 

+  [e—än^h'l  —  c'i— Ii) 

wodurch  der  Zusammenhang  zwischen  9»  und  ift  gegeben  tsl.  Entweder 
aus  der  Summe  der  Quadrate  der  Ausdrücke  fUr  asin^  und  ocos^t 
oder  auf  dieselbe  Weise  aus  den  fUr  osin^  und  ecosf»  ergiebt  sich  bis 
auf  Grossen  achter  Ordnung, 

0^  =  a.'  +  ^l  +  2a-ha2+2a'6')  A2  +  2(6  +  ü6-i-aV)A3 

+  (2c  -h  b'^  +  %ae  )  A«    2  (e + af  -hb'e) 

Da  femer  identisch 

Mp  =  <vcos  ^i^.osin  9>  —  9sin  ^d.acos  9) 

ist,  so  geben  die  obij^cn  Heilien 

(127)      4i>^  s  a -l-a'a-|-2a'6A  — (6'-|-a6'»aac)A^ 

-  (2c  +  2flc'—  4<r«)A»—  3eÄ*—  4/"*» 

und  hieraus  bekomml  man 

<r»5f  cosv  =s  (o'+2aa— -i-(3o'6—a*l)*»—6'Ä»—Äc'A« 

<r»  ^  sin  V  =  (« *  +      +  2  ö^6A  +  a  iA^  +  («7  —  de ) 
Die  Gleichung  (126)  gicbt 
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-+■  j^jlö^cos^y-f-    Ä  o- sing? cos y+  ^^AVsin'^y  —  ^  r^'^a^ 
'^(2)  =  a2{|,y-f-|öaco89  +  |ö'o8inv 

und  maohl  man  diese  vermiltelsl  der  voiljergeheudeu  Ausdrüclvt*  zu 
Kuoclioncn  von  h,  so  u  i  rdeu  nie 

+  (t  «'(< + •) + Ti'«'+  re-»'»'*-  n?» ')  * 

Durch  die  Substitution  der  duq  entwickelten  Ausdrucke  in  die  Differen- 
tialgleichungen des  vor.  Art.  ergaben  sich  die  folgenden  Bedingungs- 
gleich »ngen 

a— a't  =  —  ~  //(a'^+a'^a)  —  1 0{a'+a'a)  —  ^~  kd* 


45$  P.  A.  Ha^sbn. 

4e  -|-4m  «  ^1,6 -I-^AV  — ^j^W-i-^/«'»— ^i^öa  « 

3m  =  —  ^ r^i  +     "  ~ fi +         —  ö«««' 
t,  «  _  ^•-^.tfi  +ij.V-i^.' 

und  aus  diesen  Gleichungeo  findet  mao  leicht 

Der  Cüefficienl  a  bleibt  uiibt>s(immt ,  und  bildol  diß  /um  Integral  der 
zweiten  Diflerentialgleichong  hinzozufü^iende  Coostante.  Nehmen  wir 


Digitized  by  Google 


GbODÄTISC«!  ÜNTBiSUCBUNGKN. 


die  oben  ciiii^oJalu  le  Bestiiniuung  wieder  Jiuf,  zufolge  welcher  der  Werth 
von  <;,  welcher  der  Bedingung  y  =  (),  wutaus  A  =  0  tblj^t .  enlspi  iclil 
mit  k  bezeichnel  werden  soll,  so  bekommt  man  a'=sk.  Hiemil  iäl  die 
lotegration  uoserer  UiffereDlialgleiclianjjeo  vollsUlDdig  ausgeAibrt. 

118. 

Die  Siibslitiition  der  ebea  eriialleiien  Werihe  der  CoefficieDten  a,  i, 
tue.  in  die  AunlrOcIie  rar  « lin    «Ic.  giebt 

+(if.'-"-r.'-')'=*+(if./<'-,^:.'.'')** 

«!0<v-  t_l,«..  •  +SB0«>* 

-(34-.f"+-5-1»')*»' 

( .V +  jn 
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Ich  bemerke  biezu,  dass  a,  ft,  A  hier  dasselbe  bedeuteo,  was  bez. 
r,  />,  9  bei  Gauss. 

Die  Fläche  unseres  spbttroidischen  Dreiecks  hisst  sich  leicht  durah 
k  and  h  aosdrilcken.  und  die  Aosdeboung,  die  den  vorhcrgoiiendeo  Eni- 

wickolimgen  gegeben  wonlon  isl,  erlaubt  sio  bis  auf  Grössen  aclilor 
Ordnung  zu  erhalten;  die  GlioiitM-  der  siebenten  Ordriung  .sollen  jedoch 
hier  übergangen  werden,  da  sie  in  den  Anwendungen,  die  weiter  unten 
VOrkoinineii  \n  erden,  wei^fallen. 

Üa  die  Lineareleuiente  der  rechten  Seile  der  Differealialiiileichung 
(113),  nemlich  da  und  »m/^,  einander  inunor  unter  einem  rechten  Win- 
kel schneiden,  so  isl  das  Flächenelenicnt  auf  unserer  Oberfläche  durch 
den  Ausdruck  mdq4a  gegeben,  und  wenden  wir  diesen  auf  unser  recht' 
winkliches  sphäroidisches  Dreieck  an,  dessen  Fläche  mit  F  bezeichnet 
werden  soll,  so  wird 


Mullipiicirt  man  den  Ausdruck  (1  iVt)  Pilr  m  mit  da  und  inte&^rirt  in  Bezug 
auf  o  allein,  so  bekommt  man  mit  We^lassung  der  Glieder  siebenter 
Ordnung 

jnula^a^ll—    ^    —       '  cos  y  —  ^  </  o^'sin  tp 

—  jj^  Äo*  cos  V — 115  ^'«^     9  cos  y — AV  sin  V  +  7« 
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wo  die  Int^niiODSCOnslantc  Noll  isl,  da  das  Integral  für  a  =  0  ver- 
schwinden iDUfiS.  Das  Produkt  dieses  lolegrals  mit  dqt  druckt  die  od- 
endlicb  kleine  FiSche  aus,  die  swischeo  den.  irgend  welchen  Werthen 
von  f>  und  ^-^^q»  zukommenden ,  Linien  o  enthalten  ist,  nnd  das  Inte- 
gral dieses  Produkts  giebt  die  endliche  FlSche  des  Dreiecks.  Da  bei 
dieser  zweiten  Integralion  beides  a  und  9)  als  veränderlich  zn  betracb- 
lea  sind,  so  müsste  «r  durch  9  ausgedruckt  werden,  einfiicher  ist  os  je- 
doch beide  Veränderliche  vermittelst  der  Reihen  des  vor.  Art.  durch  h 
auszudrücken.  Man  bekommt  dadurch 


Die  Gleichung  (127)  giebt  ausserdem 


kit' 


Muliiplicirt  man  diese  beiden  Ausdrücke  mit  einander,  und  integriri 
wieder,  so  entsteht 


7 

«40 


WO  wieder  die  Tntegralionsconslanie  Null  isl,  da  die  Flüche  F  Dir  AssO 
verschwinden  muss. 


AUmiII.  *.  R.  S.  «MMllMli  d.  WiaMMirb.  XIII. 


41 
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420. 

Ausser  dem  |)islier  belrachlelen  reclilwinklichon  sphüi'oiiliiichcD 
Dreieck,  dessen  SeiIeD  und  gegenüber  liegenden  Winkel 

a ,     * .  h 

sind,  soll  jeUl  ein  zweites  belrachtet  werden,  dessen  Stücke  die  fol- 
genden sind, 

welches  also  aus  dem  vorbeigehenden  durch  blosc  Verlauschung  von 
o  mit  a\  h  mit  h\  ^  mit  xp' ,  tp  mit  (p  entsteht.  Die  FIflche  dieses  Drei- 
ecks soll  mit  F'  bezeichnet  werden.  Es  versteht  sich  nun  von  selbst, 
dass  alle  im  Vorherjj;ehenden  für  jenes  Dreieck  abgeleiteten  Relationen 
auch  auf  dieses  angcwaiull  wenion  können,  wonu  niaii  in  denselben  die 
angerulirlen  Vcriauschüngen  einfuhrt.  Durch  den  Unterschie(i  dicker 
beiden  rechlwinklichen  Dreiecke  wird  ein  allgemeines  sphiiroidisciies 
Dreieck  gebildet,  dessen  Seiten  und  gegenüber  liegenden  Winkel 

<r,  h—K 
480  — y',     ^ ,. 

biiui.  Um  hiefiir  einfaclio  Bezeichnungen  einznftihren  sollen  im  Folgen- 
den d»'ssen  Sei  iL  II  tnit  a,  6,  c,  und  dessen  Wmkel  mit  Ii,  C  be- 
zeichnet werden,  und  zwar  so  dass 

werden.  Ncnni  iniin  ferner  die  Kiilcbe  dieses  aligemeinen  s^hüroidischen 
Dreiecks  ^ ,  so  bat  diese 

zum  Ausdruck. 

Der  Ausdruck  Olr  A  ergiebt  sich  nun  zuerst  aus  dem  Ausdruck 
des  vorvor.  ArU  Air  F  wie  folgt, 
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^45Ö/t{Gfc2-|-7Ä2-h7AA'H-7P) 
-f.  — U2(3/f2-|-  4A^4- 4M -|-4A'^) 

+  i^^"(2^'(A'+  AA  +/* '  j-»-  aA'+  3A  V*  +  3ÄV*'-^H-  3AA  aA'^) 

Aus  (1(1  Htilic  fiir  osinyf  des  Art.  148  und  der  Gleichung  a=A--A' 
(»ekoninil  man  aber 

A(Ä-A') »  oemB  j<-i-,Ä«-i-ö*A*-  iö'Ä» 

—  ^  A/i-A-  —  ^-^A    '  —  i  ^-  A* 

-3^,;^(46W+3A*)) 

QDd  niacbl  man  hiemil  «csin/?  zum  allgejueau'ii  Kaclor  des  vorstellen- 
den Ausdrucks  für  ^,  so  \Mt(i  dieser 

+  ^  ^jk(6fc«—  8A*+7AA4-7A^^) 

^^e'  (3A>(Ah-A'  )  —  6A'-4-  4A'Ah-  4AA'>+  4A'') 

+  ^^;.A^{3A^—  5A^+4ÄA'-h  4A  ^) 
-|.^A'A(2A>(A4-A')  -  5A«-|-3A>A'-|.3AA''-K3A'') 

4-  gj^r  (2A^^A''H-ÄA  +A''')  —  CA'H-3A  A  +;iAV*^H-3AA'^+3A'') 

+  j«-,i(3ik*+*«(6A»-SAA'-SÄ'>)+A*— 2A*-2A^'«+3AA'»+3A'^| 

Man  kann  diesen  Ausdruck  durch  die  Einführung  der  Krümm ungsmaasse, 

die  den  Dreiecksecken  A,  //,  6'  angehören,  uiul  dio  boz.  inil  «,  :l ,  y 
bezeichne  werden  sollen,  verfinfacluii».  Die  Subülilution  (Um-  bctioUctuIon 
Reihen  des  Art.  118  in  den  Ausdruck  (12.'»)  giebt  das  Ki  umniu  iLsi  ;ii(i;s 
allgoniein  in  Kunclion  von  k  und  A,  und  es  ist  leicht  einzusehen,  da£8 
dieser  Ausdruck  zugleich  der  Ausdruck  von  ß  ist,  sehreibl  man  in  dem- 
selben A'fitaU  A,  so  erhall  uian  den  Ausdruck  fUr  y,  und  der  ftlr  u  eri^iebi 
iicb,  wenn  man  in  (125)  assO  macht.  Auf  diese  Weise  eulslehen 
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r^-^Ok-^  6  h  ■+■  V  iji'  +  Xkh  -h  I  Kh' 

Man  kann  diese  drei  Gleichungen  anwenden  um  die  Coefficienlen  t/.  (f 
aus  dem  Ausdruck  fur  ^  zu  elimioiren,  und  löst  ninn  sie  zu  dem  Kndc 
in  Bezug  auf  diese  GriJssen  auf,  und  schreibt  sogleich  alle  Glieder,  die 
man  bekommen  kann,  Irio,  obgleich  die  bttohsler  Ordoong  ersl  weiter 
onlen  gebraucht  werden»  so  gebea  sie 


(128) 


Da  im  obigen  Ausdruck  von  ^  die  Glieder  siebenter  Ordnung  ilbergan- 
i;en  sind,  so  mllsson  hier  bei  der  Elimination  von  7y ,  ö'  in  den  vor- 
stehenden Ausdrucken  dieser  Grössen  auch  die  entsprechenden  Glieder, 
und  zwar  die  mit  //.  fi,  etc.  uß,  ay  multiplicirten  flbei^ngen  wer- 
den. Die  EliminatioD  giebt  in  Folge  dieser  Bemerkung 

A  s-i|icsinB{l  +  Jö(4jl'  — 2ASH-3M  -i-3jl'>) 


.  A  (3it2  _  ^lii  ^  GM'  H-  3A'' ) 


/*A'-I-4A'') 


-  ^„  (A^(A  -h  A)  -  A»+  AVh- AA*»*  A*^ 

—  ^  (A^^öA"— 4AÄ'+5A'*)~öA^4-l  ÄA'ä'— 3AW»— 3AA^+6A'*) 
^(3A'-i-A-'(0A«— 5AA'— 5Ar*)-|.A«—2A*A'-2A^A'«+3Ar»+3A'*jj 
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Man  kaoii  noch  einen  Schrill  weiler  gehen,  und  k,  A,  h'  durch  die  Dreir 
ecksseiten  a  und  c  und  den  \Yinkel  ß  ausdiUckeo.  Zu  diesem  Zweck 
bekommt  maa  leicht  aus  deo  Keihea  fUr  0sioy  ood  ocosy  des  Art.  118 

k  mm  esin  B       —   t/c*  sio  0  ooe  *B  | 

AsccosB  ein >i{ 006  £    |     .  (129) 

A'  =  c  cos  ü  —  o     y  ayc*  sin     cos  B  | 

Bei  der  Substitution  dieser  Ausdrücke  enistehen  Glieder,  die  niHoi}, 
/X^,  PI  mülliplicirtsiod,  in  welcben  aber  aus  demselbeo  Gmode  wie 
oben 

gesetzt  werd«D  muss.  Dean  da  «« /  nur  am  Grüsseo  erster  Ordoung 
von  emander  verschieden  sind,  so  würden  durch  die  Nichtberücksich- 
tigung dieser  Gleicbongen  Glieder  siebenter  Ordnung  mit  in  das  Resultat 
der  Elimination  hinein  gezogen  werden,  die  niclits  bedeuten  können, 
>veil  die  übrigen  (iliedcr  derselben  Ordoung  über|jangen  sind.  Die  Sub- 
stitution der  (1i9}  gicbl  nun 

A  =  7MsiaA{l-h4jf(3a>-*9accosA-i-4<^ 

+ 1^  (3o'  —  1  ^ac  cos  B  +  Sc^) 

« 

H-     (3a*  —  öaV + 3c«  —  1  M'ccosB)  +  <j 

weon  die  Summe  der  im  vorhergehenden  Ausdruck  Air  A 
maitiplicirten  Glieder,  die  weiler  ooteo  oicbt  gebraucht  werden,  mit  l 
bezeichnet  wird.  Alle  vorsiehenden  Ausdrücke  Dir  A  sind  ^  >Qf 
Grössen  der  siebenten  Ordnung  richtig,  und  ausser  dem  letzten  wttrde 
man  noch  zwei  andere  erhallen  können,  deren  einer  vom  Winkel  4 , 
und  deren  anderer  '»oni  Winkel  C  al  luingen  wUrde;  ich  halle  indess  für 
UberfliLsjiii:  diese  beiden  Au.sdrücke  liier  abzuleiten,  um  so  mehr,  da  wir 
sie  weiter  unten  auf  einfachere  Art  werden  erhalten  können. 

122. 

Die  Summe  der  Winkel  unser«  atlgeroeiDeo  sphSroidischeD  Dreiecks 
kann  auf  ttbnliche  Weise  ausgedrückt  werden.  Die  E^e  Air  ^H-^  des 
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Art.  118  wird  auch  durch  die  Vemandehing  von  Ii  in  Ii  auf  düs  zweite 

im  survor.  Art,  bctrachlclc ,  recUlwinklichc  spharoidlKcho  Dreieck  be- 
zogen, liiul  linkt!  Süll*'  derselben  i?eh(  zngleicli  in  7  -f-y  Uber.  Zieht 
iiKiu  {Ion  Au.sdnick  dieser  Grosse  von  dct)i  der  vorher  eruühuleu  ab,  so 
wird  die  recblc  Seile  des  Lnleröchiedei»  der  Au2>druck  von 

und  wir  bekoromen  daher  sogleich  fftr  die  Summe  der  Winkel  des  all' 
gemeinen  gphSroidiscfaen  Dreiecks  den  Aosdrock 

+  (3  4/;^  4-  1 3  (A^  +        /, )) 

H-  „     (37/fe»(* + A' )  +  »6(*'+        AA''+  Ä»))  j 

Führt  man  hierin  zuerst  die  Oreiecksflache  durch  die  Gioichung 

(130)    fc(A-Ä')  =  2A  [\-rfV{f^'  +  f*'-*-f'h'+h'') 

-  ?1»  0'  {lik-^ (A  -f  A'i  +  4  (A^  +  A'A'-h  ÄA  +  A'^^}  | 

ein ,  die  leicht  aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  so  wird 

A-hli+C  =  180"-*- Ajv  +  |öA  +  -^ö'(A  +  Ä') 

-|.|;iA'+  |a'A(A4- A')H-  ^A''(A*-l-AA'+A'3) 

r»/'^'  +  i!5M'^V»+Ä)  +  ^/4"A(A^-|-AA'+A'0 

+  ^/'(Ä'+A'A'+AA''+Ä'^ 

-55»?ÖA(A2+7(A^+AA-|-Ä'»)) 

,^  y>'      ('*  +  '0  +  2A»^  3Ä«A'^3AA'*-|-«Ä'*)j 

und  eliminirt  man  hieraus  17,  0,  O'  durch  die  (iiS),  deren  Ghedcr  hier 
Alle  in  Betracht  kommeOt  so  ergiebt  sich 
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90 

Saß 


-  ^(ft«-  4Äi  H-  7ÄA'  - 

-t-^'"(7&»— 3A»Ä'— 3**'^H-7Ä'»)j 

Wendet  nian  endlich  die  (129)  an,  um  die  DreieckssUtcke  a,  c,  Ii  cin- 
zuriihreD,  wobei  hier  mir  die  Glieder  eiüter  Ordnung  derselben  in  Be- 
Iracbl  komineo,  so  bekommt  uiuu 

i-l-B-l-C  SB  ISO*  H- 

-f-  ^(c^  — ot-cos//  — aa^} 


180 


-     jSlfc»- 4SlJf 48Jf  aV- 7Jr"V| 

wo  zur  Abkürzung 

./   =  A  sin  2/?  +     sin    cos  /?  +  A"  cos 
y/'  =  A'siD/?-l-A"cosÄ 

=  r 

ü   =  /4  sin    +  3/i  sin  ^JS  cos  I?  +  3//  sin    cos  '^/?  +  /i"'  cos 
W  =    sin  "^B  -+-  2/»"  sin  £  cos  £ + "  cos 
Jf'  =  fisiaB'i'/t'cosB 

gesetzt  worden  ist.  Die  vorstehenden  Ausdi  ucke  für  die  Summe  der 
Winkel  (Jes  allgemeinen  sphUroidischen  Dreiecks  sind  bis  auf  Grössen 
sechster  Ordnung  richtig. 


108 


Vergleichen  wir  jetzt  das  bii>her  betrachlele  sphUroidische  Dreiedi 
mit  dem  sphärischen ,  welchos  dieselben  Seilen  a,  b,  c,  hingegen  die 
Winkel  il+M,  B^B,  C-t-MJl  bat,  uod  entwickelo  die  Ausdrucke  fllr 
dA^  dBt  dC.  Ich  habe  hier  das  sphttrische,  statt  des  von  Gauss  zur 
Vergleichung  gewählten  ebenen  Dreiecks  gesetzt,  weil  das  Resultat  d«r 
durch  eine  grossere  Allgemeinheit  erfalllt,  und  die  Vergleichung  mit  dem 
ebenen  Dreieck  als  speciellen  Fall  in  sich  fasst,  welcher  elnfiicb  dadurch 
herbei  geftihrt  wird,  dass  man  den  Halbmesser  der  Kugel ,  auf  welcher 
man  si<li  i\as  sj)l»arische  Dreieck  veraoichnol  denkt,  unendlich  gross 
macht.  Dieser  Halbmesser,  welcher  hier  mit  in  Betracht  kommt,  und 
mit  r  bezeichnet  werden  soll,  ist  im  Alii^cmcinen  völlig  w  illkuhrlich,  und 
ninn  kann  ihn  in  den  Anwendungen  so  bosdmmen.  dass  die  Ausdrücke 
möglichst  einfach  werden.  Nehmen  wir  nun  r  in  demselben  Linear- 
maasse  ausgedruckt  an,  wie  die  Dreiecksseiten  a,  6,  c,  dann  erhalten 
wir  aus  der  sphilrischon  Trigonometrie 


und  setzt  man  hierin  Rlr  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  Seiten  die  be- 
kannten Reihen,  die  schon  oben  angewandt  wurden,  so  giebl  eine  Enl- 
wickelung,  die  durchaus  keine  Schwierigkeiten  bat« 


(132) 


6c  cos  (A+dA) 
ae  OOS  {B+dB) 
ab  coB  {C+dC) 


wo  zur  Abkürzung 
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gesetzt  wordeo  ist.  Diese  drei  Aasdrttcke  folgen  doroh  Veriauschcing 

der  bctretronden  Buchstaben  aus  eioaDdcr,  die  weiteren  Entwiclcelungen 

aber  besitzen  diese  Eigenschaft,  wenn  man  nicht  neue ,  von  der  allge- 
DX'inen  Oherfliiche  abhängige,  HttlfsgrOsscu  emmhren  will,  nur  in  ge- 
ringeiem  Maasse. 

Zur  weiteren  Kniwickelung  der  Functionen  K,  L,  M  brauchen  wir 
ausser  der  Gleicluing  a=Ä— Ä'  nur  die  ersten  Glieder  von  und  a"\ 
hier    and  6^,  des  Art.  MS,  nemlich 

diase-geben  leicbi 

-  |flrM(A+A'){A*+*A'+A'»)j 

oad  rolglich  wird 

=  -  4A»(Ä-A')2|4H-|i,ÄÄ'  +  jÖ*AÄ'-|-^öWÄ  +  AA'^j 

ferocr  wird  mit  ausreichender  Genauigkeit 

a2  —  56^  —  öc'  =  —  1  Ok'  —  4    —  2//A'  —  4A'2 
76»+7c*-H06V^  =  24fc'  +  24/f^(Ä^+A'^)  +  7A'-l-40ÄV*'2-+-7A'« 
('H-c^»  ^ük'+A^-I-A'' 

folglich 

»  8*«(A-Ä')^,3A«+Ä»+AA'-hÄ'*) 

Ferner 

3a*— 76»— Sc»  «  —  40*»—  6ÄÄ  — 4A'^ 
54*_  3<j*  —  i  a6V  »  —  8k*  —  46A»A» -  3A* - 1  OA»Ä'»-l- ÖA  * 

^  — 3a>  »  —  2fc<^3A»H-A'^ 

iolglicb 

««(3««  —  76» — 3<J») + ««(56<  -  3c«  —  1 06V)  —  (6» — t^*—  ^ 
=  _  8A2(A— AOM^'-^-a**— 3**'-«-*'^ 
Hiemil  sind  die  Glieder  enl wickelt,  aus  weichen  K  und  L  beslebon,  und 
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man  erkennt  leiclil,  ilass  sich  dio  von  M  aus  denen  von  L  ergeben, 
wenn  in  diesen  h  und  4'  mit  einander  verlauschl  werden.  Aus  diesem 
Grunde  wird  es  Uberflttssig  die  Gliedert  aus  welchen  M  besteht,  aus> 
fithrlich  hinzuschreiben.  Stellt  man  jene  zusammen«  so  erhalt  man 

Es  ist  zu  bemerken ,  dass  diese  Functionen  die  Grundlage  des  Unter- 
söbiedes  zwischen  der  Reduction  des  sphäroidiscben  Dreiecl£s  auf  das 
sphttrische,  und  der  Reduction  desselben  auf  das  ebene  Dreieck  bilden. 

Denn  macht  man  in  dcnselhon  r  unonillich  gross,  so  werden  sie  Null, 
und  in  den  noch  zu  eutwickeiudcii  i'  uucliuucn  wird  r  nicht  vorkomuieo. 

Den  eiofjcruhrlcu  Bezeichnungen  zufolge  wird  im  sphttroidischeo 

Dreieck 

hccmA  =  9C08  q> ,  öcos  qp'  +  9  sin  91 .  o  sin  qt 

Da  ferner  aus  demselben  Grunde  die  erste  Gleichung  (4  ^2) 

hcco8{A+dA)  s  — l(*-Ä)-+|e*-l-|-a'»-l-ir 

giebt«  so  bekommt  man  leicht 
bc  (cos  A — cos  (A-t»dA)) 

=  j  (/* — h'j-  —  ~  (ö  cos  y  —  ö  cos  (f  f  —       siti  (p  —  a  sin  <p'y  —  A 

Femer  ist 

occos  B  s  {h—h')  a  cos  ^ 
4i6oosC  B  —  (Ä— Ä')0'cosv' 

und  diu  zweite  und  drille  der  Glcichuiii^en  {1 32)  werden 
accos(ir-|-^ir)  s         A)' -1-4-0»— yu'-»-!' 
a6costC+(>C)  =  l.(A~Ä')2  — ±ö2H.-i-o'^  +  if 

woraus 
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dlfcos      cos(CH-dC))=-l(A-Ä')«-  (Ä-ÄVcosv»'  -I-  i-(<i«-<^a)_|f 

folgen.  Man  eikt mit  Ineiaus,  dass  fVr  aus  cV/?  vollsliindtt,'  (liiicli  Ver- 
tauschling  vuii  h  und  A  mit  eiriimder  erhailcn  wird,  we^^halh  im  Folgen- 
den nur  die  Eotwickelungeo  von  <tA  und  dB  vorgenommea  m  werden 
brauchen, 

125. 

Die  Reihen  des  Art,  1 1 8  geben  bis  auf  Grossen  der  aditen 
OrdooDg 

(asiny-o'  sin  (fj  =  (/i— A')' j  1  + 1      +    (2öfc^  -I-  ^ft  {A  +  h')) 

+  55  (3  AA* + 3  A'A»  (Ä  +  A')  -i-A'A^  (A^  H-  AA'  +  A'«) 

4.  _L  (4 ^A- -I-  G +  A')  +  4  /A^  (Ä2  +  AA'  H-  A'^ 

+  /*'"A»(A'  +  AW  ■+•  AA'=»  -I-  A'")) 

+     (3**-*  + 

5ii  'iö*  (36  A«  —  73  A*(A«  +  ÄA'  +  A'^)) 
+  siö  Vö' 7  A« (Ä  +  A)  -  II A«(A»-|.AWh.  AÄ'^+Är»))! 
woraus  sieb  ohne  Muhe 

fc(cosi-cos(^+cr^))=-  ~  k^h-ltj  W  7i  +  ^  («öA-f.  fl^(*+A')) 

-h    (3  AA«  -I-  3  A' A  (A  +  A')  +  A"  (A=»  +  AA'  +  K*i) 
^.  ^L-  (4/iA'-*-VA^^A-hA')-f.  VA(A2+AA'+A'2) 
+  Ii"  (A»+  AW  +  AA'2-i-A''}) 
-I- (3  A»-h    +  6ÄA' -I- Äf^ 

^  -L,,ö'(i  7fe^(A+Ä>6A»+26A*A'+86ÄA'«+6A'»)} 
—  Ä 
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ergiebl.  Alan  Ijekoimnt  femur  aus  deo  Reiboo  des  aogczogeuen  Artikels 

»(A-A)' ji  -li7ik>-.^{3^ik*-|-flri^(2A-l-A')) 

- ^(6M*  +  4A'ik='(2A  + A')-t. A'*»(3A»-|. 2AA A'^)) 

- 1  r/'(ik«  ^  Jb>(3   +  2  AA'  H-  A*^) 

—  ^ »/  Öit  (3  /t*  -I-  2  A^  (3    +  2  AA'  -I-  A  ^) 

-  tJ»ö  ';ö'(25  A»(2AH-A')+18AV*A»+3AW+2ÄA'«+A'«))j 

und  hieraus 

ac{coBB  —  coA(A+<)^i8)} 

=  -  T  11';+  ,1  (3«A+  «"(Ä  A  -I- A-)) 

-I-  ^  (6iA'  -t-  4il'A(2  A    A')  -|-  jl"  (3  A'    2  AA'  A')) 
+  iii   0     + 1  ü  /i'A^  (2  A A)  -h  5  fi'k  (3    +  «  AA'  +  A'>) 

+^"'(4A»H-3AW  +  2AA'»H-  A'=»)) 
+  liy»(MH-3A»+2AA'-|-ir«) 

+  jj5  flöA(3A^+CA^-|-4AA  H-aA'^) 
-l-^i?ö'(25A2(2Ä+A')+72A»+64AW-i-36AA'H-l8A'')j— t 

Es  ifit  feroer 

A<;8inA  at  «sin  rf .  acostp      o COS9.  if  sin^^ 

ac sin  B     [h  —  /t'  l  o  sin  if» 

odtir,  nach  der  Substilulion  der  Keiheo,  oiil  ausreicUeader  Geoauigkeit, 
Acsioil  8  A  (A— A*)  1 1  + (A>  -•-  2  AAT) 

-t-  ^  0A  (2  A'-h  5  AA)  +  ^  tf'  (A'  (A  -h  A)-|-2  A>A  -h2  AA'}  j 

ocsio  ß = A  (A  —  A')  j  I  +  y  #^A'  + 1  ö/tA^  +  (/h')\ 

womit  alle  sar  Erlangung  von  SA  und  d!0  erforderlichen  AuadrOcke 
entwickelt  sind,  und  nur  noch  mit  doander  combioirt  zu  werden 
brauchen. 
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126. 

Durch  Divisionen  und  Siibsliliilionon  der  Ausdrücke  von  K  und  L 
ergiebl  sich  aus  den  Austh  ücken  des  vor.  Art.  zuersl 

eo*A  —  cw{4  +  dA) 

-4-  ¥  0  (A  +  +  ß  A»+6ÄW  +  ÖMTM-OA'»)  +  ^  //fc^  {h^U) 
-I-  ^  (3 U2  +  3x  (Ä  +  K)  -h       +  AA'  +  A'2)) 

«wl  — cos  (iH- JB) 

•IDA 

«  -  1  A  ( A  -  A' )  { +    (3  ö A  +  ^  ( 2  A  +  AO)  ^  -i» 
+  ^      A'  -h  A'-h  4  AA'  +  2  A'}  +  Jpi^  (A'— 2  AA) 
+  Iii  ö  A  (3  A'  —  3  A»  +  4  /*A'  +  2  A'»)  + 1^  6»  A  ^A^  —  2  AA') 
H-  ^7flr(25fci(2Ä*A')+1 2Ä»+39Ä«Ä'+36ÄAVI  8AVi5?^(*^-**-**'*) 

—  j^CA'-l-aA^  — 3  AA  +  A-) 
+    (6 U'A(«  A  H-  A')  +  A' (3  Ä»  -t-  2  AÄT  A**)) 

(40/«A»  + 1 0  ^'A»  (2  A+ A')  +  Ö/A  (3  A'^H-  2AA'  +  A») 

+     (4  A^  +  3  A'A'  +  2  AA'<  -h  A'»)}  j 
Setzt  maD  nun  ßlr  einen  Augenblick 

80  wird 

a=  p  —  COtg  A 

nod einen  aoalogee  Ausdntck  bekoromt  man  Tür  dB.  Der  Art.  148  giebl 
aber  mit  hier  aoareiehender  Genanigkeil 
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und  ans  den  vorslehenden  Ausdrucken  erbalt  man 

+  ±»^ö'(A+A')-n?«'(A  +  Al+^i.| 

Siibstiluiil  man  diese  Aus<lrückc  so  ergicbl  sieh  leiciil 

+  -h  4    +  9  AA'  +  4  A'^}  -  AA' 

+      (42ft«+ 4 A»  +  49AA'  +  4 A'«)  -  ^  ÄA 

MO   ^    (*+A')  +  6    -m  AVi '+ 1 4  AA^+6A  ^) 
^     {h%'+hh'^j -  (7fe^+4A«-AA'+4A'^] 
+  Ä  (3  '^A''^-  3'^'A(Ä    A)  H- A"  (A» + ÄA'  H-  A^;) 

c)l/  =  -lA(A-Ajj^,/  +  ^öA  +  lö'(2A  +  A')--i3 

+  ,^(4A»H-7A»  +  3AA'  +  4A'»)-J^AA' 
+  il^  (ö  A'  +  3   -  AA'  +  4  A'^)  -  AA' 
+  il^(2'>  A^(2  A+A')-|-42  A^+24AW+  ii  A//^+  I  SP) 
-  ^(AW+AA*)  -  ^(4fc?+7A>-7ÄÄ'-|.4A'^ 

+  «ö  *  ^'^         '0         A^    2  AA'  +  A'^)} 

aoo  t '  0/iA''H-  i  0/*'A»  (^A+AO+a  /i"A(3A'+2ÄA'+A'^ 
4-    (4  A^  +  3  Ä^A  4-  2  AA*  +  A^})  j 
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die  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig  sind,  und  womit  die  Aur- 
gabe schon  geltfst  isU 

127. 

Die  eben  erhaltene  Auflösung  unserer  Aurgabe  kann  durch  Ein- 
Ibbrnng  der  Dreiccksflttche,  der  oben  schon  angewandten  KrUmmungs- 
maa^,  und  der  Draiecksseiten  und  Winkel  vereinfacht  werden.  Die 
Anwendung  der  Gleichung  (130)  gtebt 


741» 


( 1 3  it^  (/i  -h  h)  —  Ä»  —  4  hVt  —  4  AA''  — 


H-  ^  (3      -h  A')  H-  4  A'— —  kh'^  -h  4  A'>) 

-  «b=  P       *    -  * 
^  1  (3  AikSH-  dn(A  H-  X)  -4-      -I- AA'  -i-  A**)) 

+     (*f  +  +  Ä)  -i-  4/it(Ä^  +  AA'  -I-  h'^) 

H-/*"(Ä>-|-Ä«Ä'  +  *A'«+A'»J)} 

« = -  A  I T  t?  +  n  (3       ö'  (2  A + Ä'))  -  -p 

-  (fei  -  2    +  2  AA'  +     +      {k^    Ä»  -  AA'  +  A'2) 

-  ^  (21  A»+Ö7A»+97AA'+47A'»)4.      (6  A»-|-7A^— 8AA'-|-7Ä'^ 

-h  1^  (52  fe^Ä  -I-  1 7  /c^  Ä '  +  30  Ä « —  2 1  Aä'2  -  27  AÄ'^  —  3Ä' ') 

H-  jIjs  (3A»(A+A')-h4A»-Ä»Ä'-ÄÄ'»+4A'») 

-Til^:^(*^'  +  7A^-7AÄ'H-4Ä'^) 

+  ^  (6  AA«  ^  4A'A(2  A -I- A')  H- A"(3  A> -h  2  AA' -1- A')) 

-I-     ( 1 0  /4 A'  -h  l  u        Ä  +  A'}  +  5  /*"A  (3    +  2  AA'  -fr-  k'^ 

H-    (4  A'  +  3  A>A'  ^  2  kX*  H-  A'»))  | 

und  ruiiil  man  hu  l  in  die  KiUmmiiiigsmaasse  durch  die  Gleichungen 
(1 28)  ein,  so  entstellen 
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+  A  j  4     -|.  4  A'it  (Ä  -I-  A )  +  A"  (3    —  2:  //  A     3  A'^)  j 

-     [  9fc^39Ä»-|-73  ÄA'-26A'^}         j  4fc»H-3A*— ÄÄA -f-3  A**! 
8A>--.30A3h-54  AA'^1 6A  >|  3A3H-4A'—  4  AA'-^3A  '| 

+^;j;|l3Jk2-33Ä^+43AA'+3A'^j-^{3/j^-».3Ä^-^AÄ4-4A'^j 

+i»?r'}  4fc'H-7A2-7AA'-i-4//^j 

+  >  j  3 U>    Wk (2 A + A*)  ^ (4 A<^  4  AA'  +  3 A'^j 

-h j  5 /lA' + bfik\2h  -I- A )  +  /A (4  5A>—  1 0 AA'     1 0A«) 

-f.  ^''(6  *«  -  3  AU'  -  St  AA'^«  +  4A'*)  j 

auch  bis  auf  Grössen  scchslor  Ordnuof;  ri(  liiif.^.  Wenn  man  nun  io  die- 
sem Ausdruck  voo  dB  U|u  dC  zu  erhallen ,  A  und  A'  mii  einander  ver* 
lauscht,  so  müssen  auch  ß  und  y  mit  einander  vertauscht  werden. 


128. 

Fuhrt  man  endlich  in  die  eben  erhaltenen  Ausdrucke  die  Dreiecks- 
stacke a.  c,  ß  ein,  und  schreibt  auch  den  Ausdruck  fUr  iC  hin,  dann 
wird  schliesslich 
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4 3 c»— 49«! C08Ä+3a2 j  -  j^j3c»-4flcco8B-|.4ii*} 

+  flc  cos    -4-  4  a^j 


l{  ÖÄfc^-öJ#W  +  10JtfVG-4i£'"a»j 

-^[9c»-|-SflC008ll— 39a^j  -  j^{4c»-4«jcosB4-3ä»} 
4-^1 4  3c2^23accosi{— 33a2|  — ^  j3G>—  2  ac  cos  i{  +  3a'j 


;{8c»  +  Caccosß~3Üa-j  —  Ay-j3c»— 4  ac  cos /i  +  4a*} 
+      3^c2-4y^'ac-*-4^i'a2  j 


A 

160  j 


(lie  gleichwie  die  vorhorgehendeo  Ausdrucke  bis  auf  GrOfisen  scchslor 
Ordnung  genau  sind.  Die  hier  angewandleo  HulfsgrOssen  j4»  jf^ 
M,  JT,  IT,  JT'  dnd  dieselben,  die  darch  die  Gleicliuiigen  (131)  eioge- 
fttlirt  worden  sind. 


I.  4.  R.  8. 


.  4.  WiMnwh.  Xllf. 


13 
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129. 

Mao  kann  mit  wenig  Moho  aus  den  voratebenden  Anadrücken  noch 
ein  interessantes  Resultat  ziehen ,  nemlich  eine  Relation  zwischen  der 

Flache  dos  sphSroidischen,  und  der  des  sphärischen  Dreiecks,  aaf  wel- 
ches jenes  liingefühi  t  wurden  \A.  Sei  die  Fläche  dieses  sphärischen 
Dreiecks  mit       bezeichnet,  dann  ist 

seizl  man  in  die  linke  Säte  dieses  Avsdnicka  fttr  die  darin  vorkommen- 
den 6r(lssen  ihre  aus  den  ArtL  122  und  128  zu  entnehmenden  Wcrtbe, 
so  erhAli  man  sogleich 

^'s^— ^|4c2— 4acco8A-|-;)a'| 

^         «^jac^  — 2  occosß-i-.'U^I 

—  ^ ja -  4  M cos  A -h  4a;^| 

—  ac  cos  b  -hä'  j 

welcher  Ausdruck  auch  bis  auf  Gi'Ossen  sechster  Ordnung  richtig  ist. 
Da  leicht  im  Voraus  erkannt  werden  kann,  dass  im  Unterschiede  zwi> 
sehen  A'  ond  A  aUe  Glieder,  die  in  den  vorheigehenden,  hieikir  be- 
nutzten, Ausdrücken  von  r  unabhängig  sind,  verschwinden  mtlssen,  und 

diese  sich  im  vorstehenden  Ausdruck  in  der  That  gegenseiiig  aufge- 
hüben  haben,  so  ist  hicinil  eine  Conlrolle  eines  gruiscii  HuüIs  dor  vor- 
hergehenden Enlw  ickolungen  erlangt.  Da  ferner  der  vorstellende  Aus- 
druck, wenn  man  die  Krilmmiingsmanspo  r?,  fi,  y  einander  i^leicli  setzt, 
^  SS  ^  werden  muss,  und  dieses  aucii  der  tall  ist.  so  ist  hierait  eine 
Controlle  fur  einen  anderen  Tbeii  der  vorhergehenden  Eniwickelungen 
erlangt  worden. 

Wenn  man  in  allen  Gauss i sehen,  sich  auf  die  hier  behandelte 
Aufgabe  beziehenden.  Ausdrücken  statt  der  von  ihm  angewandten,  und 
mit  f,  9*,  9',  bezeichneten  Coelficienlen  die  hier  angewandten 
und  mit  i^,  6,  ff  A,  1',  A*  bezeichneten  Coefßcieatea  einiUhrt*),  so  wird 


']  Die  hiefOr  Mixnwendenden  flelMionen  sind : 
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min,  in  so  weit  die  Veiigleichung  Oberhaupt  möglich  ist,  vOUtge  Ueber- 

»nsUmiDung  Huden. 

430. 

In  Bezug  auf  deo  im  Art.  1 1 3  eingeftüirteii  Winkel  v  sind  noch  die 
fidgenden  Brkhiraiigen  erfordei-licli.  Bs  wurde  doit  v  als  der  Winkel 
defimrl,  d^  die  Hauptkrlimmungslime  auf  der  Oberflltehe,  in  deren 
Ebene  die  Achse  der  %  gelegt  worden  ist.  mit  dem  ersten  Element  der 
lineslea  Linie  nacht,  die  vom  Punkt  k  ausgeht,  und  fllr  welche  9>sO 
ist.  Der  AnAuigspunkt  von  v  wurde  in  den  Zweig  der  Hauptkrttmmungs- 
lioie  verlegt,  in  welchem  die  x  positiv  sind.  Da  die  genannte  kürzeste 
Linie,  welche  weiter  hin  im  Veriaulc  der  EiiUvickelunijen  mit  V  bezeichnet 
wurde,  eliininirl,  und  durch  die  ahnlichen  a  iinda,  oder  welches  dasselbe 
ist.  durch  die  Dreiecksseilen  c  und  h  ersetzt  worden  ist,  so  kann  man  v 
nicht  als  unmittelbar  gegeben  beti  achten,  sondern  muas  statt  dessen  den 
Winke)  zwischen  der  genannten  Haupikrttmmungslinie  und  etner  der 
beiden  Dreiecksseiten  h  oder  c  als  eine  unmittelbar  gegebene  Grosse 
betrachten. 

Der  Winkel  zwischen  der  genannten  Hauptkrttmmnngslime  und  9, 
oder  der  Dreiecksseite  c,  wurde  a.  a.  O.  schon  unter  der  Bezeichnung 

l  ciogefilhrt,  und  sieht  man  diesen  Winkel  als  gegeben  an,  so  wird 

Ans  den  Reihen  des  Art.  118  erhall  man  aber  mit  hier  ausreichender 
Genauigkeit 

tg  y  »  -j-=i  colg  B 

uad  folglich  wird 

♦ 

WiH  man  statt  dessen  den  Wmkel  zwischen  derselben  Hanpikrttm- 
mungsKnie  und  der  Dreiecksseite  h  als  gegeben  betrachten,  und  be- 
zeichnet man  diesen  mit     so  fmdel  man  ohne  Weiteres 

ffiemit  smd  alle  in  unserer  Auljg^  voritommenden  Grossen  vollsUindig 
erkbit 


I8U 


131. 

Die  zunächst  liegende  Anwendung  der  vorhergehenden  AuHüsung 
der  allgemeioen  Ao%abe  bietet  die  Kugel  dar,  und  es  so|]  daher  jetzt 
angenommen  werden,  das»  die  allgemeine  Oberfläche  in  die  Oberfläche 
einer  Kugel  von  dem  Halbmesser  r  ttbeigeht.  Aus  den  Entwickeliingen 
des  Art.  113  geht  um  hervor,  dass  in  diesem  Falle 

und  dass  alle  übrigen  Coefficienlen  6^  tf'»  1.  X  X\  ft,  etc.,  wie  weit  man 
auch  die  Enlwickelnngen  fortsetzt,  Null  shid.  Es  wird  folglich 

Setzt  man  nnn  diese  Wcrihe  in  den  letzten  Ausdruck  für  ^  des  Art.  121, 

so  wird  zuerst 

A»7aesini2{l  f^iü^^ZaccoBB-^-t^ 

üiis  ("^  fl'  —  ö  a^c»  +  3  6-^  —  1  öa^^ccos  JJ)  j 
aber,  die  sphärische  Trigonometrie  giebt  allgemein 
(133)    accosß  =  ya*  — -I- jc» 

und  eliminirt  man  bieuiil  cos  it  aas  dem  vorsleiienden  Ausiiruck ,  so 
wird  er 

mit  dem  Art  82  vollständig  ttbereinstimmend.  filacht  man  dieselben 
Sobstitutioncn  in  dem  letzten  Aosdruek  der  Summe  der  Winkel  des 
spfaäroidischen  Dreiecks  des  Art  122,  und  erwägt,  dass  jeUt  aucti  alle 
Coefficienten  A\  J\  M,  M\  M\  M'",  etc.  Null  werden»  so  wird 
dieser 

A  +  D  +  Czss  180«  +  A 

welches  eine  bekannte  Gleiclning  dor  sf>hUrischon  Trigonomelric  isl. 
Ftthrt  man  auch  dieselben  Substilutionen  in  die  Ausdrücke  des  Art.  1 28 
ein,  so  findet  man 
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<)ü4  =  =  dC  =  0 
weiche  GleicbuDgeu  sich  von  selbst  vefsteben.  Macht  mau  hiogegen  io 
denselben,  sonst  unvciUoderteD  GleichuDgen  erst  r  unendlich  gross,  und 
Itlbrt  darauf  die  oben  genaooteo  SubstilttüoueD  ein,  so  belcomml  uiaa, 
Mcfadem  auch  B  elimiairt  worden  ist,  fttr  die  Reduction  des  sphärischen 
Dreiecks  auf  das  ebene, 

*il  —  «       J  4  —   °"  -u        -u  ' 

*        "T  P         8ÖP  ""^  6Ör»  fiöf^i 

^ft  «  _  ^  t  4  ^   a»         fc*  I 

—  —  -3-j  1  -l-g^-*- 
mit  den  Ausdrttclkea  (96)  des  Art.  80  vollständig  Ubereiosümmend. 


132. 

Es  soll  zweitens  die  Anwendung  der  vorhergehenden  ungemeinen 
Fftnncin  auf  (Iiis  abgeplattete  Revolutionäcllip>()id  ausg^fuiirt,  und  zu 
dem  Ende  die  Gleichung  dieser  überflache  wie  früher  in  folgender 
Form  angestellt  werden. 


Hier  lief^on  w  ieder  die  Achsen  der  x  und  if  im  Aeqnalor,  und  es  soll 
ausserdem  die  Achse  der  x  in  dem  Mcndiau  liegen,  von  welchem  an 
man  die  Langen  zählen  will ;  die  Achse  der  s  liegt  wieder  in  der  üni^ 
drebnogsachse  des  Revolutionseltipsoids.  Die  grosse  Halbachse  ist  hier, 
um  Verwechselung  mit  den  Dreiecksseileo  vombeii^n  mit  »,  und  die 
kleine  Halbachse  aus  demselben  Grunde  mit  m  bezeichnet  worden. 

Verlegt  man  nun  zuerst  den  An^ngspnnkt  dieser  Goordinalen 
in  den  Punkt  derOberflüche,  dessen  Coordioaten  0,  C  sind,  dann  wird, 
wenn  die  reducirte  Breite  desselben  mit  ß  bezeichnet  wird, 

J  =  n  cos  ß  ,    :  —  in  sin  ß 

und  die  Gleichung  der  Oberfläche  gehl,  wenn  oian  die  neuen  Goordi- 
nalen aligemein  mii  x\  y,  i  bezeichnet,  Uber  in 

+  ^  +  2  ^  coi +  «  ^  Bin  ^  «  0 

Dreht  man  femer  die  Achsen  der  x  und  z  so ,  dass  die  der  %  in  der 
Normale  des  Ant  nigspunkts  zu  liegen  komait,  und  im  Inuern  des  Revo- 
lulionselli|Ksui(l.s  die.  :'  potiiliv  werden,  so  muss,  wenn  B  die  Polhühe 
des  Anfangspunkts  der  Goordinaten  bezeichnet. 
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X  =  X  Sin  //  —  2  cos  B 
2  =  —  X  COS  Ii  —  2  sin  ß 

subsUluirt  werden.  *)  Mao  erhalt  hierauf  fitr  die  Gleichung  der 
Oberfläche 

Aber,  wenn  wieder  die  Excentridtäl  der  Meridiane  mit  e  bezeichnet 

wird,  so  ist 

und 

*>  •»  -  f^;!-, 

womit  die  Gleichung  des  Revoinlioosellipsotds  schliesslich  in 
{i:U)   .    .   d^  +  ity^  +  Äi^  +  äte  — 2X>*a=ü 
übergeht,  nachdem  tm  Abkürzung 

A  SS  4  ^  6>  OOS 

C  »  - .  sini^cosi!? 

gesetzt  worden  ist.  Die  Achse  der  x.  die  unbeschailcl  der  Uniformungcn 
immer  in  demselben  Meridian  liefen  geblieben  ist,  liegt  hiemil  zugleich 
io  der  einen  der  beiden  Hauplkriimmungsebenen  des  Revolutioasellip- 
goids,  da  immer  auf  dieser  Überflüche  die  Meridiane  Hauplkrümmungs- 
linicn  sind.  Es  ist  ferner,  wenn  wir  uns  den  Punkt  A  auf  der  nördlichen 
Httlfte  des  Revolutionsellipaoids  denken,  der  positive  Zweig  der  x  Achse 
nach  Süden  gerichtet,  und  die  im  Art.  430  erklärten  Winkel  x  und  x 
werden  die  vom  Sttdpunkt  des  Horizonts  zu  zHhIenden  Azimnihe  der 
Dreiecksseiten  e  und  6. 


•)  Da  hier  keine  schärJlichc  Vcrwechst-Iung  ciitslchen  kann ,  so  hnbe  ich  für  «Ire 
iitMien  Coordinaten  wied<T  die  Bc/i  iciiiiutigcn  J-  und  z  gewühlt,  obgleich  sie  luil  den 
oben  eben  so  bezeicbneleo  aul  keine  Weise  identiMili  sind. 
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433. 

Die  erste  Diflereiiiialion  der  Gleichuog  {i  34)  gicbi 
sdüB  +  Aydif      Bsds  4-  Cjcd«  H-  Czdx  —  Üdz  =  0 

Uclrachtet  man  dud  z  als  Function  von  x  aod  ly,  und  äotzl  vviu  oben, 

so  erhall  man  hieraus 

deren  DiffereuliatioD 

   Cii  _\x 4-  r:"    r  +  /r/0 

giebt.  Dureb  forlgesetxle  Differcnliationeo  dieser  Gleicbangen,  und 
nacbdem  scbliesslicb  io  alleo  AusdrOokeo  «  s  y  a  £  s  0  gcselzi  worden 

war,  ergab  sich 

/>!>  =  0  ,   V«  Ä  0 

(d^  j«  =  *^  IT«  +  •   U'd J„     ® '  ^  -Z;^  ^"iF 

Da  allgemein 

(^)'*(^)' 

ist.  so  ttind  htemit  alle  erforderlichen  Differentialquolienlen  gegeben. 
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134. 

Da  nuD  allgemeio 

(•^')='(:-)*«(^)(^)+'C-) 

(^)  -  '  (S)  +  3  (^)(^)  H-  3  (!)(-)  +  r  (S) 

+  (^X*)  +  '(Ä) 

(^)  - '  (0)  ^  3  ($x-:-)  *  ^  (a^)  '  (0) 

ist,  00  geben  die  EntwickeliiDgeD  des  vor.  Art.  fUr  das  Revolutioas- 
eUipsoid 

m,  =  72      ^.  «80      ;  -  0 

i =      -ö»-        -5«-  t 

uad  durch  die  Subslitutioo  in  die  Ausdrucke  des  Art.  113  erltillt  man 

n  «  4-^+20^-  4A 
Ii'  »  0 

p'  =  0 

'  _       A*BC       I«  4»C      Qi  ^»C 
^    —  **  "ßi"  ~  T  "5*       "  iM^ 

^  »  0 
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135. 

Die  vorlier^i  licnden  Formeln  sind  strenge,  und  gellen  für  jeden 
Wcrlb  der  Excculricitat  des  Ellipsoids.  belrachlct  man  aber  von  jetzt 
an  «  als  eine  kleine  GrOise  erster  Ordnung,  und  übergeht  die  mit  e\  etc. 
oiuliiplicirten  Glieder,  so  werdeo  sie  weil  einfacher,  und  gehen  in  die 
folgenden  Uber, 


^  0 

n 

n  K 

IfO-cosW 

9  = 

—  ^  anßcoBß  t  (}' 

s  0 

• 

-i^sin/Jcos/?,  f 

B  0 

infolge  der  Art.  143  nnd  130  ergiebt  sich  hieraus 

X  s     -^sin'^— ^'cos'^sin'^-l-B) 

A    =  —      cos  ^{i  bin  (j-^- D)  cos  {x  + D) 

l"  -  -^SiO>^*^GOg*/9CM>0r-»-iQ 

/«  s  —  sin/?cos^sio 
f»'  =  — -ijjj  «in/?oo8/?cosOr  +  Ä) 
^*  SB  —      sin /ir  COS  ^  sin  (;r+<0) 
/i  "  8s  —  l^-'sin/Jcos/Jcos  U  +  ß) 
Es  ist  ferner  strenge 

slso  wenn  man  hier  die  mit  f'  multipiicirtcn  Glieder  mit  aufnimmt, 
7     ^jl  +  (e»+-5'«*)eo8«/y+4^(3oo8»2/J-1)| 

Bezeichnet  uiaii  imn,  den  übrigen  Bezeichiiuii;-;*  !!  analog,  die  icLiucirlcn 
Hix'ileu,  die  den  Droierkspiinkien  A,  II,  C  zukomiiicn  mit  a',  f/,  /,  so 
erhalt  man  für  die  Krtimmiingsmaasse  a,  ß,  y  die  folgenden  Ausdrücke, 

a  as  -1- j  I  +  (e^  + -i  c*)  cos  2a' -I- 4- <^  —  *  )  I 
f      -l-j  i+(e^-l-ic*)  cos2/  -h^(3cosV-''}j 
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uuü  hieraus 

=  ~  1  +  2^2  COS  2«) 

Durch  die  vonlehenden  Wertlie  gehen  ferner  die  (1 31)  in  die  foli^ei)- 
den  ttberi 

A  =  |sin  *«'  —  cos    cos  j 

A'  =      -^jsio  V  — cos  Vcos^(x-*-ß}| 

Mite*  >     f  * 
s  -p*  -j^SID«  cofiacosx 

if"  Ä  —      sina'cosa' jcosjf  +  2cos/?cos(;f-l-i/)l 
If  -  ^  —  *^8iQ«cofia'cOB0r-i-fi) 

womit  alle  Uulfegrösscn  fUr  das  Revolutioosellipsoid  enlwickell  sind. 

436. 

Sttcben  wir  nun  zuerst  den  Aiudmck  der  PlAche  des  sphllroidisGheii 
Dreiecks  auf  dem  Revolulionsellipsoid.  Subslituiren  wir  za  dem  Ende 
sowohl  den  Ausdruck  (1 33)  fllr  cosB,  indem  wir  dann  den  Kogelhalb- 
messer rsn  machen ,  wie  die  vorstehenden  Ausdrücke  ftlr  die  Krttm- 

mungsmansse  «,  (t,      wobei  die  mit  <**  multipticirten  Glieder  weg- 

f,'ülasseii  werden  müssen,  in  den  letzten  Ausdrurk  für  A  des  Art.  1^1. 
so  erhalten  wir  den  Ausdruck  ftlr  die  i;esiichle  Flüche,  aus  welrliom 
man  durch  blosc  Vertauschun^'  der  Buchstaben  noch  zwei  andere  abn- 
licho  bekommen  kann.  Diese  dcoi  Ausdrucke  sind 


-J_y  (1  öa« — 36«  —  3c«  +  4  06^ ) 

-^(irti-6»-6-^)cosi«' 


t«On 


^{9a»-36»-c«)cos^ 


«40« 


GmibXtiscu  UnnsiicaiiMiii. 
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A  =  lodsinC  jl-  -J|^(fla-|-6»-.3c«) 

-  ^(a^  +  362-9«^  cos  2^' 

Jeder  dieser  Ausdrucke  ist  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  richlig,  und 
man  sieht,  dass  die  I  unciion,  die  im  Art.  \2i  mit  l  bezeichnet  wurde, 
liiczu  mchls  beigetragen  hat. 


437. 

Für  die  Summe  der  Winkel  uosers  spbaroidisohen  Dreiecke  giebt 
der  letole  Aiudrock  des  Art.  wenn  die  im  Vorstehendeii  für  des 
BevolotioQsellipsoid  eotwickellen  Funclioeeii  eebstiluirt  werden,  zuerst 
den  folgenden  Ansdroek 

+        jcos  >2a     COS  COB  V  —  ^  i 

-  ^  j  6a2  H-  iaeowB  —  2c»|  cos  2« 
^  ^  1 4ai .    cos  B c>|cos  S/T 
+       1 2a2  +  3ac  cos   —  j  cos  2/ 

-  t^*  ja«  — «coo8B+<?|wnV 

+       jc'cos'if  —  occosjfcos  (;r+B)  +  a^cos  *0t+^]|  co^  ^« 
-+■      iSe'coejf—  4ac*  cos  (x-l-/^)—8(ic*cos  Boos  ;f 

'^^tt*CCQBx+  i  2fl^f  cosB  COS(;|;H-B)— 7tt^cos(af+-ß)jsina'  cosa' 


P.  A,  ÜAHfiBR, 


welcliur  auch  bi.s  aul  (jiussen  acktci  Ordnung  riclili:;  isl.  Diof^er  kann 
noch  dadurch  veieiafacbl  werdeu ,  dann  mao  durch  die  lulgeodeu  Cilci- 
chuDgeo, 

asinS  s  68ia^ 
acosB  s  e — 6cosA 

die  hier  zttlüi>iiig  sind,  B  eliminirt.  Man  erleichleii  «ich  diese  Elimina- 
tion dureb  die  folgende  Gleichung, 

a  cuä»  {X'hB)  =  c  COS  X  —   coß  X 
die  iD  VerbiaduDg  mit        — ^.  die  aus  dem  Art.  130  folgt,  ao8  den 
vorslchendeo  leicht  ei-hallcn  wird.  Mao  bekommt  duroh  Hülfe  dieser 
Gleichungen  statt  des  vorstehenden  Ausdrucks  (Ur  die  Summe  der  drei 
Winkel  den  fotgenden, 

A -I- ß  -I- C  «  1 80»  +  ^.  +    ^         ^  [cos 2u'  +  cos -h  cos 2/ j 
+  -^|cos  »2«  +  cos'SliJ' +cos«2r  —  1 1 

H-       i^^cos  V+  «"cos  ^  —  6c cos  x  eosxtcos  V 

obenfalls  bis  auf  Grossen  achter  Ordnung  richtig. 

Man  bann  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  einen  andern  ableiten, 

welcher  die  PISche  des  sphjiroidischen  Dreiecks  auf  dem  Rcvolulions- 

cllipsoid  durch  den  L'oberüchusjS  dei  Simiiiiu'  der  Winkel  desscll)cti  iilicr 
180"  liiflil;  diesen  Ausdruck  will  ich  »ur  kurz  andeuten.  Multi[»lidrl 

man  den  vorsiebenden  Ausdruck  mit  -r- ,  bezeichnet  hierauf  die  rechte 

Seile  desselben  mit  Weglassung  des  ersten  Gliedes  mit  1  -i-«,  und  setzt 
ausserdem 

so  bekommt  man 
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welcher  aacb  bis  auf  GiOssen  aobler  Ordnung  voilsülndig  ist. 


138. 

Wenden  wir  uns  nuu  zur  lieUucliün  des  shparoiilK>rli('n  Dreiecks  auf 
•lern  Revnlntionsnllipsoid  auf  das  sphfirische  von  donsclhcri  Seilen  ;iiif  der 
Kugel,  deren  llalbiiicsscr  r  =  w  ist,  .so  sind  dieselben  im  vor.  Art.  aus- 
geführlen  Reductionen  mit  den  Ausdrücken  des  Art.  128  vorzunehmen. 
Da  sie  keine  besonderen  Umsuinde  darbieten,  so  werde  ich  das  Besultal 
derselben  ohne  Weiteres  ansetzen.  Man  bekommt 

dA^  ^-^jjf— ^(2co82a'+cosV+co«»rt 

— j  2  cos  *2o'    cos     ■+■  cos      —  -i } 

-  ^S5F I*     +  336»+ 31ß»l  cos  ^ 

Alt* 

-  7^  i  Hfl^  +  31 6»  +  23c21  cos  2y 


tf 


—  j 36'  cos  'jf'  +  3   cos  ^  —  26c  cos  ;f '  cos  ;j j  cos  V 

-  ^t{«'+**^'— Skj»)6co8;f  +(a«— 26«+11c2)ctüs;cj  sinacoso' 


 \tJ  2«  -h  2cos  2/^  H-  cos  2^1 

^  j  cos  *2i/  +  2  cos  '2   -h  cos  22  /  —  I  j 


«1? 

46 


4MM 


si37a>+6'— idc^|co8  2« 


^_  j  39^2  _  öfci  +  i  5c^ j  cos  2/3' 


-  4^  I®''«*-  i^öfc» + 36c«|  cos  2/ 

l+2a'  6'  +  2c*j  sin  V 

—  ^''J,  j  362 cos  V-*-  4e»cos^—  46c cos x  cos  x\  cos  V 

_  J^t(2a2-|-1 062.dc^)6cos;t'+(3«^"^^'-1-1  üc^cosxjsmtt'coso' 
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4^  |67<i''«4- d[^> — 25c*|  006 

—  j39tf  ^►  1 56*—  öc»j  C06 

-I-        {Ha'    ;sä6^  -h  c^l  sm  V 

—  j  46^  cos  V        cos    —  46c  cos  x  cos  x\  cos 

die  auch  bis  auf  Grössen  achler  Ordnung  richtig  sind.  Lassi  man  die 
Glieder  sechster  und  siebenler  Ordonog  weg.  und  vergleiohl  sie  mil 
den  (112),  so  findet  man  vollsUndigc  Uebereiostimniung ,  indem  hier 
A,  B,  C.  «',  fi,  y  bez.  dasselbe  bedeuten,  was  dort  n,  n\ 

Bei  der  Anwendung  dieser  Ausdracke  ist  zu  bemerieo,  dass  es 
gleichgaltig  ist,  welche  Ecke  des  sphttroidischen  Dreieelis  entweder  mil 
A,  oder  mit  B  oder  mii  C  beieichnet  wird.  Die  Azimalhe  x  und  x  mOs- 
sen  aber  immer  dem  Dreieckspunkt  angehören,  welcher  mit  A  bezeichnet 

worden  ist.  und  vom  Sudpunkt  des  Horizonts  gezählt  werden;  cinorlei 
nach  weichet  Utciuuiti^.  Es  i^t  endlich  x  inimcr  das  Azimulh  der  mit  c, 
und  x  das  der  mit  b  bezeichneten  Dreiecksseite. 


439. 

Die  Anwendung  eiullicli  des  Aufdrucks  des  Art.  129  auf  das  Re- 
volulionscllipsoid  giebt  fKir  (Wo  Flache  A  des  sphärischen  Dreiecks,  auf 
welches  das  sphüroidische  Dreieck  im  Vorhergehenden  reducirt  wor- 
den ist,  den  Ausdruck 
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A'  —  A  —  ^^(tt»-f-26»-l-2c»)co82a 

welcher  auch  bis  auf  Grössen  achter  Ürduuui;,'  richtig  isU 


140. 

Es  soll  jetzt  die  AnwoDdung  unserer  Ausdrucke  dorcb  Beispiele 
eriäalcrt  werden.  Nehmen  wir  zuerst  das  sphäroidische  Dreieck  des 
Art.  77  vor,  und  belrachlon  es  eis  ein  sphärisches  von  denselben  Seilen. 
Difi  bctrelTenden  Formeln  (I(m-  sphärischen  Trigonnmetrie  geben  nnlc. 
(iiosor  Voraussclzung,  und  wenn  man  A  statt  w,  /i  slatl  n',  C  suait  n 
schreibt. 

A      (\A  =  ÜO"  :^0'  0",29 

C  +  dC  =  4y  3ü  Ö3,  66 
0*  6'53".46 

Die  Vergleichung  dieser  Winkel  mit  deo  sphllroidischen  des  Art.  77 

giebt 

dA  »  ^  0',öj» 
^0  »  ~  0,  »9 

(JC  =  —  0,  51 

und  die  Ausdrucke  des  Art.  1 38  geben 

s  ^  0*.51 
dJ?  »  —  0,  60 
dC  s  —  0,  53 

wr'lchos  für  eine  \  f)ll-Uindige  Uebereinstimniung  tielialten  werden  muss, 
d;i  die  dirccie  Berechnung  der  sphlirrschen  Winkel  aus  den  Seiten  hei 
einem  so  kleinen  Dreieck,  wie  das  hier  in  Rede  stehende,  von  dem  Um- 
tlaode  stark  bceindusst  wird,  dass  eine  kleine  Aenderung  der  Seiten 
eine  grosse  der  Winkel  verursacht.  Die  Glieder  sechster  und  siebenler 
Ordnung  sind  hier  unbedeutend,  und  ihre  Summen  sind  bez.  nur 

—  0  ,002  ;    —  0  ,Oüi  ;    —  O^OOa 
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Bei  Dreiecken  von  der  Grdsse  des  hier  in  Rede  »ichenden.  und  bei 
noch  gWjsscren,  kann  man  sich  also  ohno  N:ichlheil  dor  Ausdrücke  [W  i] 
bedienen .  in  so  ferne  man  die  Genauigkeit  nicht  über  die  zweite  Deci- 
male  der  Sccimde  ausdeliueu  will. 


141. 

Zum  zweiten  Beispiel  soll  das  sphuroidisehe  Dreieck  des  Art.  76 

dienen,  welches  ich  ausführlicher  behandeln  werde.  Schrcibl  man 
A  slaü  n.  n  stall  n\  C  statt  n\  so  werden  in  den  Iiier  ein^eAihrlen  Be- 
zeiciinungeD 

il  =  78"  ,     a  =  20"  2'  WM 

JIb  47  37'39',59  ,  6  s  15 
Ca  66  34  i%U  .  es  17 
o'»45«      ,  X»  30» 

»  47  44'  ,  X  ^  108 

y  s  31  36  , 

und  durcli  die  sphärische  Iriji^ODoajetne  bekoaiml  man  vor  Allem 

il  H-  <U  —  77*  59'  5r,67 
fiH-<W«  47  37  38,65 
C-H^»  56  34  8.84 

M'  46",06 

Die  Vergleichung  dieser  Winkel  oiil  den  spbttroidischen  giebt 

«Mi  s  —  1%43 
SS  —  0,  94 

dC  =  —  3,  51 

-  Da  die  Drciecksseilen  hier  in  Bogenthetlen  des  Acqualors  angege- 
ben sind,  wahrend  die  im  Vorhergebenden  abgeleiteten  Ausdrucke  in 
der  Voraossetzung  construirt  worden  sind,  dass  diese  Seiten  in  irgend 
einem  Lineannaasse  ausgedruckt  seien,  so  moss  man  in  allen  diesen 
Ausdrücken  »ssl  setzen  und  die  Seiten  vor  ihrer  Anwendung  in  Tbeile 
des  Rreishalbniessers  =1  vorwandeln.  Die  Dreiecksflfiche  wird  anf 
jeden  Fall  in  BogenUielleo  ausgedruckt,  und  man  kann  unbedenklich 
A'  äiail  A  anwcüdeu.  Aus  den  oben  angegebenen  Dreiecksseitcn  folgt 


Digiii^uü  L^y  Google 
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\0L^a  =  9.543777ß  ,  a'  =  Ü.12'233Ü 
log/>  =  9.il7l){»87  ,  =  0.0C8Ü39 
log  c  =  9.4723;263  ,       =  0.088034 

Es  warde  noo  zuerst  die  Fitiche  des  spharoidischeo  Dreiecks  durch 
den  ersten  Ausdruck  des  Arl.  1 36  berechnet.  Zur  leichleren  Verglei- 
chung  werde  ich  den  Betrag  jedes  einzelnen  Gliedes  dieses  Ausdrucks 
der  Reihe  *nach  anfuhren.  Die  Flache  werde  ich  in  Bogentbeilen  aus> 

drucken.  So  (und  sich 

y6c8inA  s=  2H0'  36".002 
1    8. 707 
4.346 
0 

—  0.  047 
0,  076 

A  =  2»  ir4G  ,1 14 

Alan  sieht  dass  diese  Fläche  sehr  wenig  von  der  Fläche  A'  ^'^'^^  sphäri- 
schen Dreiecks  verschieden  ist.  Die  Endiörmel  des  Art.  i  37  gab  hier- 
auf, wenn  wieder  die  Glieder  der  Reibe  nach  angefUhrt  werden, 

180* 

2  11'  iG",lli 
(  -4-  6,  250  I 
(-4-0,021  ) 

—  0,  068 
0 

—  0,  008 
-h  0,  049 

—  4,M7 
+  0,  709 

0.  080 

A-^B-hC  ~  I  S2 '  ri  '  3r,92(> 

Die  oben  angeführten  Werlhe  die^r  dm  Winkel  geben  ihre  Summe 

A  +  J9  +  C«  482M1'5r.94 

nur  0". Ol  vom  voi stt-heiuien  Resullal  verscliieden.  Aus  den  Ausdrucken 
<i<'>  At  i.  l  iH  bekam  irli  in  ähnlicher  Aufstellung 

MtbMuil.  4.  K.  8.  GMelUch.  d.  WImmmIi.  Xlll.  43 
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1  ,i)ü4/ 

|_  3".547| 

j_  0,  OOöl 

0,  004) 

0,  012» 

-H  0.  025 

-1-  0.  025 

-1-  0,  OiO 

0 

0 

0 

-h  0,  007 

-1-0,013 

-1-  0,  010 

—  0,  030 

*  0, 053 

—  0.  059 

H-  0,  383 

-h  0,  430 

-1-0.  4i3 

-*  0,195 

—  0,  239 

^  0, 276 

—  0.  088 

-1-  0, 005 

—  0,  057 

dA=z  —  1",407      dB  =  —  0  ,908      dC  =  —  3".508 

Voreleichl  man  didse  mit  den  oben  durch  strenge  RechDung  erhaUeneD 
Weriheo  derselben,  so  findet  man  die  Unterschiede 

O'.OÄ  ;    —  0*,03  ;  O'.OO 

die  befriedigend  sind.  Hier  haben  die  Glieder  der  sechsten  und  der  sii*- 
ben(en  Ordnung  wesenllichen  Eiofluss,  denn  liissl  man  diese  weg.  so 
bleibt  blos  das  ersle  Glied  eines  jeden  der  vorslebendea  Ausdrucke 
übrig,  und  man  erhalt  die  folgenden  Unterschiede  von  den  strenge  be- 
rechaelen  Werihen 

—  0\U;   —  0',22;    -  0\05 

die  nicht  unerheblich  sind.  Rechnet  mau  endlich  noch  durch  den 
Aufdruck  des  Art.  139,  so  erh^U  man 

A  »  2*44'46',1U 
0 

-h  0, 020 
—  0.  093 

A'  =  2Mr46",04 

nur  0",02  von  dem  oben  erhaltenen  Werihe  verschieden. 

Man  reicht  also  bei  Dreiecken  von  der  Grösse  des  jetzt  betrach- 
teten mit  den  Ausdrttcken  (^12)  nicht  aus,  sondern  muss  (br  solche  die 
Glieder  sechsler  und  siebenter  Ordnung  mit  in  Betracht  ziehen,  mit  an- 
deren Worten,  die  Ausdrücke  des  Art.  138  anwenden,  und  dasselbe 
findet  bei  weit  kleineren  Dreiecken  statt,  wenn  man  die  Genauigkeit 
weiter  wie  bis  auf  Hunderttbeile  von  Secnnden  treiben  will. 

Da  das  hier  gewählte  Dreieck  ziemlich  gross  ist,  so  ist  es  von  In- 
ter&bdu  auch  die  HesulUle  der  Ausdrücke  des  Art.  1 38  keuueu     let  uen. 


...... ^le 
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vnm  nach  eiiuiDder  die  beiden  aoderen  DfeieckseckeD  als  der  Punkl  A 
iwirachtel  werden»  und  ich  habe  daher  die  Rechnnngen  auch  in  dieser 
Annahme  ausgeftihrl.  Sei  As» ,  dann  wird 

0=  17«     ,  u  =  31«  3G'  ,         =  0.0880 

6=15  ,  X  =  32' ,  =  47  44  .  6^  =  0.Ü685 
r  =  20  2'  ,        =  147  58  «        SS  45       ,     <^  =  0.1223 

Schreibt  man  nun  wieder  die  einzelnen  Glieder,  und  die  Winkelände- 
roogeo  in  derselben  Reihenfolge  hin«  wie  oben,  so  entstehen 


j—  1",3641 

(-r.ii:i| 

(_  3\547j 

j_  0,  005» 

}—  0,  OOi) 

(—  0,  012) 

+  0,  025 

-h  0.  025 

-h  0,  OiO 

+  0,  00;3» 

—  0,  O  i  1 

—  0,  029 

+  0.  006 

+  0.012 

+  0, 007 

0 

0 

0 

-►0,  210 

•1-  0,  236 

+  0.  227 

"  0.  266 

—  0,  305 

—  0, 374 

+  0,466 

+  0, 203 

-1-0.484 

JC«^  r,426 

SB^  ^  0',989 

cJA  »  —  3".524 

Sei  jetzl  As»*,  dann  bekommt  man 

0  a>  450    ,  a  sr  47«  44'  ,  0,0685 

6  sn:  47     ,  270*  10' .  /T     34  36  .    6«  -1  0.0880 

c  20  2' ,    ;e  »  347  47  ,  /  »  45      ,     c>  «  0,4223 

and  hiemit 


{*-  4*.564j 

(-4M  451 

1-  3',647) 

0.  oosi 

j—  0,  004) 

1-  0.012) 

H-  ü,  Üi5 

-4-  0,  023 

-h  0.  020 

-1-  0,  OOI 

-h  0,  009 

0,  003 

—  0,  025 

—  0.  036 

—  0,  045 

0 

0 

0 

+  0,  419 

H-  0,  471 

H-  0,  452 

—  0,159 

—  0,  1G0 

—  0,213 

—  0.  093 

—  0,  125 

—  0,  161 

i»C»  — 4",404 

aA  »  —  0*,965 

<N9  a  —  3',503 

Vergleicht  man  diese  drei  Wertlie  emci  jLulen  Wmkeliiiulerunjj;  mit  eiii- 
auüer,  so  2ei($en  «tcU  io  den  letzten  Stellen  Urne  Vt>rscbiedeulii«Ueu, 

43* 
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die  bis  aaf  0^02  gclicn,  und  keinen  audoi  eii  Urunci  hiibeo,  als  (iass  bei 
einem  spliäroidiscbea  Dreieck  von  Uei-  Grösse  des  hier  als  Boiüpiel  ge- 
wahllon  die  Glieder  achter  und  neunler  Ordnung,  die  hier  (ibcrgaojjen 
worden  sind,  anfangeo  luerklicb  zu  werden;  dieses  kann  nicht  uner- 
wartet kommen,  da  W  in  Theiien  des  Kreishalboiessers  aasgedrttckl 

grosser  wrc  y  sind.  Diese  Verschiedenheilen  sind  indess  nicht  so  gross. 

duss  man  niehf ,  hei  dor  (ienauii;k('i( ,  die  man  in  den  gewöhnlichen 
Fällen  erreichen  will,  das  im  Yoriiergchenden  entwickeile  Yerfabreu 
bis  anf  Dreiecke  von  der  Grösse  des  hier  bebandelten  sollte  anwenden 
können. 

4  42. 

Um  die  Prüfung  der  Anwendbarkeit  onsers  Verfahrens  noch  um- 
fassender aus2ufuhren,  habe  ich  mich  mit  den  zwei  im  Vorbeigehenden 
aufgestellten  Dreiecken  nicht  begnügt,  sondern  noch  einige  in  verschie- 
denen La£;en  auf  dem  KIlipsoid  berechncl.  Das  im  vor.  Arl.  behandelte 
Dreieck  Ii»  j^i  imiir  in  der  Mitte  zwischen  di  iu  und  dein  Aequator. 
die  Cosinusse  d  r  1  !fi]ii  Ifen  Breiten  werden  daiicr  klein,  unii  daraus 
foitri,  dass  die  W  inki  i  i  ti.  lerungen  auch  klein  wei  den  müsst  n.  Anders 
verhäU  sich  dieser  Umstand  bei  Dreiecken,  die  nahe  am  Pol  oder  aiu 
Aequator  liegen,  hier  werden  unter  sonst  gleichen  llmslünden  die  Win- 
keittuderungen  möglichst  gross .  und  deshalb  habe  ich  noch  zwei  Drei- 
ecke von  nahe  derselben  Grösse,  wie  das  vorhergehende  berechnet,  von 
welchen  das  eine  an  den  Pol ,  und  das  andere  an  den  Aequator  reicht. 
Für  das  an  den  Pol  reichende  Dreieck  habe  ich  durch  Anwendung  der 
Hauplaulgabe  des  ersten  Abschnittes,  und  indem  ich 

^  =  70»  .      a'=  120»  .      a  =  f8« 


als  gegeben  betrachtete,  die  folgenden  Stücke  erhallen,  welche  in  der 
zu  Anfang  dieses  Abschnittes  cingeftthrCen  Bezeiclinungsarl  ausgedrückt 
sind 


ß 

700 

1-  71M0'45',62 

* 

a 

•    •  • 

a 

t 

120 

=  246  39  19.  88 

m 

(( 

»    •  • 

a 

u 

0 

180 

=  180 

n 

=  ÖC  3'  ;j7".3i  ; 

1 

n 

liO 

u 

n 

=    66  39  1  9,  88 

a 

«-  18 

0 

18  i9'ü'M0  i 

II 

o 

19  59  50.  476 
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Gellt  mau  min  /u  dru  in  unserer  jolzl  voHirgondcn  Aiir£;;il)f'  einueführ- 
(eo  BezeichnuDgen  Uber,  und  ^eUt  zuerst  Assn,  so  bekomail  iiian 

A  =  1 8»  ;    o'  SS  90*      ;    log  a  B  9.4971 5  ;       s  0.0987 

&s  19  59'S0';  If^liir;  log6s9.5m4;  6*»0.1«18 
c  B  18  49   6  ;      s  70  log  c  »  9.54646  ;      =  0.1079 

1?»  diesem  Falle  .sind  die  A/.iniullic,  die  in  iinsci  n  Ausdrucken  vorkom- 
Dion.  d(M  iN';itur  dor  Sache  zufolge  unliosliniml,  at)cr  zugleich  werden 
die  Glieder  der  Au^drilrke  des  Art.  138,  die  die  Aziuiulbe  cnihalteD 
gleich  Null,  uod  diese  Ausdrucke  bleiben  also  demungeacbtet  besUmmt. 
Sie  geben 


H-19'.467} 

j-l-18\328j 

j+18M87^ 

0, 065) 

j  +0.061) 

j  +0,061! 

—  0,  05S 

—  0,  04« 

—  0,  040 

-1-0.102 

+  0,013 

+  0, 023 

+  0,  087 

H-  0,  102 

+  0,  099 

+  ü,  086 

-h  0,  109 

+  i,m 

+  1,171 

+  1,201 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4)^8  +  20^976  ;   dir» +19",720  ;   <)C' «  +  19",640 
Setzt  man  bteraaf  Assn,  womit 

a  =  18"  4U'  6"  ;  «'  =  70  '  =  ÜJ079 

6  =s  18  ;    x  =  ''20«  ;       =  90  6^  =  0.0987 

c  =  19  59  50  i    X  =s;  180  ;    y  =  71  11'  ;        =  0.1218 

wild,  so  ergiebt  sieb,  weoD  mao  die  drei  ersten  Glieder,  die  immer  die- 
selben Werlbe  bekommen,  in  Ein  Glied  zusammen  zieht, 

+  19",  480  -|-1H,;U8  +18",208 

+  0.013  +  0,002  +  0,066 

+  0.169  +0,116  +0,110 

+  0,  109  +  0,  123  +  0,085 

+  1,079  +  1,034  +  1,061 

—  0.088  —0,063  —  0,085 

+  0,210  +0,162  +0,183 

an     +  20',972  ;   «TC  «  +  1 9'.722 ;   dA»- 19',028 

Sei  eodlicb  Ab»',  womit  ^ 
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a  a=  1 9 "  59  50  ; 

tt  = 

71" 

11;    «-  = 

;  = 

c  ^  18  4U    0  ; 

AUA'            -   ' 

2  s  180      ;  r  «= 

70 

;  SS 

wird,  80  erhfilt  maa 

H- 19' 480 

+  18*.348 

+  18',208 

0,  000 

-h  0,  049 

—  0,  004 

H-  0,  IT.) 

+  0.  106 

-h  0,  136 

H-  0.  I  M 

0,  080 

+  0.  132 

-1-  1,  OOi 

-i-  1,  049 

+  1,076 

—  0,  072 

—  0,  060 

—  0,  05! 

-h  0,169 

-hO,  142 

+  0,125 

dB^+  2O',960  ; 

iU=  +19',708; 

-|.19'.628 

Hier  weichen  die  Resullate  der  drei  verschiedenen  Berechnungsarien 
wieder  höchstens  0",0i  von  ciiiiindpr  ah,  obijleich  die  WinkclandtTiiiii^en 
weif  sri'Dssrr  sind,  wie  im  vorlici i;eh(Mi(l(Mi  Beispiel.  Ui'cIuk'I  man  aus 
den  ol)eii  gügebeueu  Üeilen  die  Winkel  des  sphärischen  Üreiecivs,  so 
findet,  mau 

A  -h  M  »  56«  3'  $8",23  ;  «U  -h  20*,9S 
B  -h  dB  s  66  39  39,  67  ;  dB  =  ^  19,  69 
C-t-dCss^O    0  19.58;  dCaBH-19,58 

Die  Abweichung  dieser  W  inkelanderungen  von  don  ofwu  berechneten 
sind  elwas  grösser  wie  im  vorigen  Beispiel,  uud  z\>ar  bezUghch 

+  0",0(>  ;  -h  0",03  ;  +  0".06 
H-  0.  Od  ;  -I-  0,  03  ;  +0, 05 
-h  0, 04  ;         0,  OS  ;     H-  0,  04 

welches  aber  nicht  nnerwarlel  Ist,  da  hier  der  Betrag  aller  Glieder  der 

WtnkelSnderungen  grösser  ist  wie  im  vorigen  Beispiel.  Uebrigens  sind 

die  strengen  Rechtiuni;tni  hier  niclil  mil  Loi^aritluuLn  von  so  vielen  De- 
cimalcn  ausgerulirt  worden,  dass  die  Winkel  des  spliUrischen  Dreiecks 
bis  auf  O^OOü  verbürgt  werden  könnten. 


143. 


FOr  das  am  Aequator  liegende  Dreieck  habe  ich  eio  gteichschenk- 

liebes  gewählt,  und  die  folgenden  Stücke  gefunden, 
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Darcb  die  Annahme  A=ft  gaben  nun  die  Aosdrttcke  des  Art.  138 


j  _  0,  OG5I 

—  0,  056 

—  0»  040 

—  0,  096 

—  0.096 
+  0.  074 

—  0,  637 

—  0,  124 

dA  s  20''.424 


j—  20,199) 
j  _  0,067) 

—  0.  067 
-h  0.  008 

—  0, 160 

—  0,  188 
0,  076 

—  0,  403 

—  0,  128 

ÜB  =  HC  =  —  2r,0ö4 


and  durch  die  Aonahme  Aas»'  (bnd  sich,  wenn  wieder  die  drei  eralen 
Glieder  in  Ein  Glied  zusammen  gezogen  werden. 


—  19*.596 

—  0,  007 

—  0,  t04 

—  0.  119 
0 

—  0,  594 
0 


—  20",323 

—  0.  085 

—  0,  093 

—  0,  085 
0 

—  0,  446 
0 


—  20,323 

—  0,  018 

—  0,  148 

—  0.  103 
0 

—  0,  446 
0 


»     89*.420 ;  <U  a  —  Sr.OSS ;  <MI  »  —  8r,038 

Die  Annahme  A^n  ist  hier  nicht  nöthig  durchzuführen,  da  sie  das- 
selbe Resullal  geben  muss  wie  die  vorhergehende.  Aus  der  strengen 
Berechnung  des  sphSürischen  Dreiecks  ergab  sich 

A  -I-  ^A  a  66«  37'  86*,04  ;     M  —  —  80*.38 

B  -h  dJ?  =  57  59  38,  96  ;  dj?  =  —  21,  04 
C  4-  aC  s  57  59  38,  96  ;     <rC  »  —  21.  04 

und  die  Vergleichung  dieser  Werthe  der  Winkelanderangea  mil  den 
ohen  erhaltenen  giebt  bezüglich 
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_  0",04  ;     —  0',0a  ;     —  0*,08 

—  0,  04  ;      +  0,  01  ;      +0,  01 

Die  Umstttode  sind  hier  nahe  dieselben  wie  im  nacbsl  vorhergehenden 
Beispiel. 


144. 

Es  vviirdi!  ohüii  gesagt,  da.ss  die  kleinen  Verscliiedeiiheilen ,  die 
vcrst  liiedeiion  BtTeclimiii.q>.irlen  i;et;ehen  liabeii,  FoIi;e  der  hier 
ühergHtigeucii  Glieder  iicliler  und  liühcrer  Oidnungei»  seien.  Demzu- 
folge müssen  sie  geringer  werden,  wenn  die  Dimensionen  des  Dreiecks 
kleiner  sind,  und  um  diirzulhun,  dass  dieses  in  der  Tbat  statt  findet, 
habe  ich  ausser  den  drei  vorhorgelienden  DieifM-ken  von  nahe  gleicher 
Grösse  ein  etwas  kleineres  spbäroidisches  Dreieclc ,  und  zwar  das  fol- 
gende, berechnet. 

ß—    54"42'10",20  ;       =   :}8"        ^,64;    y^' =  50" 

«'  =  2S;-,  ,{2  öo,  07  ;    «=211  55    0,  or»  ;    «  =  40 

«  =  341  .J  ]  25,  SI  ;    «;=  H)0  28  23,  15  ;    <e;  =  120 

II  s         0  %%  84  ;    »SS   45  U  37,  40  ;    »'s  80 

0  s   14  ;    a'=   12  ;    a'ss  16  41  Ö7;264 

NimuU  iiidu  nun  zuejäl  A  =  »  hii,  su  bekumml  man  auf  dieselbe  Art 
wie  vorher 


1-1-  r.794j 

(H-  0^1 82| 

(+  r,332j 

1-4-  0.  006) 

i-h  0.  001 } 

004) 

-h  0. 015 

4-0.  016 

H-  0.  016 

+  0.  009 

H-  0.  OOi 

—  0.  001 

»  0.  008 

—  0.012 

—  0.006 

-1-  0.  006 

-1-  0.  008 

-H  0.  007 

H-  0.  24G 

+  0.  258 

-h  0.  227 

—  0.  081 

—  0.  098 

—  0.  070 

—  0.  OGÜ 

—  0.  086 

—  0.  057 

1  ,921  ; 

dB  =^~0  ,273  ; 

dC  a=  -♦-  J",452 

Die  Annahme  il  b  »'  giebt 
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+  0M99 

+  1  ,352 

—  0.  004 

—  0.  009 

—  0.  002 

-h  0.  0 1  4 

+  0.  012 

-4-  0.  008 

<4-  0.  006 

_i_  0  006 

-4-  0  006 

0. 1 44 

+  0.  1 51 

-1-0.432 

—  0. 4  53 

—  0.  480 

—  0.  427 

-1-  0. 093 

H-  0.  089 

-h  0.  078 

-f-  1  ,;rl  .1  ; 

sa:  -1-  0  ,ZDÖ  ; 

-1-  i 

Diialmic  A  = 

ti  giebl 

-h  4'.815 

H-  0'»499 

-h  4;352 

—  0.  002 

—  0.  004 

•4-  0.  004 

+  0.  020 

H-  0.048 

-h  0.  040 

0.040 

—  0.  044 

—  0.  007 

H-  0«247 

+  0. 228 

-h  0. 200 

—  0.440 

—  0.  124 

—  0.  085 

—  0.  010 

—  0.  037 

—  0.  019 

» -I- 1';920  ;       SS -h  0\272  ;  dii  =  +  1".452 

Hier  giebt  sieb  in  der  Thal,  wie  oben  voransgeselzt  wurde,  zu  er- 
kennen, dass  die  Besultale  der  drei  verschiedenen  Berechnungsarien 

weil  näher  mit  einander  Uheicinsliuiuien,  wie  bei  den  vorhergehenden, 
grösseren  Dreiecken  der  Fall  war.  Demi  wahrend  dort  der  grusste 
rmerschicd  auf  0".02  bis  0  ,03  stieir,  erreicht  er  hier  höchstens  0",00ü. 
Berecbuel  man  das  sphärische  Dreieck  strenge,  so  findet  mau 

il  H-  <U  =  56«  0'  34',74  ;  «U  s  -f-  4'.90 
B  -h  dB  s  45  26  37.  68  ;  dB  ^ 0, 28 
C-i-dC»  80  0  4,47;        »  H- 4,  47 

and  hteroit  werden  die  Unterschiede  von  den  oben  berechneten  VVer- 
tbeo  der  Winkclanderungen  ohne  Unieischied 

—  0",02  ;    -h  o;04  ;    -i-  0",02 

die  flir  befriedigend  gehailen  werden  mttssen.  Denn  obgleich  ich  hier 
wieder  die  strengen  Rechnungen  mit  Logarithmen  von  acht  Decinialen 
ausgeführt  habe ,  so  zeigte  sidi  doch  am  Ende  derselben ,  dass  dieses 
nicht  ausreichend  ^var  um  in  den  Winkeln  des  sphärischen  Dreiecks 
eineo  Fehler  von  nicht  mehr  wie  0",00ö  vollständig  verbürgen  zu 
köDoen. 
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U5. 

Aii^sprflera  will  ich  einer  Eigeiitluiiulu  likeil  wcsen,  die  die  Winkel- 
öiuhMuni^oii  darbieten  können,  und  die  in  den  vorslelienden  Dreiecken 
nicht  vorkommt,  noch  ein  Dreieck  einschalten,  aber  ganz  kurz  beban- 
d(dn.  Die  folgenden  Stücke,  die  grösslentbeils  nur  mil  Logarithmea  von 
füDf  Decimaieo  berechnet  worden  sind, 

«'s  80  0.0  ;  a'ai  211  41.8  ;  »  »  339  35.7 
«  «  42  45. 7  ;    «  s=  162  49. 2  ;    «;  =  244    7. 8 

M  =  37  14.3;  n=  48  52.6;  «"  =  9ä  27.9 
0=12  0.0;  ö'  =  15  0.0;  a=  20  0.0 
gchöron  eiiieni  sphärischen  Dreieck  an,  neben  welchem,  um  die  Breiten 
und  A/jüuitlie  zu  erhalten,  auf  der  Kugel  ein  passender  Punkt  als  Pol 
betrachtet  worden  ist.  Wenn  man  von  den  vorstehenden  Dreiecks* 
stocken  die  Anzahl  unverändert  Ittsst,  die  Atr  die  Berecbnang  eines 
sphftroidiscben  Dreiecks  nolbwendig  und  hinrdcbend  ist,  und  damit  das 
spbftroidiscbe  Dreieck  berechnet,  so  ist  es  klar,  dass  die  übrigen  Stocke 
des*  letzteren  von  den  tlbr%en  olngen  Stocken  nur  wenig  abweichen 
werden.  Von  der  anderen  Seite  betrachtet,  ist  es  für  die  Erlangung 
von  sehr  genauen  Werthen  der  Winkelündeningen  durch  die  Ausdrücke 
des  Art.  1 38  nicht  erforderltcb  die  DreiecksslUcke,  die  dazu  angewandt 
werden  mUssen,  mit  i^ru.sser  Schürfe  zu  kennen,  und  man  kann  daher 
aus  den  obigen  Daten  schon  liie  Winkeländenmgen  des  angedeuteten 
sphUroidischen  Dreiecks  mit  vieler  Genattif^keit  berechnen.  Diese  Rech- 
nung gab  die  folgendeu  Kesullate,  die  ich  auf  dieselbe  Art  wie  vorher 
aufgestellt  habe. 


A  s=  n. 

(  0*,000j 

(-  1",74^j 

j—  a",r>  t5| 

i  0.000) 

j—  0.  006) 

j—  0.  {H)->\ 

-h  0.  018 

-H  0.  Olß 

-1-  0.  018 

-1-  0.  012 

-fr-  0.  006 

+  0.  002 

0.  019 

—  0.  021 

—  0.  008 

+  0.  001 

+  0.  001 

H-  0.  001 

H-  0.  317 

«4-  0.  298 

H-  0.  258 

—  0.  094 

—  0.  116 

—  0.  083 

—  0.  096 

—  0.  117 

^  0.  075 

M  »  +  0  ,1 39     dB  a  —  r.681         »  —  0',406 


...... ^le 
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-  r,732 

—  0\499 

—  0.  009 

—  0.  016 

0.  003 

+  0.  001 

-1-  0.  001 

+  0,  001 

-1-  0  013 

H-  0.  009 

4-  0.  005 

-1-  0.  169 

4-0.159 

-f*  0.  138 

—  0.  204 

—  0.  m 

—  0.  164 

H-  0.  139 

-h  0.  119 

4-  0.  101 

A  = 

—  0"  441» 

-1-  O'.OIS 

—  r.732 

—  O'.iü'J 

0.  ono 

0.  000 

0.  000 

^  0.  017 

4-  0.  013 

H-  0,  007 

^  0.  032 

^  0.  034 

—  0.  ou 

-h  0.  273 

H-  0.  257 

-1-  0.  224 

—  0.  160 

—  0. 176 

—  0»  124 

+  0.  019 

^  0.  015 

—  0.  001 

=  —  r,ö87 

^il  = 

-  0  .407 

Die  Bigenthamlichkeit,  die  dieses  Dreieck  darbietet,  besteht  dario,  dass 
Id  der  AenderuDg  des  Winkels  n  das  erste  Glied,  welches  in  der  Regel 
dsis  grttsste  ist.  Null  wird.  Im  Uebrigon  bictcl  dieses  Dreieck  in  den 
Vlokelanderungen  tthnllche  Umstände  da,  wie  die  vorhergehenden 
Dreiecke. 

146. 

Ich  meine  durch  die  vorhergehonden  Beispiele  das  in  die.-cm  Ab- 
fcbnitt  entwickeile  Verfahren  zur  AuflOsong  von  sphttroidischen  Drei> 
ecken,  durch  ihre  Bednction  auf  sphärische,  in  Bezog  auf  dessen  An* 
wendbarkeit  ausreichend  erlAatert  za  haben,  kann  aber  dieses  Thema 
nkibt  sebliessen,  ohne  eine  interessante  und  wichtige  Eigenschaft,  die  die 
Ausdrücke  des  Art  138  besitzen,  aus  einander  gesetzt  zu  haben,  und 
die  dureh  die  numerischen  Beispiele  aufgedeckt  worden  ist. 

Das  erste  Glied  einer  jeden  der  ijn  N'orlier^ohenden  berochnelen 
Wiakeldnderuogen  ist  das  Resultat,  welches  man  erhallen  haben  wttrde, 
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wenn  die  Rechnuni^  nacli  den  Ausdrücken  (it^)  irefnhrl  worden  würo. 
Denn  das  erste  flliod  eines  jeden  der  drei  Auscirm  Lc  des  Arl.  1  ti8  ist 
bez.  mit  einem  der  drei  Ausdrucke  (112)  identisch.  Analj.sirt  mun  dieses 
Glied,  so  wird  man  linden,  dass  es  Cdieder  der  vierten,  filnflpn,  und 
der  höheren  Ordnungen  enthüll,  und  diese  sind  dahf  r  auch  ia  dem  Ott- 
meriscben  Betrage  des.selben  enthalten .  in  so  weit  die  letztgenaDnten 
merklich  werden.  Es  ist  aber  nur  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung 
richtig,  weil  die  anderweitigen  Glieder  sechsler  und  höherer  Oi'dnungen 
nicht  darin  enthalten  sind.  Diese  sind  aber  in  den  Ausdrucken  des  Art. 
1.38  mit  enthalten,  und  es  sind  aberhanpt  die  Glieder,  durch  welche 
sich  diese  Ausdrucke  von  den  (112)  unterscheiden,  die  in  den  letzteren 
fehlenden  Glieder  sechsler  nnd  siebenter  Ordnung.  Von  diesen  sind 
die  mit  cosSr/,  cos -2«  ,  sin  V,  co.s  mulliplicirlen  hlo.s  von  der 
sechsten  Oninun^',  d'w  mit  eos  ij-/  und  cos  2/  multiplicirlen  von  der 
sechsten,  siehenlen  uiui  iiöhcren  Ordnungen;  das  lelzle  endlieh, 
welches  mit  sin«  cos«'  multiplicirt  ist,  enliiöll  blos  Glieder  der  SK'ben- 
len  Ordnung.  Die  numerischen  Angaben  der  vorhergebenden  Artikel 
zeigen  nun  für  jedes  Beispiel  den  numerischen  Betrag  eines  jeden  dieser 
Glieder,  und  man  kann  diese  leicht  so  anordnen,  dass  die  verschiedenen 
Ordnungen  von  einander  getrennt  erscheinen. 

Für  unsern  Zweck  ist  es  nun  erforderhch,  dass  zuerst  im  ersten 
Gliede  nur  die  Glieder  vierter  Ordnnni;  von  denen  höherer  OrdnuMgen 
getrennt  werden,  und  da  leicht  gezeigt  werden  kann,  dass  jene  sowohl 

fUr  dA  wie  fttr  dB  und  SC  sich  in  das  einzige  Glied  —  y  A     sin  2  a 

*  zusammen  ziehen ,  so  braucht  man  nur  den  Werth  dieses  Gliedes  za 
berechnen,  und  denselben  vom  Betrage  des  unverttnderten  Gfiedes  ab- 
zuziehen, um  die  verlangte  Trennung  zu  erlialten.  Wendel  man  diese 
Rechnung  auf  das  liuispiel  des  Art.  141  an,  m  welchem  die  hier  zu  be- 
trachienden  Umstände  am  Meisten  hervortreten,  so  ergeben  sich  die 
folgenden  Zusammenstellungen 

dB,  dC  flir  A  SS  II. 

Glieder  iter     Ordn.         0  0  0 

„      öter.  elc.  „     —  1",öö4         —  1".14ä        ~  3;547 


...... ^le 
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dC,  dB,  dA  für  A  SS  » . 

Glieder  4ler     Ordn.  —  7',932        —  7*.932 

öter,  etc.         H-  6.  3G8         ^  6,  787 


Summen  ^  T.Stii  ~  4",U5  —  3  ,547 

wie  obeo. 

Glieiier  4ter     Ordn.      r.ü7ü  +  1",676  4- 

„     öler.  etc.  „     —  3,  240  —  2, 821  —  5, 223 


Summen  —  r.564        —  1  ,145        —  3*,547 

wie  oben.  Hier  bemerkt  man  zuerst,  dass  sowohl  der  Betrag  der  Glie- 
der vierter  Ordnung  fUr  sich ,  so  wie  der  der  Glieder  boberer  Ord- 
nungen i^ehr  verschieden  MusßllH«  jenacfadem  die  eine  oder  die  andere 
der  drei  verschiedenen  Berechnongsarten  angewandt  worden  ist.  wflh> 
read  die  Summe  alter  dieser  Glieder  einen  Teststehenden  Werth  bat. 
Auch  giebt  sich  zu  erkennen,  dass  die  Glieder  fünfter  Ordnung  weit 
grösser  werden  können  wie  die  der  vierten;  dieses  ist  in  unserm  Bei- 
spiel bei  A  =  n  und  .1  =  «'  der  Fall,  und  im  erstereu  rdlie  werden  die 
Glieder  vierter  Ordnung  soi^ar  ii\v'\vh  Null.  Man  sieht  ein,  das.s  diese 
Imstande ,  obgleich  in  verklcinerteui  Miiasse,  auch  bei  den  kleinsten 
Dreiecken  vorkommen  können,  und  dass  daher  die  blose  Berücksichti- 
gung der  Glieder  vierter  Ordnung  jedenralla  nnr  ein  ungenaues  Resultat 
hervorbringen  kann. 

Betrachten  wir  jetzt  die  übrigen  Glieder  unserer  Ausdrucke,  so 
llssl  sich  eine  ähnliche  Trennung  der  Glieder  sechster  und  höherer 

Ordnungen  auch  leicht  bewcrkslelligen ,  man  braucht  nur  allenthalben 
C082«'  für  cosS^y  und  cos  -iy  y.u  öüIzcd,  und  nach  dieser  Vciimdening 
(k  ii  iiuiiierischen  Betrag  der  betreffenden  Gli<M!er  wieder  /u  bcreclinen; 
dieser  ist  die  Snniiee  der  in  diesen  (iliedern  cnlhallencn  Glii  der  sech- 
ster Ordnung,  und  zieht  man  ihn  vom  vollständigen  Werlhc  ab,  so  er- 
geben sich  die  in  diesen  Gliedern  enthaltenen  Glieder  höherer  Ord- 
nungen. Auf  diese  Art  habe  ich  die  folgenden  Zusammenstellungen 
erhalten,  denen  ich  die  oben  schon  angeführten  anreibe,  um  die  so  ge- 
ordneten Ausdrucke  voltstündig  beisammen  zu  haben. 
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dA,  dB,  dC  für  4  =  ». 

Glieder  4ter     Ordn.  ODO 
„     öter,  elc.       —  r,564        —  T.Uö        —  3",r>47 
„     eter  «4-  0. 217        -h  0.220        -»>  0. 466 

7ter,  etc.  „    —  0.  060        —  0.  043        —  0.  127 


«• 


Sn.  wie  im  Arl.  i  44  —  r^407  ,  —  0*,  968  ,  —  3*,508 . 

Glieder  4ter     Ordn.  —  7\9d2  —  7',9a2  —  7*.9d2 

„      5  (er,  elc.        +  6,  368  -h  6,  787  -l-  4.  386 

6ter        „     *  0. 098  —  0.  149  ^0.  226 

7t6r,  ele.  „     H-  0.  236  +  0.  306  H-  0.  249 


Sd.  wie  im  Arl.  U1  —  r.42Ö  ,       —  0\989  ,  —  3',524 

'  dC^dA,  dB^A^n. 

Glieder  4ter     Ordn.      1',676        ^  r.676  +  r.676 

„      r,ler,  elc.  ..     —  3,  240         —  2.  821  —  5.  223 

Glm         „     H-  0.302         +  0.^02  +0.288 

7ler,  etc,  „     —0.139         —0.182  —  Ü.  244 


Sn.  wie  im  Art.  141  —  r,401        —  0\965        —  3^503  . 

Hier  zeigt  sich  in  Bezug  auf  die  Glieder  sechster  und  siebenter  Ord- 
nung ein  ahnliches  Verhalten  wie  das  oben  bei  den  Gliedern  vierter 
und  Tiinfler  Ordnung  wahrgenommene.  Die  Glieder  sechster  Ordnung 
für  eine  und  dieselbe  Winkelünderung  bekommen  in  den  drei  verschie- 
ilenc«  Berechnungsarien  verschiedene  Werlhe,  deren  Schwankune<*n 
itiä  auf  C.S  steigen,  und  «iie  (ilieder  bit.'benler  Ordnung;  });d)<::n  dieselben 
Schwankungen  im  entt,'ei^'cngOöel/ien  Sinne,  so  (I;isn,  \  o:  I h  h  iltlich  der 
kleinen  Unterschiede,  die  von  anfangender  Wirkung  der  Glieder  höherer 
Ordnung  zeugen,  die  Summe  der  Glieder  seclistcr  und  siebenter  Ord- 
nung fesUtehende  Werlhe  bekommen.  Die  Kechnung  fUr  A  =  zeigt 
ttberdiess,  dass  auch  die  Summe  der  Glieder  siebenter  Ordnung  be- 
trächtlich grösser  werden  kann,  wie  die  der  sechsten  Ordnung.  Es 
folgt  aus  diesem,  dass  die  blose  HinzofUgung  der  fehlenden  Glieder 
sechster  Ordnung  zu  den  Ausdrücken  (1 1 2)  gar  keinen  Nutzen  herbei- 
geführt haben  würde,  und  dass  nur  die  Mitaufnahme  der  Glieder  sie- 
benter Ordnung  eine  wesentliche  VergrOsserung  der  Genauigkeit  in  den 
lU'Sullalen  bewirkt  hau 
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in  den  Dreiecken,  die  an  den  Fol,  oder  an  den  Acquutut  reichen, 
trclon  die^:c  Uinstönde  aut^h,  nur  oicbl  in  so  grossem  Maasse  wie  in 
dem  hier  betrachteten  Dreieck,  hervor,  aber  in  dem  Dreieck  des  Art. 
\ki  werden  sie,  namenilidi  in  der  zweite  Berechnnngmrt,  wieder 
sehr  merklich,  weshalb  ich  in  Bezug  auf  diese  dieselbe  Trennung  der 
Glieder  vornehmen  will.  Man  erhall  für  dieses  Dreieck 

dB,  ÖA,  dC  für  A  —  n. 

Glieder  4  KT      Ordn.  —  2",580  —  2",ö80  —  r.TiHO 

öler,  etc.  „  -i-  4.  374  +  2.  762  -i-  3.  i)  1 2 

6ler  —  0.  022  —  0.  043  —  0.  Oül 

„      7ter,  etc.  „  -+-0.143  h-  0  131  -1-0.116 

.   Sn.  wie  im  Art.  144  -h  ^,91 5,      h-  0*,268  ,       -h  r,i47 

Hier  sind,  wie  man  sieht,  nichl  blos  die  Glieder  füntler  Ordnung 
grosser  wie  die  der  vierten,  sondern  dasselbe  findet  zugleich  in  Bezug 
auf  die  Glieder  siebenter  und  sechster  Ordnung  statt.  In  den  Aus- 
drücken ftlr  die  Flüche  des  sphttroidischen  Dreiecks,  und  in  den  lUr  die 
Sooime  der  Winkel  desselben  kann  Aehnliches  auch  vorkommen. 

Es  ist  noch  eines  Umslaodes  zu  erwähnen.  In  der  R^el  ist  die 
Summe  der  Glieder  vierter  und  fünfter  Ordnong  bedeutend  grosser  wie 
die  Summe  der  Gb'eder  sechster  und  siebenter  Ordnung,  nnd  es  Ittsst 
mh  voraus  sehen,  dass  die  Summe  der  Glieder  achter  und  neunter 
Ordnung  auch  wescallicli  kleiner  sein  wird,  wie  die  der  sechsten  und 
siebenien  <  »njiiung  u.  s.  %v.,  wenn  man  nur  die  Dreiecke  nielil  allzu 
gross  auswählt;  hierin  spnciil  sich  im  Allgemeinen  die  Convergenz  der 
AusdrtJcke  aus.  Man  kann  aber  auch  Dreieeke  angehen  in  welchen 
diese  Regel  eine  Ausnahme  erleidet,  und  für  Einen,  ja  selbst  für  zwei 
Dreiecks  winket  das  erste  Glied,  also  die  Summe  der  vierten,  und  deir 
damit  verbundenen  Glieder  fliofter  und  höherer  Ordnungen  kleiner  wie 
die  Summe  der  Übrigen  Glieder  sechsler  und  hüberer  Ordnungen,  und 
sogar  gleich  Null  wird.  Um  dieses  auch  durch  ein  Beispiel,  wenig- 
stens an  Biuem  Winkel  su  zeigen,  ist  das  Dreieck  des  Art.  4  45  berech- 
net worden.  Anf  die  Gonvergenz  der  Ausdrucke  hat  dieser  Umstand 
übrigens  kmnen  Einfluss. 

Schliesslich  bemerke  ich  noch ,  dass  das  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelte Verfahren  nicht  blos  in  (lern  l  alie  Anwendung  findet,  in  wel- 
chem die  drei  üreiei  k^seilen  urspi  auglich  gegeben  siud,  souderu  allge- 
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laei»  bei  vielfacli  anderen  i?e;.'rbciion  Sliicken  dos  Dreiecks  aucli  anj^c- 
vvandt  werden  kann.  Ks  bildet  dalier  dieses  Vci  raluen  eine  besondere 
Auritisungsart  von  spiiäroidischcn  Dreiecken,  die  nicht  grösser  sind,  wie 
die  obeo  beispielsweise  belrachteien. 


147. 

Die  Formctn  zur  Reduction  eines  sphärischen  DreieckB  auf  eio 
ebenes  brauchen  wohl  nichl  durch  Beispiele  erlttulert  zu  wenlen,  da  sie 
so  sehr  einfach  sind,  es  mOchle  aber  dagegen  die  Zusammenstellung 

der  Correclionen,  die  man  an  die  beohaclilelen  Kiclitiiiiijen  (jder  Winkel 
eines  Drcieck.siiel/.eR  vor  der  Ausgleicliuiii^  de»elben  anbringen  muss, 
als  Schlus.s  (beses  AbschmUe.s  nicht  am  unreclilen  Platze  sein. 

Zuerst  ist  der  erste  Ausdruck  (53)  zu  berUeksicblij;;en ,  der  ohne 
die  Genauigkeit,  die  er  besilzi,  zu  beeiolräcbiigen ,  wie  folgl  gesielU 
werden  kann, 

(135)  Ä  =  Äo—  f^o'cos^/J'sinft'cos«  —  ^ö'sin/?'cos/9'sin« 

wo  die  Bezeichnungen  in  den  Correclionsi^liedern  die  des  zweiten  Ab- 
schnittes sind.  Es  bedeuten  also  a  die  in  Bogeotheilen  auggedrttckie 
Dreiecksseile,  deren  Richtung  man  eingeschnitten  hat,  a  das  Azimulh 
derselben,  f  die  redncirte  Breite  des  Beobachtungsortes,  die  nur  mit 
geringer  Genauigkeit  hiefUr  bekannt  zu  sein  brauchen,  und  es  ist 
r  s  206265*.  Wenn  a  in  irgend  einem  Linearmaasse  statt  in  Üogen- 
theilen  ausgedruckt  ist,  so  ist  es  leicht  den  Ausdruck  der  Gonstante  zu 
ßnden.  die  an  die  Stelle  von  r  gesetzt  werden  miiss;  man  kaim  üich 
aucli  bci^nilgt  n  fUr  f/  die  Polböhe  des  Stationsortcä  zu  subslituii-en. 
Es  bezeichntin  hier  ferner  II,  die  beobachtete,  und  ^  die  verbesserte, 
auts  fj;codnii>clu'  A/iniuth  bini^efuhrlo  Richtung. 

Wenn  nicht  liichtuncen,  sondern  Winkel  beobachtet  worden  sind, 
so  zerlegt  tnan  diese  in  (he  Riehtungen  ihrer  beiden  Schenkel  und  bringt 
an  jedem  dieser  die  durch  (135)  gegebene  Correction  an. 

Hierauf  sind  die  aus  den  Ausdrficken  (9G)  und  (112)  hervorgehen- 
den GorrecUonen  zu  berechnen,  and  an  die  aus  den  Richtungen  folgen- 
den, oder  unmittelbar  beobachteten  Winkel  anzubringen.  Oftmals  kann 
mau  »ich  begnügen  stall  der  einzelnen  Werthe  der  (9(i}  uud  (112)  die 
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dabei  angegebenen  Summen  derselben  zu  bcnulzen,  und  damit  die  Summe 
der  durch  die  Beohachlongen  ertialteneo  Wipkel  der  einzelnen  Dreiecke 
za  verbessern.  Wenn  dieses  geschehen  ist ,  kann  das  ganze  Dreiecks- 
nelz  als  auf  der  Ebene  liegend  betrachtei  werden,  und  die  trigono- 
melrisehen  Bedingungen ,  die  zur  Ausgleichung  desselben  erforderlich 
sind,  müssen  der  ebenen  Trigonometrie  entnommen  werden. 

Nach  vollendeter  Ausgleichung  müssen  die  ans  den  Ausdrücken 
(00)  und  (112)  entsprungenen  Correctionen  ,  wenn  sie  vorher  an  die 
einzelnen  Winkel  ;ingebiachl  vvordtui  sind,  wieder  davon  abgezogen 
werden,  die  ans  der  (13ö)  hervorgegangenen  hingegen  an  den  Kich- 
lUDgen  und  Winkeln  belassen  werden. 

Die  Ausflihriing  der  Berechnung  der  eben  genannten  Correctionen 
setzt  eine  vorläufige  Berechnung  des  Dreiecksnetzes;  voraus ,  die  also 
Tonmgegaogen  sein  muss,  und  auch  aus  anderen  Ursachen  nicht  ent^ 
behrt  werden  kann. 

tm  VorheiiBehenden  sind  alle  nothwendigen  Coirecttoneo  voH- 
sandig  enthalten,  allein  man  wird  in  der  Anwendung  finden,  dass  ge^ 
meiniglich  diLji.u  igea,  die  sich  auf  die  Uebertragung  der  sphttroidisehen 
Drnecke  auf  sphärische,  so  wie  die  Correetion  der  Azimutbe  beziehen, 
unmerklich  werden,  und  nur  dann,  wenn  die  Beschafl'enheit  des  Bodens 
(Iii  uiifiiitteibare  Messung  von  besonders  gro>sen  Dreiecken  gestattet 
liai,  elvvas  Merklichejs  geben  können  In  den  Dreiecken  gewöhnlicher 
Ausdehnung  kann  man  sich  gemeiniglich  begnügen  blos  die  Ausdrücke 
(96),  und  zwar  mit  Weglassung  der  Glieder  vierter  Ordnung,  mit  an- 
deren Worten,  den  Legend r ersehen  Satz  anzuwenden.  Man  thiit 
jedoch  wohl,  sich  mit  der  Wirkung  der  Ausdrücke  (136)  und  (112)  im 
Allgemeinen  bekannt  zu  machen,  um  eine  Uebeigehung  derselben 
n  den  Fallen,  wo  sie  nicht  ganz  unmerklich  sein  sollten,  zu  ver- 
msidett.*} 

Es  darf  nicht  ttbersehea  werden,  dass  in  diesem  Artikel  blos  von 

den  bei  der  Ausgleichung  der  wirklich  beobachteten  Richtungen  oder 

Winkel  eines  üreieckgnetzes  zu  beachleudeu  ÜinälUnden  diu  Uede  ist, 


*)  In  der  ensüicfaen  Ordonanoe  Snrvey  kommt  ein  Dreieck  vor,  in  welchem  die 
Sumne  der  Winkel  1 80«  1'  4*,9  betrSgt.  Hier  wird  Ae*  s  0*,i3,  und  die  ReducUon 
("iiies  solchen  Dreiecks  auf  ein  sphUrisches,  eowobl  wie  der  Aasdruck  (135),  kBnnen 
dilifr  sohr  wohl  ctwas  Merkliches  geben. 

AMuA.  d.  K.  S.  CMrilwh.  i.  WlHfluch.  XIIL  4  4 
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nnd  Hnss  nur  in  Bezug  auf  diese  die  Uulcrwliiedo  zw  ischen  den  spliät- 
rüidiscticn  Hiclilungen  oder  Winkeln  liJiufig  umnerklK  ij  sind  Diosom 
sIoIjI  die  wcilerc  Borcchntinii  des  nroief  ksiiolz(>s,  in  welcher  die  uii- 
miltelbar  gemessenen  Dreiecke  zu  grössei  eu  mit  einander  verbundeo 
werden  müssen,  gegenüber;  in  diesen  Verbindungen  ist  die  Berück- 
sichtigung der  Elliptici uu  der  ErdoberAttche  anerldsslich  oolhwendig, 
da  sie  bedealendeo  Einfluss  ttmfiern  bnrni,  und  hier  kommen  eowobl 
die  Aufguben  der  vorhergehenden  Abschnitte,  wie  die  Haoptau^abe 
dieses  Abschnittes  und  die,  welche  im  folgenden  Abscboilte  noch  gelost 
werden  soll,  wesentlich  in  Betracht. 


Vierter  Absdmitt 

Die  im  vorigen  Abschuill  ilUr  beliebig  grosse  Dreieeksseiten  cnt- 
wickeiten  Ausdrücke  zur  Heduclion  der  Winkel  des  sphilroidischen 
Dreiecks  auf  die  eines  sphärischen  sind  noch  einer  anderen  An\vendung 
Dlhigt  die  aof  die  Aoflösung  einer  neuen  Klasse  von  Aufgaben  fuhrt. 
Die  in  den  Artt.  912,  95,  98  fttr  diese  Redoctioo  erhaltenen  Ausdrucke, 
die  sich  noch  dazu  auf  ein  besonderes  sphsroidtsches  Dreieck  beziehen, 
sind  zu  zusammengesetzt  als  dass  sie  einer  fortgesetzten  Anwendung 
fithig  sein  konnten,  und  würden  noch  zusammengesetzter  werden,  wenn 
man  sie  auf  das  allgemeine  sphiroidische  Dreieck  ausdehnen  wollte. 
Eine  Hinfuhrung  derselben  auf  eine  einfachere  Form  scheint  im  Allge- 
moincn  niclil  möi:lirh  zn  sein,  dagegen  giebt  es  einen  besonderen  Fall, 
in  welchem  sj  sn  li  w  (  e  ntlieh  vereioiacben ,  und  dieser  Fall  ist  einer 
maonigiacheu  Anwendung  Tahig. 


U9. 

Die  grosseren  Dreiecke  deren  Auflösung  in  der  Geodäsie  veriangt 
wird,  um  von  den  aasgeglichenen  Dreiecksnetzen  auf  die  Gestaildcs 
BrdkOrpers  zu  schliessen.  sind  grOsslentheils  solche  deren  eine  Ecke 
in  einem  der  beiden  Pole  des  Bllipsoids  li^t  Solche  Dreiecke  haben 
auch  die  Haupiauiguben  des  erstmi  und  des  zweiten  Abschnittes  ge- 
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bitdei,  and  wendet  man  die  eben  erwähnten  Reductionsfonneln  aof  ein 
solehes  Dreieck  an,  so  werden  «e  viel  einfiicfaer.  Zu  dem  Ende  muss 
van  den  Punkt  D  der  F^r  des  Art.  84  in  den  Pol  P  verlegen,  wo- 
durch die  Seite  DE  mit  dem  Meridian  PC  zusammenftlH,  und  das  Drei- 
eck GPE  hervorgeht  Da  hierauf  /9=s90"  wird»  so  reduciren  sich  die 
{benannten  Reductionsformefn  alle  drei  auf  ihr  erstes,  von  ß  unabhUn- 
giges  Glied,  und  werden  iuiglicli  viel  einfacher. 

160. 

Für  die  jetzt  zn  erreichenden  Zwecke  wird  es  dienlich  sein  eine 

neue  Bezeichnung  cinzufilhrcn.  Setzen  wir  in  dem  spiiUroidiäciien  Drei- 
eck PGE  der  Figur  die  Seiten  und  die  Winkel 

PG  =  2"'  ,    PCE  =  1 800  —  a 
PE^Sr,  PEGsma' 
EGmta  ,  BPG^X 

und  bezeichnen  die  reducirto  Breilo  des  Punkts  G  mit  /?',  und  die  des 
i'unkts  /!-  riiil  /i",  dann  ist  die  Analogie  mit  den  friitiorcn  l{n7.(  u  hniiny;en 
b(>rgeste1U.  Seien  ausserdem  in  dem  corres(K>Qdirenden  spbarisclien 
Dreieck  die  Winkel  bez. 

180»  —  A'  ,   A\  A 
und  die  Winkeläuderungen      ,  Au  ,  AX  so  verstanden,  dass 

«'  =  yl'  -i-  Aä 
a  =  H- 
l  =Al-^AX 

mrden,  so  dürfen  wir  ohne  Nachtheil  der  Genauigkeit  in  den  Ro- 

doclionsformeln  der  Artt  02 ,  95,  9S,  nachdem  darin  ß^s  90*>  gemacht 
worden  ist, 

Aa  Statt  Am 


—  Aa 

>» 

An 

»♦ 

Aa' 

9 

it 

9 

ff 

9 

sr 

M 

m 
% 

480«— 

•) 

m 

A' 

t1 

«r 

A 

t) 

m 

a 

44« 
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Selzen,  und  eihalleo  damit,  wenn  zur  Abkuiicung 

gesetzt  wird, 


+  fl^  jj^fiinA'cosA'sin^i'"—  -^-rc^üiaA'cosA'siQ^^'' 
=  Ö'  i^SO  -  0"  cot« 


sin  A'  cosA'  sm«^'  —  -j-r i^ürn  A'co8A*sin<^ 


4       sin  (T  4 

^  s  0'  oots  A'  —  (T  Goig  A* 

deren  Berechnung  einfach  ist.   Ich  fuge  hinzu  dass  man 
log|e2s7.222d5;    log-fre'==  3.53677 

erhalt. 


Indcu»  ich  nun  annehme,  dass  ^,  a  gegeben  sind,  so  ist  hicmil 
nur  eine  Dreiecksscile  nnmitlelbar  gegeben,  und  die  Ijeiden  aodercn 
nilissnn  erst  ntis  und  fi'  berechne!  werden .  und  dieses  geschielil 
durch  die  Aufgabe  des  Ari.  63,  ia  welcher  fiio  eine  Breite,  oder  Pol- 
höhe X  90*  zu  salzen  ist  Wondei  nian  die  dort  gegebene  Auflösung, 
unter  der  genannten  Annahme,  auf  den  Ausdruck  (91)  an,  so  findet 
man  leicht 

u'  =  90»  —     :    x"  =  90«  —  (T 
(136)    .  i-iT'  =     —  ß'  «'0  2/  —  C  sin  4  x 

[^•  "^X  —  A'x  +     sin  2  /  —  C  sin  4  / 

worans  die  Dreiecksseilcn     und  ^  hervorgehen,  wenn 

logA's=7.222ti952  i    logir=2. 2364718  ;    log C «8.5571 9 

gesptzt  werden.  Um  Alles  beisammen  zu  haben,  filhre  ich  noch  die 
aussentem  anzuwendenden  Formeln  der  sphUrischcn  Trigoaomclric  an. 
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.    .  (137) 


leb  werde  dud  zuersi  ao  zwei  Beispieleo  zeigen  wie  nebe  die  eben 
erbaltenen  RednclionsronDeln  mit  der  sirengeii  Rechnung  übeFcinslini- 
men.  Zuerst  nehme  ich  das  grüsste  Dreieck  vor,  welches  in  dieser  Ab- 

Ijandlung  voikomml,  neinlicli  das  zwisrhon  Stinliago,  Moskau  und  dem 
Nordpol  der  Erdo.  Nacl»  dviw  Art.  09  .sind  in  diesem  Dreieck 

ft^     Ö5«39'38",49  »  83"23  ör.20 

^«—33  20  42,63,  42   7  37,98 

0  SS   126  46  18.  n.  1  »108  13  0,00 

Wendet  niüD  zuersi  die  Ausdi  uckc  (130)  an,  so  lindet  man 

2"=  34»  19'  35*'.54 
^^»123    5  42,43 

Aus  den  jetzt  tokannlen  Seiten  dieses  Dreiecks  geben  nun  die  obigen 
Formeln  (1 37) 

A  »  83»  25'  58',0 
A'^  41  57  58.8 

yf  =  108    13     o.  1 

und  durch  die  Anwendung  der  UcductioDsfonueln  deg  vorvor.  Art.  be- 
kommt man 

Ja'  =  -  2'  4''.ö 
i/a  »  -I-  9  33,  3 
^  «  -  0  6,'5 

fofglicb 

«'  =»  83«  23'  63',5 

u"  ==42  7  32,  1 
X  s  108  12  58.6 
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Die  Unterschiede  mit  den  oben  anisefUhrleD,  strenge  bereclmelen  Wio- 

kelit  äiuii  älbo  our 

in  Bcirachl  der  ansetiulichen  Grösse  dieses  Dreiecks,  desseo  sphfiriscber 
Uebenschuss  66*^45'  belrS^  sehr  geringe. 


153. 

Als  zweites  Beispiel  soll  das  langgeslreckte»  schmale  Dreieck  zwi* 
sehen  ChrisUania,  Palermo  ond  dem  Nordpol  der  Erde  dieoeo.  Die 
Art*  38  oder  71  geben  die  genanen  Warthe 

fl  =  59"  50'   0",1 9  ,    «'  =  5«  34'  56',1f 
38    1  24,  73  .    «  =  ;^  33  27.  42 
o  s  21  5Ü  33,  91  ,    A  =s  2  38    0,  00 
und  hiemit  g^ben  die  Ausdrucke  (1 36) 

=  30*  9'  28Mä 
=:  5i  ;)()    9,  97 

Die  sphärische  Trigouometne  giebt  hierauf  durch  die  (137) 

K  s  5«  34'  63M 
A's  3  33  29,2 
^  =  2  38    3.  6 

*)nod  die  Reducüoiisforuu}ln  ilcs  Art.  150 

log  0'>"  2.15586 
iogO"^  4.96057 

hiemit  wird 

»  3*,l 

—  1,7 
Jl  SS  ^  3,  6 

woraus 


*]  Ich  bemerke  hiezu,  dass  die  Zehnlelsecnnden  in  diesen  Winkeln  mÖglkiiMir 

Weise  uru  einige  wenige  Einhcitoii  unrirlitit;  sein  können  ,  da  hier  0",01  Aenderang 
der  Seite  ^"  eine  Aeuderuni;  \oii  0", 4  !  in  Ä  liervorbriiigl.  Das  obige  RcsuUal  isl 
dureli  AnweDdimg  von  Logariihuicn  von  niclil  uebr  wie  sieben  Steilen  erballcii 
worden. 
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a'  »  5»  34'  S6*.2 

«      3  33  27,  6 

Ä  =  2  38    0,  0 

folgt.  Die  Unierschicdc  )&wischeD  diesen  und  deo  geiiaoeo  sphttroidi- 
sebeo  Winkeln  sind 

ako  verschwindeod. 

451. 

Die  vorhergehenden  B(M>[)iele  zoigon  wie  nahe  bei  ilvn  i;n>Si;k'n 
uiiil  verschiedenartigst  geformten  sphäroidisclicn  Dreiecken  die  im  Art. 
150  abgeleiteten  Reduction$roimeIn  die  richtigen  Resultate  geben,  und 
io  den  Fallen,  wo  es  auf  einige  wenig;e  Secunden  im  Resultat  niclii  an- 
kommt, kann  man  sie  jederzeit  anwenden,  und  zwar  nicht  blos  in  den 
Fallen,  wo  die  drei  Seiten  des  Dreiecks,  sondern  ancli  in  denen,  in 
welchen  andere  Stücke  desselben  gegeben  sind. 

Aber  es  lasst  sich  eine  ausgedehntere  Anwendung  davon  machen, 
und  eine  Reihe  von  Aufgaben  durch  Zuziehung' derselben  mit  beliebiger 
Genauigkeit  und  mit  Leichtigkeit  l(t$en.  Unter  diesen  soll  hier,  um  diese 
Abliciiitlluijg  uichl  zu  weil  auszudehnen,  nur  die  folgende  luil  ihren 
liauplverzweiirunpcn  betrachtet  werden: 

»Gegoben  sei  eine  beliebige  geodUiischc  Linie  auf  ticni  Erd- 
»eliipsoid,  nebsl  den  i^olhOhcn  ihrer  beiden  iMidpunktc.  Man  fragt 
•nach  dem  geographischen  Längcnunteischiede  dieser  beiden  End- 
»punkte  und  den  Azimuihen  der  geodtttischen  Linie  an  denselben.« 

155. 

Durch  die  Polhülien  der  Endpunkte  der  geodUlischon  Linie  ist  die 
Lage  dieser  auf  dem  Erdellipioid  unzweideutig  gegeben,  »ind  die  Auf- 
gabe ist  daher  eine  bestimmte.  Um  sie  zu  löson ,  rf^cltne  rii;in  zu 'ist 
die  beiden  reducirtcn  Breiten  ^  und  ff,  die  den  gegebenen  l'ülhüheo 
zukommen,  dann  durch  die  (13G)  die  denselben  entsprechenden  Meri- 
dianbögen y  und  und  hierauf  durch  die  (1 37)  die  sphärischen 
Wiokel  A\  A\  A.  Diese  Rechnungen  brauchen  nicht  mit  der  grOsslen 
Scharfe  ausgeftihrt  zu  werden.  Von  den  Reducttonen  auf  die  sphttroi- 
dischen  Winkel  ist  jetzt  nur  die  Eine,  und  zwar  zu  berechnen, 
weshalb  ich  die  dazu  erforderlichen  AosdrUcke  hier  wiederholen  will 
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(138) 


<      ''in  a 

a  '  SS  A'  + 


s  i n  ii'  COS  ii*  sia        -J-  ri^  sin  £  cos  A'  sin 


Vermiltelst  der  gegebenen  Stocke  a,  a,  von  welchen  jedoch  a 
nur  n&herun^sweise  ricliiig  ist,  rechne  man  durch  die  Haupiaul^iibe  des 
ersten  AbscbnUics  u,  ). .  ff,  und  wenn  dieser  Werth  von  (f  mit  dem 

uisjtrUüglich  gcycbcucu  Ubcrciuülinmjl,  so  sind  auch  alle  übrigen  Grös- 
sen so  richtig  wie  möglich,  und  die  Auflö.sunfj  iin.serer  Au^abe  ist 
vollendet.  lo  der  wird  aber  der  auf  diese  Art  borechnele  Werth 

von  ff,  den  ich  mit  {pf')  bezeichnen  will,  mit  dein  urspiuiii^iich  li^PL'cbc- 
nen  nicht  vollständig  ubereinstiuioien ,  soodero  um  eine  kleine  Grösse 
ttavon  verschieden  sein,  setzt  man  daher,  wenn  durch  der  ursprüng- 
lich gegebene  Werth  dioses  Bogens  bezeichnet  wird, 

so  kann  man  durch  einfache  Differentialformelo  die  Berichtigung  der 
übrigen  Bögen  erhallen. 

Da  man  hier  voraussetzen  muss,  dass  auch  die  erhaltenen  Werthe 
der  Httlfsbögen  x  und.//a»  nicht  vollsittndig  genau  erhalten  worden  anid, 
so  mnss  in  den  Diffcrcnttalformeln  darauf  Rücksicht  genommen  werden. 

Die  Differentialion  der  Gleichungen  (28)  gicbl  leicht 


(139) 


(U  =  do)  -f>  dJm 


und  um  zu  erhalten  dient  die  Gleichung  (17).  Lttsst  man  in  dieser 
die  mit  e*,  etc.  mnttiplicirten  Glieder  weg,  welches  hier  erlaubt  ist.  so 
kann  sie  wie  folgt  geschriebcD  werden, 


wo 


...... ^le 
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aogenommen  werden  darf.  Da  nun  o  hier  anveranderlich  ist,  so  giebt 
diese  Gleichung,  wenn  man  fortfährt  ft*  zu  ttbergchen,  xnerst 

s  — {x+cos  {iq>+ x)  fiin  Xi^f- ^f- ^'Q  (^9^'  "+■  ad  X^9 

Eiiminirt  man  hieraus  q>'  durch  die  (15),  und  i/t  nad  d^'  dorcb  die  bez. 
GleichoDgen  des  Art.  58,  so  wird  in  Function  von  SU  dargcstelll, 
DDil  kann  darauf  dui-ch  die  erste  (1 39)  auf  A(f  hingeführt  werden.  Der 
Ausdruck  für  öu  ist  mit  geringer  Abiindui  uug  der  de«  Art.  58.  Man  er- 
bült  auf  diese  Art 

=      tBAl  •i;r«l»«"      S^i      \  •    .    .  (140) 

X     *  ^    sin  ;<  sin «      '  J 

Wenn  daher  r)^'  nicht  unmorklicli  ist  ,  so  rechne  man  dx  und  d.  /to  aus 
den  (140),  worauf  die  (139)  du\  du,  dX  geben,  die  den,  wie 
beschrieben,  erhaltenen  Werthon  von  u\  a,  l  hinzuzufügen  sind.  Dio 
Verbcsseraiigea  ifx  und  dJm  werden  in  der  Regel  unmerklich. 

156. 

Die  Im  vor.  Art.  gegebene  Auflösung  unserer  Aullgiabe  soll  durch 
das  Beispiel  erlSolert  werden,  welches  das  im  Vorhergehenden  belrach- 
leie  Dreieck  zwischen  Santiago,  Moskau  und  dem  Nordpol  darbietet. 
Sehen  wir  die  llinfUhrnng  der  beiden  Polhtthen  auf  die  reducirten  Brei- 
ten als  ausgeführt  an,  dann  sind  die  gegebenen  Stücke  der  Aufgabe 

=  öö-'aa  38",49  ;    fi'  =  — 33»20'42",63  ;    a  =  426H6'48M7 

Die  zuerst  nach  den  Ausdrücken  (436),  (137).  (138)  auszuführenden 
Redoctionen  sind  schon  im  Art.  4  52  gegeben ,  und  es  kann  der  Werth 

von  «',  auf  den  es  hier  ankomuit,  dort  entnommen  werden.  Die  neuen 
gegebenen  Stucke  .^iiuJ  daher 

f  ts  5d°39'38\49  ;   a  s  g3»SI3'53;5  ;    o  ^  426»i6'48",47 

aufweiche  die  Auflösung  der  Hauptaufgabe  des  ersten  Abschnittes  an- 

zuwendeu  ist.  Die^  giebt 
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(p  =  4"  iJü  i7  ,7i     .       J2'  =  7"  58'  4:i",ü9 
lüglö^  =  0.1097025       ,     lüij/i  =  7.0(ior)872 
S^x  s=  X  =  '27"  5'  18  ,48  ,       Jo)  =  1  4'  l(i  .G2G 

42    7  37.51.      ^2"»  4 46»  26'  2\26 
JL  s:  4 08  1 3   4.  64  ,  — 33* 20'  44MO 

also 

s=  —  4*,23 

Die  Aiuidrttcke  (4  40)  geben  hierauf  unmerkliche  Werihe  von  ^  und 
weshalb  blos  die  Ausdrucke  (439)  aDzuweoden  sind,  in  welchen 
dx^Q  und  9JmssO  zu  seUen  ist.  Die  Recbnuni,'  giebt 

da  =  —  2  ",30  ;  =      0".49  ;  =  (>A  «  —  r,63 

ftigt  man  diese  dein  oben  zu  Grande  gelegten  Wcrlfao  von  a ,  so  wie 
den  durch  die  Rochnnng  erhaltenen  Werthen  von  n  und  Jl  hinzn ,  so 
wirdlschliesslich 

tt's  83*23' S4*.20 
42   7  38.00 
•A  s  408  43  0,04 

auf  bclrioitii^OD(le  Arl  uiil  dco  Aii^ubcu  de^i  Art.  69  iibcreiiUiUQUueuU. 


457. 

Die  in  diesem  Abschnitte  gelöste  Hauptaufgabe  lUhrt  wieder  cur 
Auflösung  allgemeiner  sphllroidischer  Dreiecke,  in  Betreff  welcher  ach 
ohne  Weiteres  zwei  Fttlle  darbieten. 

1)  »Seien  zwei  Seiten  eines  spharoidischen  Dreiecks,  nebsl  den 
»Polhöhen  der  drei  Eckpunkte  des  IcUleren  gegeben,  hieraus  die 
»Übrigen  Stucke  desselben  zu  finden.« 

2)  dEs  seien  wieder  zwei  Seiten  eines  sphtiroidischcn  Droiecks 
»gegeben,  und  ausserdem  von  der  einen  derselben  die  Pulhuhen  ihrer 
»beiden  Endpunkte,  aber  von  der  anderen  das  Azimulh  des  End- 
spunkts ,  welchen  sie  mit  der  ersten  gemeinschaftlich  hat.  Man  fragt 
«nach  den  übrigen  Stücken  dieses  Dreiecks.« 

Für  die  Auflösung  der  ersten  Aufgabe  ist  die  in  diesem  Abschnitte 
abgehandelte  Bauptaurgabe  abgesondert  auf  beide  gegebenen  Dreiecks- 
seiten anzuwenden,  wodurch  man  die  in  der  Hauptaiifgubu  dos  z\v(>iien 


...... ^le 
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Abschniltos  aJs  _;(  hcn  bcirachleton  Stücko  erhält,  und  nuamchr  durch 
die^  die  ubiii^t  ii  SiuLko  des  Dreiecke  berechnen  kann 

In  Bezug  auf  die  Lösunt;  der  zweiten  Aiifj^'übe  isi  eiiuiiul  die  Haupl- 
au%ahc  dieses,  und  einmal  die  Hauplaufgabe  des  ersten  Abschnittes  an- 
zuwenden ,  worauf  die  Hauptaufgabe  des  zweiten  Abschnittes  die  noch 
zu  berech nenden  Stücke  des  Dreiecks  giebt.  Es  brauchen  voo  diesen 
Aufgabea  wohl  kein«  Beispiele  gegeben  sa  werden. 

Bs  wäre  ein  Leichtes  noch  eine  Anzahl  von  AuTgahen  durch  die  in 
dieser  Abhandlung  aufgestellten  Grundsätze  zu  kteen,  altein  ich  ttber* 
gebe  diese  hier,  weil  sich  im  Voraus  nicht  mit  Sicherheit  beurtheilen 
bist,  wie  weit  sie  in  der  praktischen  Goodflsie  Interesse  haben  oder 
Anwendung  finden,  und  ziehe  vor  sie  erst  dann  der  Behandlung  zu 
UQlerziehcQ,  wenn  sich  dazu  besondere  Veranlassung  darbieleu  sollte. 


Zusatz  zu  Art.  79  n.  f. 

Iiu  drillen  Abschnitt  sind  alle  auf  das  Revolutionsellipsoid  sich  be- 
ziehenden Functionen  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  entwickelt,  und 
dasselhe  findet  in  Bezug  auf  die  Ausdrucke  der  Flache  des  sphärischen 
Dreiecks  statt.  Dahingegen  sind  die  Ausdrücke  der  Winkelanderungen 
fitr  die  Beduclion  des  sphärischen  Dreiecks  auf  das  ebene  nur  bis  auf 
Grossen  sechster  Ordnung  entwickelt  worden,  und  es  kann  daher  wttn- 
schenswertfa  erscheinen  diese  auch  bis  auf  Grössen  achler  Ordnung 
kennen  zu  lernen;  die  Glieder  sechster  Ordnung  dieser  Ausdrücke  sollen 
hier  nachtraglich  entwickelt  werden. 

Zu  deoi  Ende  sind  den  bctrefTeadeo  Ausdrucken  dos  Art.  79  zu- 
erst die  folgenden  Glieder  hinzuzuftigen. 
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+ -n^  «-»v + iS     + Hi     + TT 

Dehnt  man  nun  diu  a.  a.  O.  ausgefubrle  DiViäiou  aui  die  vorslclieoUcu 
Glieder  aus»  so  wird  vollständig 

wenn  man 

+  ll!o «' -l-ä-^ft*  +  ^  ^^+4^+ 4  ^^^^  +  iL  ^ ' 
seUl.  Da  über  auch 

s  sin  6  sin  c  jcos  A  —  cos  (A<4- 

ist,  so  ergiebt  sieb 

Slil  .1  8 

und  uacb  der  Enlwickeiung  durch  das  Tay  lor sehe  Theorem 
JA  s  ^ysioftsincsinA  jL  +  ^sinftsinccosA.Ir' 

H-    sin  ^sin  cos    .    + ^  sin  ^sin% . 

Dt'in  Vor  licrgehcudcQ  zufolge  ist  mit  der  hier  crfordorlichea  Gcnauigkuil 

sin  6sin  ccos  A  =  —  yO^+Y6^  + yc^+^a*— jfcV— ^c* 

sin«6sin«tecosM  ä  la«— ia^^^—  |rt-HH- ^6-r^H-|c« 
sin  ^6  sin  =  6V 

durch  deren  Substilutioo  sich 

JA  —  —  j  sin  6  sin  c  sin  A  j  1  H-  l~    +     6^  ^ 

ergiebl.  Die  Elimination  von  sin 6 sine  durch  die  Gleichung 
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vciwaadelt  den  vorsfehetiHDn  Aasdruck  in  tten  folgokden 
JA  =  -i-6csioA  jn.,-^ai-f,(»^-ijc* 

mrin  man  mittelfit  der  Division  durch  den  Ausdruck 

des  Art.  82  die  Dreiecksfiftchc  A  eiofilhren  kunii.  Man  bekommt  da^ 
(loitb  zum  RndresulCat,  wenn  man  ausserdem  den  Kugelhalbmesser  B 
elQilibrt,  und  zur  Abkttrzang  «fie  Bezeichnungen 

aaweadet, 

(li  ien  zweite  und  (iiitio  durch  die  blose  Verlaiiscliung  der  Hiichshiben 
aus  der  ersleii  eiliallen  worden  sind.  Diese  Atjsdnicku  sind  bis  auf 
Grossen  ncliicr  Ordoung  vollstandi|^,  und  geben  durch  die  Addition, 
gleichwie  im  ArU  81 

JA'^JB^JC  SB  ^  A 

welche  Gleichung  jedenfolls  statt  finden  muss,  wie  weil  man  auch  die 
Enlwickelungen  fortsetzt. 


Zusatz  zu  Art.  133. 

Durch  die  a.  a.  0.  aufführten  Differenttationen  kommt  man ,  ehe 
^  Bedingungsgieichungen  eingeführt  werden,  auf  ziemlich  verwickelte 
Aiudrttcke,  in  welchen,  wenn  nicht  mit  der  grOssten  Vorsicht  verfehren 


222  P.  A.  Hanmii, 

wird,  leicht  elwag  übefsehoD  worden  ktinn.  Es  wird  daher,  um  die 
Richligkeil  der  dorl  angegebenen  Resultate  darzatbun,  nicht  ttberflüssiK 
sein  diese  Difierealiationcn  auch  auf  eine  andere  Art  auszufllhien;  die- 
ses soll  hier  geschehen.  Lttsl  man  die  Gleichung  (134)  in  Bezog  auf 
2  aaf,  und  setzt 

A2  =  ip  —B]x-  —  i  LD   —  AB  y-  +  IP 

so  wird  sie 

BzoB  D  —  Cx  —  h 

da  das  •4>  Zeichen  vor  h  hier  nicht  in  Betracht  kommt.  Bezeichnet  man 
nun  zur  Abkttrzung  die  Diflerentialquotienten  von  A  nach  x  durch  olien, 
nn«)  die  nach  y  durch  unten  angehängte  Striche,  so  gicttl  diese  Glei- 
chung sogleich 

Ä;,  =  —  C  —  A'  ;    fig  =  —  A, 

Br^^-^h";   0«  »  -  A;  ;  Bt^^h 

•   Hi)--**-'  ^O^-K 

etc. 

elc. 

die  man  beliebig  fortsetzen  kann  Die  obige  Gleichung  Dir  A'  gpebt 
ausserdem  durch  fortgesetzte  Diffei^ntiationen 

hh'  =  r  —  CD 

hh"  +  [hr  =  — 

AA'^  -I-  4  A'A "  +  3  (AT  =  0 
/!&'  -|-5Ä'A"  +  10A"Ä  '  =  0 

hh/^-ABp 
hh;  -I-  AA  »  0 

A/r  +  2  a'a;  h-  A"ä  «  0 

aa;"-i-  3  A7<;  +  3A7t;    a"'a  =  o 

AA;  -I-  4  A'A  "  +  C  A"A  '  +  i  h  h;  -h  A'^A,  =  0 
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hh  H-  (hf  =  —  AU 

'  ^  hh  -f-  9  /i     =  0 
AA;  +  2  A  A;  -h  2  A  "A,  +  A'A^  +  2  (A,7=  0 
Aa""  +  3  Ä'A '  H-  6  A "A  -I-  3  ä"a  +  2 ä  A  +  A "Ä  =  0 


AA  -I-  3  AA  =  0 

««I         /  « 

äa;,  +a'a^^  +  3  aa;  h-  3  a;a,  «  0 

AA''-h«A'A'  +A"Ä  +3AA''h-GA'A'  +3A"A  =0 


AA.,  H-  4  ÄA^  -I-  3  (AJs=  0 
AA'.,  H-  A  A,',  V  4  A  A'^  +  4  AX  +  6  A'A  =  0 


AA,  -I-  5  AA.,  +  40  AA  =0 

T  "  /IT        -  »  «rt 

Die  Subsülutioii  von  x  =  0  und  y  =  0,  sowohl  in  die  Gleichung  für  A^ 
wie  IQ  die  vorstehcndeo  Differentiale  denselben  g;iebt  ohne  Mühe 

A'  =  -  C  ;   Ä  =  0 


h  =  -    a_  ;    A   =  0  ;    A,  =  - 

A' =  «45^-60^;    A;v=:üi   a;  =  -9^-.6-^^ 

A'^^0;    A„.=  --3^ 

*-„=0;    A'„=-.9  A,=  0 

und  setzt  man  diese  in  die  ohigen  Ausdrücke  llUr  f),  q»  r,  s,  t  nebst 
deren  Differentialen,  so  gehen  daraus  dieselben  Werthe  von  ji»,  90t 

U  Debst  den  daza  gehörigen  Differentialen  4iervor,  die  Im  Art.  133 
auf  ganz  andere  Art  erhallen  worden  sind. 


Geschichtliche  Bemerkung. 


In  der  allgemeinen  kurzen  Einleitung  S.  3  babo  ich  unter  andern 
gi'sagt,  dass  die  Aufgabe  des  zweiten  Abschnittes  oieiucä  Wis.sens  nach, 
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wenigstens  in  der  nenern  Zeil,  in  Deutschland  nicht  behandelt  worden 
ist«  und  wie  dieser  Satz  gedruckt  wurde,  kannte  ich  auch  keine  deutsche 

Bearbeitong  tlorselben.  Erst  ganz  kürzlich  habe  ich  in  Erfahrung  ge- 
brarhl,  da»s  Herr  General -Lieiileniinl  Baev er.  doin  die  ücodlisic  so 
viel  verdankt,  diese  Aufgabe  in  der  neuesten  Zeit  Im  kurze  gcodlUische 
Linien  bcarbcilci  bat,  welches  ich  nicht  uDlerlassen  will  hier  anzu- 
führen. 


Druckfehler. 

Seile  80  /.eile  4  3  v,  u.  lies  q'^  slall  g\ 
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Zu  tlen,  öul  der  ersk'n  MilgeinciucQ  Conlerenz  der  Bevollmfich- 
tiglen  zur  mitteleuropäischen  Gradnu  ssuiig .  atifsestelUen ,  wdnschens- 
weriheaastroBomischeaBestimmuagcageliörtauch  die  tetegraphiscb  aus- 
luftlhreDde  Bestioimang  der  Lüngendiflerenz  swischen  den  Sternwarten 
zaGotha,  Lmpsig  und  Göttingen.  Die  LängendiiBBreDi  swischen Gotha  und 
Leipaig  isl  in  April  «les  torigeo  Jahfet  bestnuDt  wordeo*  md  es  soll 
m  dieser  Abhandlniig  davon  aosfbhrlicher  Bericht  erstattet  werden. 

Beror  wir  «her  aof  dieie  Meterie  «ngehen,  ist  es  misere  Pflicht 
den  boheo  Staateregierungeu ,  nUBÜch  der  Kttpiglich  Suchsiscbeo  tnd 
der  Herzoglicb  SachseD-Goberg^Gothaisoheo  Staaisregiemng,  die  bereit- 
willigst die  dazu  erforderlichen  Mittel  gewährten,  für  diesen  der  Wissen- 
schaft geleisteten  erheblichen  Dienst  unseren  ehrfurchtvoilsten  Dank 
darzubringen.  Insgleicben  fühlen  wir  uns  zu  tiefen  Gesinnungen  des 
Dankes  gegen  die  verehriichen  Königlich  Preussischen  und  Königlich 
Sachsiacbeo  Directionen  der  TelegrapbeDaastalten  verpflichtet,  die  im 
Laufe  des  ganzen  Monats  Apnl  des  vorigen  Jahres  von  9  Uhr  Abends 
bis  gegen  Moigen  einen  Leitongsdrath  zn  diesem  Zweck  zu  unserer  Ver- 
ftgong  stellten»  nnd  uns  somit  in  den  Stand  selzlen,  bei  dieser  Lsngen- 
besUnuniing  verschiedene  VedUragsirten  in  Anwendong  bringen  zn 
kAmien. 

Unter  difliett  hslte  ich  die  sogenennto  Begistriraogsmethode.  die 
ieh  schon  vor  einer  Reihe  von  labren  mehreren  astronomischen  Prenn- 

den  eaiplolilcn  Labe,  für  die  vorzUgiiclistc ,  da  sie  vüq  der  geringsten 
Anzahl  von  Fehlerquellen  begleitet  ist.  Zufolge  dieses  Verfahrens  wird 
jeder  beobachtete  Fadenantritt  unmittelbar  auf  dem  Registrirapparat  einer 
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jedeo  der  beiden  Sterawerten  niedergelegt,  und  jeder  Papierstreifeo 
enIhSItt  daher  alle  dir  die  Langcnbcslimauing  beobachteten  FadenantHtte 
nebst  den  Seciindcnzeiclion  ilt  r  bezüglichen  Uhr.  In  der  Au>liihi uhl- 
diest's  Verfahrens  (ritt  nun  freilich  der  L  iiisland  ein,  d;i  <  <l;i/ii  (Üp  Be- 
nutzung des  I.eiluiigsdralhs  auf  lungere  Zeil,  wie  hei  den  sonst  inoi;lu  hcii 
Verfahrungsarten ,  erforderlich  ist,  und  es  wohl  möglich  werden  kann, 
dass  auf  sehr  frequentirten  Telegraphenlinien  kein  Dralh  auf  so  lange 
Zeil  zur  Verfügung  gestellt  werden  kann,  und  man  aus  diesem  Grunde 
ein  anderes  Verfiihren  wttlilen  moss.  In  unserem  Falle  war  die  uns  be- 
willigte Benulzungszeit  mehr  wie  ausreichend  um  nicht  nur  die  Regi- 
strirungsmethode ,  sondern  ausserdem  auch  die  Coincidenzmetbode  in 
Anwendung  bringen  zu  k((nnen ,  und  es  wurde  daher  Tom  Herrn  Prof. 
Bruhns  und  mir  beschlossen  diese  beiden  Verfehrongsarlen  in  Anwen- 
dung zu  bringen.  Die  Coincidenzmethode  wurde  ursprunglirh  für  Af^- 
und  Ohr-Beobachlungen  besliminl.  und  zu  diesem  Zweck  die  Durchgänge 
einer  Anzali!  von  Sternen  ausser  jenen  für  die  Regislrirmelbode  beslimm- 
ten,  durch  Auge  und  Ohi  beobachtet.  Im  Laufe  der  Beobachtungen 
wurden  jedoch  auch  Coincidenzen  duix^  die  KegistrirappaFate  beob- 
achtet. 

Der  für  die  Beobachtungen  auf  mein  Ersuchen  vom  Prof.  Bruhns 
entworfene  Plan  besteht  im  Folgenden: 

Erste  Zeilbestimmung  (Auge  und  Ohr). 
Nivelliren. 


4 

31  Ursae  maj.« 

i 

n  Leonis, 

3 

Leonis, 

4 

34  Leonis, 

5 

X  Ursae  maj.. 

Pols  lern 

32  H.  Dracoois. 

Umlegen. 

Polstern 

32  IL  Draconis, 

6 

fLeoniSirij  ,i 

.% 

M  Ursala  .maj^ 

47;  Ursae;  Buq., 

9 

X  Leonis^  L  i 

Nivelliren. 
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Telegraphische  Arbeiten. 

Leipzig  ruft  Gotha  —  .  —  .  — 

Gotha  aDtwortet  .  •  *  —  •  (verstanden). 

Leipzig  sdialtet  10  Minuten  hindurch  seine  Coinddenzuhr  ein 
und  die  Beobachter  noliren  die  mit  dem  Ohr  beobachteten  Coindden- 
len.  DerRegistrirapparat  ist  ausgescbaltet  und  die  RelaisschlSge  werden 
veiglicben. 

Gotha  schaltet  10  Minuten  hindurch  seine  Coincidenzuhr  ein,  und 

die  Coincidenzen  werden  auf  dieselbe  Art  beobachtet. 
Leipzig  anUvorlct      •    •  —  • 

Hierauf  werden  die  Durchgänge  von  10  Sternen  gleichzeitig  auf 
dem  Leipziger  und  auf  dem  Gothaischen  Registrirapparat  verzeichnet, 
indem  beide  Apparate  mit  den  in  die  Leitung  eingeschalteten  Relais  ver- 
banden werden.  Da  der  Langenunterschied  zwischen  Leipzig  und  Gotha 
beiiftnfig  6%  Zeitminuten  betragt,  so  kann  zuerst  Leipzig  zwei  Sterne, 
Dnd  dann  Gotha  dieselben  registriren  u.  s.  w.  Wahrend  Leipzig  r^strirt, 
niTeilirt  der  Beobachter  in  Gotha,  und  legt  nach  dem  vierten  Sterne  um. 
Leipsig  thul  ein  Gleiches  wenn  Gotha  registi-irt. 


Die  Regi 

strirsteme  sind : 

to 

9  Virginia. 

ß  Leonis. 

Nivelliren. 

12 

67  ürsae  maj. 

ia 

0  Yirgiais. 

Umlegen. 

U 

2  Canum  ven. 

1ö 

Tj  Virginis. 

Ni  velliren. 

16 

Virgin.  1 91 . 

17 

ß  Canum  ven. 

18 

SS  Virginis. 

19 

1 1  Canum  ven. 

Da  einige  Abende  die^c  Regislrir&Lernc  bciiou  durchgegaugeu  waren, 
80  worden  die  folgenden  acht  genommen. 
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Begistrirsterae  11.  Reihe. 

20 

9  H.  Bootis. 

81 

M  Yirginis. 

NivellireB. 

g)  Virginia. 

B.A.C.  4805. 

ütniogen. 

24 

B.A.C.  4863. 

25 

109  Vii^aSs. 

Nivelliran. 

26 

^  Sttpentu. 

87 

40  Bootis. 

Nach  der  erKien  Reihe  der  Regislrirsteme  wurde  tt  llrwie  mlu.  io 
der  imU'reu  Ciiliuinalion  mit  Auge  und  Ohr  beobachtet,  um  dadurch  das 
Aziiinith  dea  Inslrumeots  sicherer  bcstimmon  zu  können.  In  der  letzten 
Zeit  wurden  auch  noch  die  Coincidenzuhi  f  n.  erst  die  Leipziger  uiid  dann 
die  Golhaer,  eingeschaltet  und  durch  die  Regislrirapparate  gleichzeitig 
die  Secundenschittge  der  Normal-  und  der  Coincidenzuhren  auf  den 
Papierstreifen  verzeichnet.  Die  Coincidenzen  zwischen  deo  Secunden- 
puakleii  der  beiden  Uhren  lauen  Mk  aehr  scharf  ablesen,  und  diese 
Golnddenzen  wollen  wir,  tum  Untehtchiede  von  den  geborten,  die 
registrirlen  Colncidenxen  MttMQ. 

Zor  Eweilen  ZeitbestimmMig  Ittr  Aug«  und  Ohr  worden  noch  fol- 
gende Sterne  an  einigen  Abemlda  beobaebtet. 


26 

27 
28 
29 
30 

Polstern 


Nivelliren. 

1  Serpenlifi. 
40  Bootis. 
44  Bootis. 
B.A.C.  4993. 

3  Serpentis. 
323  B.  Cephei. 
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Umlegen. 


Poistero 
31 
32 
33 
34 


383  B.  Cephei. 
a  Serpentis. 
fi  Serpentis. 
X  Hercolis. 
4  BeroQÜs. 
NivellireD. 


Die  loälrumeDte,  welche  in  Gotha  aogewandt  wurden,  sind  der 
Meridiankreis  vonErtel,  dessen  Fraunhofersches  Objektiv  34  par.  Linien 
OeffiauDg  und  42  Zolle  BreDovveile  bat.  Um  die  zum  Umlegen  desselben 
erforderlicbe  Zeit  m<)glicbsl  abzukürzen  waren  vorher ,  mit  Ausnahme 
des  Kreises,  alle  zur  Beobachtoog  der  Zenithdislanzen  gehörigen  Theile 
von  demselben  abgenommeo  worden.  Ferner  die  Pbodelubr  vod  Tiede 
mil  Qoecksilbeipende],  eio  Registrirapparat  von  Siemens  und  Halske, 
mlcber  dorcfa  einen  WindlSnig  regulirtwird,  and  deshalb  dieSecnnden- 
llnge  aof  dem  Pftpierstreifen  in  verachiedeaen  TemperaCmvn  etwas  ver- 
schieden anhebt»  welches  aber  anf  die  Beobachtungen  kdnen  oachthei- 
ligen  Einfluss  anssem  kann ,  da  sonst  in  den  Secnndenlängen  Gleich- 
fbrmigkeit  besteht,*) und  strenge  genommen  nur  vonSecunde  zuSecunde 
Gleichförmigkeit  der  Bewegung  erfoKicrlich  ist.  Zur  Coincidenzuhr 
wurde  eine  alle  Klindwortbscbe  Lhi  auseivsohen,  und  da  die  erforder- 
liche Verkürzung  des  Pendels  derselben  durch  die  Schraube  unter  der 
Liose  nicht  bevirirkt  werden  konnte,  so  wurde  ohngefUhr  in  der  Mitte  des 
Pendels  eine  zweite  Linse  von  Blei  befestigt ,  deren  Gewicht  ich  vorher 
berechnet  hatte,  und  wodurch  die  erforderliche,  weiter  vnten  ange^bene 
Bescfaleonigung  des  Ganges  der  Uhr  hervoigebracht  wurde. 

Die  liinienbatterie  bestand  tos  dreissig  Bnnsenschen  Blementen, 
von  der  Art  wie  sie  aof  den  K.  Prenss.  Telegraphenstationen  eingeführt 
aiod,  und  die  von  der  hiesigen  Station  dargeliehen  worden  waren.  Das 
RelaiBwarvon  Prof.  Bmbns  dargeliehen  worden,  und  genau  eben  so 
coDStmirt  wie  dag  in  Leipzig  angewandte.  Der  mit  der  Normaluhr  ver- 
bandene  Contactapparat  ist  von  neuer,  eigenthumiicher  Goostruction, 
und  wird  weiter  unten  ausfohrlich  beschrieben  werden. 


*)  Wihrend  der  LSngeobeslimmung  traten  jedoch  zuweilen  Unregelmässigkeiten 
«to,  Ab  Mb»  kam  Mtimer  laHea,  und  deren  BrfcHraDS  wir  bis  jetil  ndöh  nidhi 
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In  Leipzig  wurde  zu  den  Beoiiaehtungen  das  dortige  Liebhen'sche 
Passagentnstnioientt  deBsen  Ofalecliv  eine!  Oeffnting  von  S9  par.  Linien 
und  eine  Brennweite  von  30 Zollen  hat,  verwendet  Die  Normalithr  war 

(lio  von  Tio(\e  mit  Rosipendel,  und  einem  Kriile'schrn  Contaclnpparat 
vtTSi'lif'ii.  Dor  Roi;istrir;ijj[)ar.il  war  von  Antfeld,  dessen  Bewegung  durch 
ein  sogunannles  Centrifiigalpentiel  regulirt  wird.  Die  Coincidenzuhr  war 
die  von  Naumann ,  deren  Pendel  hinreichend  verkürzt  werden  konnte, 
um  die  erfonierliclie  Beschleunigung  des  Ganges  hervorzubringen  Die 
I.inienballerie  bestand  aus  40  Moidingerschen  Elementen.  Das  Relais, 
ein  Dosenrelais  von  Siemens  und  Halske  in  Berlin,  war,  wie  schon  oben 
erwähnt,  dem  in  Gotha  angewandten  vall^  gleich. 
Von  April  4  bis  1 1  beobachteten 

in  Gotha  Herr  Dr.  Auwers, 

in  Leipzig  Herr  Prof.  Brohns, 

von  April  13  bis  23 

in  Gotha  Prof.  Bruhns, 

in  Leipzig  Dr.  Auvvers, 

am  April  24 

wieder  in  Gotha  Dr.  Auwers 
und  in  Leipzig  Prof.  Bruhns. 

Mit  dem  Wechsel  der  Hoobachtcr  wurden  auch  die  Relais  und  die 
Signaldrücker  gewechselt.  Man  findet  leicht,  dass  bei  dem  angewandten 
Yerfohren  eine  Urowechseluog  der  Registrirapparate  überflussig  ist,  wo- 
gegen aber  eine  Umwechselung  der  Heridiantnstnimente  und  der  Uhren 
vorzüglich  wegen  der  Aug-  und  Ohr -Beobachtungen  wtt&schenswerlh 
gewesen  wUre,  im  gegenwartigen  Falte  aber  nicht  ausgefllhrt  werden 
konnte.  Die  BrtbhroDg  hat  nttmlich  gezeigt ,  dass  die  persönliche  Glei- 
chung zwischen  zwei  Beobachtern  bei  Aug-  und  Ohr- Beobachtungen 
verschieden  ausfallen  kann ,  je  nachdem  andere  Instrumente  angewandt 
wurden,  uiul  die  Beoijachior  an  diese  mehr  oder  weniger  gewöhnt  sind. 
Man  wird  weiter  unten  aus  der  Abhandlung  der  Herren  Auwers  und 
Bruhns  ersehen,  welche  Miltel  angewandt  worden  sind,  um  diesen  Um- 
stand möglichst  unschädlich  zu  machen. 

Die  in  Rede  stehende  Langenbestimmung  wurde  von  der  Witterung 
sehr  begünstigt,  indem  wahrend  des  Verlaufes  derselben  der  Himmel 
ungewdhnlicb  bttufig  wolkenfrei  war.  In  Gotha  tral  jedoch  ein  Urosland 
ein,  der  unerwartet  kam,  weil  er  vorher  und  nachher  sich  nie  gezeigt 
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hat.  Die  Pfeiler  des  Mfiiiliarikrtiiscs  waren  vorzüglich  in  verlicaler  Rich- 
tung fast  fort>vähreod  in  demselben  Sinne  veränderlich.  Die  Erklärung 
diese«  üiastaiides  ist  in  den  damals  staUfiodenden  Wiiterungsverbäll- 
lliaaen  zu  suchen.  Itti  Laufe  des  Februars  und  des  Marz  des  vorigen 
Jahm  hatten  wir  fortwährend  bedentoade  Kttlte,  die  bis  Ende  des  zu- 
latst  geoaneton  Bfbnats  ununterbrochen  dauertet  und  dann  Anfonga  April 
einar  fllr  das  bieaige  Ktina  in  diesem  Honale  ungewöhnlichen  Wfirme 
wich.  Das  Fundament  der  loatramenle  des  MeridiansinunerB  derGothaer 
Sternwarte  besiebt  aus  ehiem  aus  Quadersteinen  (Sandslein)  vom  Sfand- 
boden,  unter  dem  Terrain  der  Umgebung,  an  aufgeftlhrten  Mauerwerk, 
welches  bis  einige  Zolle  unter  den  Tragbalken  dos  Fussbudens  hitumf 
reicht.  In  der  Aussenmauer  der  Sternwarte,  die  diesen  Raum  umgiebl, 
befindet  sich  je  nach  Norden,  Osten  und  j^iuien  ein  schmales  Fenster, 
welche  drei  Kenster  in  den  ersten  Jahren  nach  der  Erbauung  der  Stern- 
wartiB  so  oft  wie  möglich  geöffnet  wurden  um  der  Feuchtigkeit  Ausgang 
za  fersehaffen,  seit  mehreren  Jahren  aber  mit  Ausnahme  des  nördlioben, 
wekhes  statt  der  Glasscheiben  mit  Dratbgitlern  versehen  ist,  verschlos- 
sen gehallen  werden. 

Daas  die  plotslioh  eingetrelaie  Wiraae  mi  Monat  April  eine  Aus- 
dehnung des  Fundaments  bewirken  musate,  ist  Idar,  aber  sie  wttre  wahi^ 
wbeinKch  so  gleichförmig  gewesen ,  dass  sie  keine  Wirkung  geäussert 
hatte,  wenn  nicht  ein  zweiter  naehtheiligcr  Umstand  cuii^etreten  wäre. 

südliche  Fenster  war.  ohne  dass  mir  die  Uisache  davon  bekannt  ist 
ond  ohne  dass  es  sogleich  bemerkt  wurde,  eingestürzt  und  liess  etuen 
grossen  Theil  der  Tageszeit  hindurch  den  Sonoenslrahlen  Freiheit  einen 
Theil  der  Südseite  des  Fundaments  ungehindert  zu  bescheinen.  Dadurch 
and  durch  die  geringe  Wiirmeleitimgsi^bigkeit  des  Gesteins  ist  bewirkt 
worden,  dasa  der  mittlere  Theil  des  Fundaments,  von  Osten  nach  Westen 
gerechnet,  sieb  mehr  ausgedehnt  hat  wie  die  ttbrigen  TbeOe  desselben* 
Da  nun  der  Meridiankreis  westlich  von  der  Mitte  des  MeridiauKimmera 
•algestellt  ist,  so  musste  eine  Erhebung  des  östlichen  Pfeilers  desselben 
die  Folge  davon  sein,  und  eine  solche  allmshiiche  Erhebung  zeigen  die 
Nivellirtingen.  In  Folge  der  häufigen ,  im  oben  angeführten  Plan  vorge- 
schriebenen, Sivellirungen,  und  der  sorgföltigen  Discussion ,  die  Herr 
Dr.  Auwers  denselben  hat  angedeihen  lassen,  kann  dieser  Umstand 
keinen  nachlheili^en  Rinfluss»  auf  das  Hpstdtat  ausgeubi  lialnni. 

Oiese  Ersch^nung  steht  auf  dieser  Sternwarte  einzig  da,  aber  frei- 
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hell  kenue  icli  auch  keinen zweileo  so  ploUlichen  und  grossen  Tempcrniur- 
wechsel  wie  den  eben  angeführten.  Im  Gegentheil  ist  die  Horizontaiität 
der  Achse  dos  hicsi<?en  Meridiankreises  sehr  besUindie-,  und  die  bemerk- 
ten Azimulbalanderungen  sind  eher  grösser,  so  bat  z.  B.  die  Neigung 
dieser  Achse  sieh  vom  vorigen  Augustmonat  bis  jetzt  (Mitte  des  Februars) 
oicht  um  einen  ganzen  Niv^utheil  im  Mittel  geHndert.  loh  sage  im  Büttel, 
weil  eine  kleine  tägliche  Periode  awar  in  der  Au&tellaig  vorhanden  m 
sein  scheint,  allem  ans  den  Erbhmiigen,  die  man  anofa  «nf  andern  Sten- 
warten  hieraber  gemacht  hat,  acheint  eme  aolcfae  Periode  allenthalben 
stattzufinden. 


Ich  wende  mich  jetzt  zur  Beschreibung  des  neuen  Contaetapparates, 
dessen  ich  oben  erwähnt  habe.  Wahrend  die  beiden  Registrirapparate, 
die  die  hiesige  Sternwarte  besitzt,  närnhch  der  oben  erwähnt«  von 
Siemens  und  Halske  im  Meridianzimmer,  und  ein  zweiter  von  Ausfeld 
mit  Gentrifugalpendel  im  Thurme  bei  dorn  Repsold'schen  Aequatoreal 
die  gewünschten  Dienste  leisteten ,  und  noch  fortwährend  leisten«  war 
dieses  bei  den  angewandten  Gontaotvorrichtungen  in  den  Uhren  nicht 
der  Fall.  Ich  habe  die  verschiedenslen  Binrichtangen  dieser  Art  ange- 
wandt, bin  aber  nie  befriedigt  worden ;  die  UebelsliBdB,  von  welchem 
ich  mieh  gern  onabhingig  machen  wollte,  bestanden  haaptallchlicii  da» 
rin,  dass  die  Apparate  eine  hiofige  Reinigung  verlangten,  bei  welcher 
oftmals  die  Uhr  angehallen  werden  mnssie,  dass  sie  anf  den  Gang  der 
Uhr  Biofloss  tibten ,  oder  derselben  einen  wesentlichen  Theil  der  Kraft 
raubten.  Von  dorn  letzten  Üebelslande  ist  freihch  der  siaureiehe 
Krille'sche  Contactapi)aial,  den  ich  auch  versucht  habe,  frei,  aber  die 
Bedingungen,  an  die  dieser  Apparat  i^ehunden  ist,  sind  in  so  enge  (äreo- 
zen  eingeschlossen,  dass  sie  leicht  im  Laufe  der  Zeit  dieselben  Uber- 
schreHeo  und  mangelhafte  Wirkung ,  oder  gar  das  Stillesteben  der  Uhr 
Im  Gefolge  haben.  Von  mehreren  Astronomen,  die  diesen  Contadappi^ 
rat  auf  ihren  Sternwarten  eingeführt  haben,  habe  ich  die  Mitlheilmig  er- 
halten, daas  es  Ihnen  sehr  viele  Hohe  ond  Zeit  gekostet  hat,  nm  demsel- 
ben eine  gewünschte,  nnd  Uinger  andanemde  Wirksamkeit  so  ertheileo. 

Durch  diese  Brftibmngen  ond  Mittheilungen  veranlasst,  kam  ich 
endlich  anf  den  Gedanken  die  Arbeit  des  SchKessens  nnd  Oefl^ana  der 
galvanischen  Kette  der  Uhr  gttnzlich  abzunehmen ,  nnd  einem  besonde- 
ren Räderwerke  zuzutheilen,  welches  seine  eigene  Irjebkrafl  (Gewicht) 
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besitzt,  und  nur  von  der  Uhr  ausgelöst  zu  werden  braucht.  Das  Aus- 
losen di€tM  Werkes  kann ,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird ,  so  ein- 
gericblel  werden,  dase  es  der  Ubr  niohi  die  mindesle  Kraft  raubt»  ja 
man  kfinnle  es  sogar  so  eloriobteo,  dass  es  mit  daza  beitrüge  deai  Pen- 
del, gleidiwie  das  I3hrwerk  selbst,  die  bei  Jeder  Osdilatloo  yeriorene 
Kraft  TO  ergttnzeo. 

DiMr  CoDiaclapparat  befindet  sieb  nun  sobon  langer  wie  i  Vi  labre 
ia  der  hiesigen  Tiedei'schen  Normalahr,  hat  von  Anfang  an  bis  jetzt  die 
vollkommensten  Dienste  geleistet,  und  \\\id  sie  lungc  noch  ohne  einer 
Nachhülfe  zu  bedürfen  leisten  können.  Er  tiat  in  dem  genannten  Zeit- 
raum nur  ein  einziges  Mal  einer  lioimpung  bedurft,  und  dieses  trat,  wie 
man  weiter  unten  sehen  wird,  während  der  LSngenbestimmung  ein. 
Die  Reinigung  ist,  wenn  sie  erforderlich  wird .  sehr  leicht  zu  bewerk- 
stelligen, man  braucht  nnr  anen  Streifen  Schmirgelpapier,  ein  Mal  die 
Sehntirgelseite  nach  unten  und  ein  Mal  dieselbe  nscb  oben  gewendet, 
zwiseben  den  beiden  IridinmplMtdiea,  welche  den  Contaet  bikien, 
darebsofeiehen ,  wsbreud  man  mit  dem  Zeigefinger  der  anderen  Hand 
Wse  auf  den  Arm  drttckt,  an  welchem  das  obere  Iridiompiatichen  an- 
gelothet  ist  Seit  jener  Zeit  bis  jetst  ist  keine  tweiie  Reioigang  eito- 
dariich  gewesen. 

Auf  der  anliegenden  f  igurentafel  sind  die  Theile,  aus  welchen  die- 
ser Conlactap{);n  al  besteht,  in  natürlicher  Grösse  abgebildet. 

Fig.  1  zeii^t  die  hinlere  Platto  aa . .  des  Contacfwerks  von  vorne 
gesehen.  Diese  Platte  liegt  in  Einer  Ebene  mit  der  hinleren  Platte  des 
Uhrwerks,  und  befindet  sich  oberhalb  dieser,  der  bogenförmige  Aua- 
schnitt ist  deshalb  angebracht,  weil  die  obere  Kante  der  Uhrplatte  diese 
Form  hat.  Sie  ist  vermiltelst  zweier  Barren  und  vier  Schrauben  an  der 
Dbrplatte  befestigt,  die  aber  tu  der  Zeicbnnog  nicht  mit  auibeaonuiien 
worden  sind,  da  sie  jeder  teidit  eigSnaen  kann.  Beide  Werke  aind  auf 
disse  Art  fest  mit  einander  verbunden.  A  ist  das  erale,  oder  daa  Wals- 
nd.  mil  ItO  Zahnen ,  A*  die  Walze,  die  die  Schnur  (Darmsaite)  aal* 
oiaimt,  wovon  8  ein  Sltick  bezeichnet.  Mit  dieser  Schnur  ist  durch  das 
ZwischenmitleJ  einer  Rolle  auf  gewöhnliche  Art  das  Gewicht  verbun- 
den. Das  Walznid  trägt  noch  das  Gespci  r  und  die  Hülfsfeder  nebsl  der 
Stellung,  die  in  d^r  Zeichnung  nicht  aufgenommen  worden  sind ,  da  sie 
aof  bekannte  Art  eingerichtet  werden  können.  Das  Walzrad  A  greift  in 
das  Getriebe  ^  von  10  Z&hnen,  das  ao  diesem  befestigte  Rad  B  von 
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100  Zahnen  in  das  Getriebe  <•  von  10  Zahnen,  das  an  diesem  befcptigle 
Rad  C  von  90  Zähnen  in  das  Gelrielm  d  von  10  Zähnen,  und  enilhch 
das  nn  diesem  befestigte  Rad  D  von  80  Zähnen  in  das  Getriebe  e  von 
40  Zähnen.  In  Folge  dessen  macht  das  Getriebe  e  8640  Umlttofe,  wäh- 
reod  das  Walzrad  A  Einen  Umlauf  vollbringt ,  uod  da ,  wia  omd  weiter 
unlen  sebeo  wird,  das  Getriebe  e  io  vier  Zeitsecundeo  BioMi  Uailaof 
niacht»  so  wtrd  datf  Walxrad  A  io  9**  36"*  Bidod  Umlanf,  ond  im  Zeit^ 
roum  einer  Woche  17Vs  ömtaafe  macheD.  Die  Waise  A'  ist  indess  mit 
23  Gängen  versebeD,  damit  das  Goniactweik«  gleicbvrie  die  Uhr«  ofan- 
gefkhr  9  Tage  in  Einem  Aufzuge  gehen  icOnne.  An  der  Welle  des  Ge* 
triebes  e,  am  binteren  Ende  derselben,  befindet  sich ,  gedrange  aufge- 
slcckt,  der  kleine  Cylinder  e  Fig.  4  mit  4  Zähnen,  und  zwischen  diesem 
und  dem  Gefriebe  selbst  der  Windfang  f  /*,  Fig.  1 .  welcher  wie  in  den 
Schlagwerken  durch  eine  Feder  angedrückt  wird.  Innerhalb  der  beiden 
Platten  des  Conlaclwerks,  und  zwar  nahe  an  der  hinteren  Platte,  befin- 
det sich  (lusserdem  der  Arm  g  g,  welcher  mit  der  um  zwei  sebr  dtinnu 
Zapfoo  drehbaren  Friclionsrolle  h  und  der  Lamelle  t  versehen  ist.  Der 
Arm  g  $  sitzt  auf  einer  Welle,  deren  zwei  Zapfen,  gleichwie  die  der  Ge- 
triebe Ihre  Löcher  in  den  beiden  Platten  des  Gontaotweiks  haben,  und 
ist  in  geringer  Ausdehnung  um  diese  drehbar.  Die  Fig.  i  seigl,  dnas 
die  Frioliönsn>|}e  h  mit  den  vier  Zahnen  des  Gylinders  e  in  Berührung 
kommt,  der  Arm  g  g  wird  also  während  Eines  Umlaufes  des  Getriebes 
und  des  Gylinders  s  vier  Mal  ein  wenig  gehoben ,  und  wird  äch ,  wenn 
der  Cylinder  e  eine  andei*e  Stellun/j;  einnimmt,  wie  die  in  der  Fig.  4  ge- 
zeichnete, durch  üeiue  S(rh\vere  ein  wenii?  senken.  Wie  durch  dieses 
Heben  und  Senken  des  Arms  gg  kWv.  galvanische  Kette  geöffnet  und  ge- 
schlossen wird,  zeii^t  die  Fig.  5,  die  die  betrelTefuien  i heile  des  Con- 
tactwerLs  darstellt.  Sie  giebl  die  Ansicht  dieser  Tbeile,  so  wie  sie  sich 
dem  Auge  darbieten,  wenn  man  sich  rechter  Hand  an  der  Uhr  hinstellt, 
oa  ist  also  die  hinlere,  aa  die  vordere  Platte  des  Contactwerks,  pp  sind 
die  beiden  Pfeiler,  die  in  der  Fig.  f  eben  so  bezeichnet  sind:  9  ist  der 
Arm  ff  g  vom  rechten  Ende  desselben  gesehen ,  t  die  daran  befestigte 
Lamelle,  an  deren  äusserem  Ende  unten  ein  Plättchen  Iridium  angeK)- 
thet  ist.  An  der  Platte  ea  ist  der  isolirte  MessingwUrfel  k  angeschmubt, 
dessen  Isolirung  durch  die  beiden  Elfenbeinplatten  Ii,  nebst  einem 
durch  die  Platte  gehenden  Elfenbeinrohr,  welches  in  der  Zeichnung 
nicht  mit  aufgenommen  werden  konnte,  bewirkt  ist.  Durch  den  Würfel 
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k  gebt  die  Schraube  m ,  an  deren  oberem  Eode  auch  ein  Plültcheo  iri- 
dium  angelOthct  isf  Diese  Schraube  ist  so  gestellt,  dass  zwischen  den 
beidmi  IridioiDplaiichen  ein  kleiner  Zwisehenrauii)  stall  findet,  wenn 
der  Cylinder  0  die  Stellirog  hal,  die  die  Fig.  i  ze^i,  in  Folge  deoaen 
der  Arm  gg  sich  auf  seinem  höchsten  Punkt  befindet.  Wenn  wtthrend 
der  Bewegung  die  Zshne  des  Cylinders  e  eine  andere  Stellung  einneb- 
mea,  und  in  Folge  dessen  der  Amt  g g  sich  senkt,  dann  treten  die  bei- 
den Iridinoipllttehen  mit  einander  to  Bertthrung,  die  so  lange  dauert, 
bis  der  nächste  Zahn  des  Cylinders  e  die  Stellung  der  Fig.  4  hat.  Wah- 
rend jedes  Umlaufes  des  Getriebes  der  Fig.  1  werdeu  also  in  vier 
Zeilrüumen  die  beiden  Iridiuroplöttclien  in  BerUhrunp;,  und  wahrend 
den  Zwischenzeiten  von  einander  ijetrennt  sein.  Befe-Sligf  man  daher 
vermitteist  der  Schraube  tt  den  einen  Leitungsdratb  einer  galvanischen 
Ballerie  an  den  Würfel  ^,  und  den  anderen  an  irgend  einem  anderen 
Theil  der  Uhr,  so  wird  wahrend  Eines  Umlaufes  des  Getriebes  b  der 
galvanische  Strom  vier  Mal  geschlossen,  und  vier  Mal  geOffnel  werden, 
ist  in  die  galvanische  Kette  ein  R^strirapparat  eiagescfaaiCet,  so  wird 
der  Uhnnagnet  desselben  in  diesem  Zeiträume  vier  Zeichen  gehen. 

Die  Figur  8  stellt  das  Gontactwerk  von  oben  gesehen  dar,  und 
wird  in  Folge  des  Vorhergehenden,  und  weil  dieselben  Buchstaben  an- 
gewandt worden  sind,  schon  fast  vollstündii^  verstanden  werden.  Vor 
Allem  bemerke  ich,  dass  in  Fig.  I  die  Grosse  der  Räder  zwar  so  genau 
wie  möglich,  aber  sowohl  dort  wie  in  Fig.  2  die  Grösse  der  Gelriebe 
nor  annähernd  angegeben  ist,  deren  Grössen  daher  bei  der  Anfertignng 
eines  solchen  Apparats  auf  gewöhnliche  Weise  bestimmt  werden  mlis- 
san.  Auch  habe  ich  in  Fig.  2  der  leichteren  Zeichnung  wegen  die  Wel- 
len der  Getriebe  blos  durch  einfoche  Linien  angegeben.  Hiosuzufilgea 
ist  noch,  dass  an  A*  sich  der  Aufiiehzapfeu  befindet,  der  in  der  linken, 
uberan  Ecke  des  Zilferblatls  der  Uhr  zuoii  Vorschein  kommt,  so  wie 
dass  F,  Gy  B  StegOf  und  q  q  ein  Arm  sind,  die  in  der  Fig.  3  sich  wie* 
deifaolen. 

Bs  ist  nun  die  Verbindung  des  Contadwerks  mit  dem  Uhrwerk  zu 

erklären,  und  hiezu  dient  die  Fig.  3.  Sie  stellt  die  vordere  IMatte  des 
Contactwerks  und  einen  Theil  der  Platten  des  Uhrwerks  dar.  n  a'.,,  ist 
jene  Platte,  und  unter  K  miiss  man  den  verticalon  Durchschnitt  des 
Uhrwerks  io  der  Ebene  von  da...  verstehen.  Die  Stege  t  und  G,  die 
die  vorderen  Zapfen  der  Getriebe  6,  c,  d  aufnehmen,  liegen  flach  auf. 
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tber  (Ke  BrOdce  IT,  die  deo  vordereD  Zupim  des  OetrieiMB  «  »wfaimint, 

ist  mit  einem  Knie  verseheo,  um  Platz  fUr  den  Arm  tn  gewini^, 
wie  aus  der  Fig.  2  zu  ersehen  isi,  wo  dbcr,  um  Undeullichkeil  zu  ver- 
meiden, von  der  Brücke  H  nur  (ier  uatere  Iheil  (gieicbsam  ein  Durdlr 
fichuitl)  ang^eben  werden  konnte. 

Iq  der  Verticalebene  des  Arms  qq  befindet  sich  der  Anker  rruvw, 
welcher  an  der  Welle  des  Grabamschea  Aokers  der  Ubr ,  uod  zwar  ia- 
nerhalb  der  beiden  Ubrplatten  befestigt  ist.  Die  beiden  Paletten  rr  di^OB 
Aokers  änd  aus  gleBbarlem  Stahl  verferügl,  und  bilden  kreiacylindrifiobe 
FlKoben  aus  dem  Nillelpniikt  I,  oder  dam  DrabungqmBkt  der  Aaksr- 
welle«  In  so  fern  gleicht  dieeer  Ankttr  dem  Grabamacheo,  er  nnterachei- 
det  iteb  aber  von  diesem  dadurch,  dass  er  keine  Bebeflicfaan  beaiui 
Vermöge  des  mit  der  Schnur  t  verbundenen  Gewiohts  wird  nva  stets 
das  eine  Ende  des  Arms  qq  suAi  an  die  eine  der  Paletten  aozniegen 
bestreben,  und  bei  jeder  Oscillalion  des  Secundenpendels  der  Uhr  wird 
hierin,  eben  so  wie  beim  Steigrad  und  dem  Grahamschen  Anker  eio 
Wechijei  eintieteii,  nur  wird  hier  in  jeder  Secunde  der  Arm  (]q  einea 
Bogen  oder  Winkel  von  yO'  beschreiben.  In  den  Zeilmomenten,  m  welchen 
der  Arm  an  einer  der  beiden  Paletten  anliegt,  hat  der  Cylinderedie  Stel- 
lung» die  in  der  Fig.  4  angegeben  ist,  und  die  galvanische  Kette  ist  ge> 
Offiieti  so  wie  ab«r  der  Arm  von  der  linken  Palette  abttUt,  ond  sieh  aar 
mobten  Mette  hlqbewegt,  aohUeeat  sich  die  Kette  und  der  Begislrir- 
af»parat  giebt  das  Uhrseicben.  So  wie  der  Arm  die  andere  Palette  er- 
feiebt  bat,  ist  die  SIeUaog  der  Fig.  4  wieder  erreiebt,  und  die  Kelle 
wieder  geCtfhet.*)  Wenn  dar  Arm  q  von  dar  Palette  rechter  Band  ab- 
Oillt.  80  wird  das  andere  Ende  desselben  an  die  Palette  linker  Hsnd  an- 
fallen, und  die  Kette  wieder  geschlossen  und  geöfTnet  werden ,  u.  s.  f. 
Es  wird  also  der  Regibinrappami  in  jeder  Secunde  ein  Zeichen  geben, 
uod  dieses  wird  mit  dem  Pendelöch läge  zugleich  eintreffen.  Um  zu  ver- 
hindern, dass  der  Arm  qq  sich  zu  schnei!  bewege,  wodurch  ein  aliiu 
kurzer  Schluss  der  Kette  entstehen  wtirde,  dient  der  Windfang  ff  Fig.  1 , 
und  dieser  ttbi  noch  eine  iweite  Fnnotion  aus,  mdem  er  bewirkt,  dass 


')  Die  vortheilh.-! flehte  Anordnung  ist  die,  dass  man  dem  Cylindcr  e  eine  solcba 
Slellung  giebt,  dass  der  bez.  Zahn  desselben  die  grade  Linie,  die  durcli  die  Mittel- 
punikle  von  e  uud  h  geht,  eben  passiri  hai,  wenn  der  Arai  auf  einer  der  beiden 
TklHMn  4m  Mkm  anlesl. 
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der  Arm  qq  beim  Anfallen  au  die  l'aJeUe  nicht  zurUckpraiU,  wodurch 
ein  zweiler  SchiuuRs  der  Kelle  entstehen  konnfe,  sondern  ruhig  liegen 
bleibt.  Es  ist  zu  beuu  rkon,  dass  sowohl  der  Windfang  ff,  wie  der  Arm 
jeder  fur  sieb,  genau  aquilibrirt  werden  fuUüäea. 

Es  ist  die  JBiiihchtiiiig  des  Ankers  noch  näher  zu  beschreiben.  Der 
Ann  V  desselben ,  an  welchem  sich  oben  ein  kreisförmiger  Theil  befin- 
del»  ist  nnverttoderliob  an  der  AnkerweUe  befest^l,  walureiid  jede  Pa- 
lelle  Utr  sieb,  nebst  dem  Am,  woran  sie  befestigt  ist  nnd  bez.  dem 
Aim  u  nnd  w  um  einen  kleinen  Bogeo  drebbar  ist.  Diese  Drebong  wild 
bewirld  nnd  gebemmt  durch  die  Zogscbranbe  »  und  die  Dmcksobiaobe 
y.  Yermitleist  dieser  Eioricbtung  wird  der  Anker  beim  Anftlelten  des 
Apparats  ein  für  alle  Mal  so  corrigirt,  dass  das  Anfallen  des  Ankers  des 
LhrmagüuLen  des  Registrirapparats  genau  mit  dem  Pendelschlage  der 
Uhr  zusammen  föllt.  Für  ilje  anruitici ride  Berichtigung  kann  man  das 
Gebor  anwenden,  die  genaue  Auslübrung  derselben  erkennt  man  daran, 
dass  auf  dem  Papiersireifen  jede  Secunde  gleiche  Länge  hat.  Um  die 
Iflist  genannte  Bedingoog  zu  erfüllen,  ist  Übrigens  nicht  nnr  die  neblige 
Stellung  des  oeoen  Ankers  in  Bezug  auf  den  Grabamsobeo  Aoker  erüor' 
derticb,  sondern  es  mass  anefa  die  Ubr  richtig  ins  Ecbappement  gestellt 
asm,  denn  auch  von  der  EHbUnng  dieser  fiedingnog  hlogt  die  Gleidh- 
filrmigkeit  der  Secnadenllnge  auf  dem  Pspieratraifen  ab.  leb  habe  ge- 
Inden.  dass  man. durch  dieses  Mitlei  auch  die  lelst  genannte  Bedingung 
viel  gennner  bereiten  kann  wie  durah  das  GehOr,  dessen  man  sieh 
<0D8t  ausschliesslich  dazu  bediente. 

Die  Fig.  6  endlich  /.et^i  die  i^onsU  uction  des  neuen  Ankers.  Sei 
wieder  e  der  Drehungspunkt  des  Getriebes  c,  und  l  der  Drehungspunkt 
der  Atikf  rwelle  der  Uhr.  man  halbire  die  Linie  et  m  y,  beschreibe  von 
diesem  Punkt  aus  mit  dem  Halbmesser  ye  oder  j^t  den  Kreis  taea'i,  und 
aebe  die  Senkrechte  «9^0  mdsyt,  dann  sind  die  DurehsofaDittspunkte 
«  ond  ä  des  Kreises  und  der  Senkrechten  die  Bertthmngafwnkln  des 
Arms  qf  mit  den  Psiniien  rr.  Oie  halbe  lAng«  des  Arsw  g g  ist  asa^ 
md  der  Halbmesser  der  BsrObraagsflfloheo  der  Paletten  ist  av  oi.  Bisse 
Censlniciion  eifiilll  die  iwei  hier  erforderUoben  Bedingungen,  nsm- 
lisb  1}  dass  der  Arm  qq  bei  jeder  Bewegung  eines  Bogen  von  90*  be» 
schreibt,  und  2)  dass  die  beiden  an  den  Berttbrun^äj) unkten  an  den 
Kreis  ßß^^  gezogenen  Tangenten  durch  den  Punkt  c  gehen. 

Man  erkennt  aus  dieser  Besch luiijun^,  dass  der  Arm  qq  einen  ge- 
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wiftsen  Druck  «uf  die  Palette  des  Ankera  ausübt,  und  fo1gl»h  in  aller 

Strenge  betrachtet  dem  Pendel  etwas  vod  der  bewegenden  Kraft  raubt, 
aber  dieser  Druck  ist  so  geringe,  dass  daraus  liiir  keine  merkliche  Wir- 
kung enistehl.  Das  Gewicht,  welches  das  ConlociNserk  (reibt,  ist  bis  auf 
sehr  wenii^es  eben  so  schwer  wie  diis  Gewicht,  vveicljes  das  Uhrwerk 
treibt,  der  Durchmesser  der  Walze  des  Contactwerks  verhall  sich  zum 
Durchmesser  der  Walze  des  Uhrwerks  nahe  wie  2:3,  der  Arm  qq  voll- 
endet seineo  Umlauf  in  4,  und  das  Steigrad  deo  seinigen  in  60  Zeitse- 
euaden,  da  ausserdem  die  Lttoge  des  Arms  qq  nalie  dem  Durchmesser 
des  Steigrades  gleich  isl,  so  folgt  bieraos,  dass  der  Druck  des  Arms  qq 
auf  die  Paletteo  rr  nahe  28  Mal  kleiner  ist  wie  der  Druck  der  Zahne 
des  Sieigrades  auf  die  Paletten  des  Grahamschen  Ankers,  und  dieser 
geringe  Druck  ist  ginzlich  bedeutungslos.  Wenn  er  irgend  wie  ODerklich 
wäre,  80  mttsste  sich  dieses  durch  eine  Verminderung  der  Amplitude 
des  Pendels  zu  erkennen  geben ,  aber  die  angestellten  Versuche  zeis:en 
in  (lieser  nicht  die  mindeste  Aeruierung,  es  mag  das  Contactwerk  in 
oder  ausser  Thaügkeit  sein.  Es  _i;iebl  übrigens  ein  Mittel,  die  hemmende 
Wirkung  dieses  Drucks  strenge  Null  zu  macheu,  und  dieses  besteht  da- 
rin, dass  man  den  Paletten  des  neuen  Ankers  nicht  die  kreiscylindrische 
Form  giebt,  sondern  sie  so  ausfühi-l,  dass  der  Halbmesser  derselben  im 
Sinne  der  Bewegung  stetig  kleiner  wird.  Wenn  diese  Verminderung 
gross  ist«  so  nimmt  der  Anker  den  Gbaracter  des  Ankers  der  sogenann- 
ten zurück  fallenden  Hemmung  an,  die  fest  immer  in  den  gewOhnKcheo 
Pendeluhren  angebracht  wird,  und  kann  für  sicli  allein  das  Pandel  in 
Bewegung  erhalten.  Der  hemmende  Drock  kann  also  durch  dieses  Mit- 
tel  in  eine  die  Bewegung  des  Pendels  befordernde  Kraft  verwandelt 
werden,  und  folglich  giebt  eine  gewisse  geringe  Vcrmintierung  der  Halb- 
messer der  Paleden,  die  die  Wirkung  des  Drucks  des  Arms  qq  auf  die- 
selben in  Bezug  auf  die  Bewegung  des  Pendels  strenge  Null  machl.  Aber 
in  Anbetracht  des  so  sehr  geringen  vorhandenen  Druckes  halle  ich  die 
Anwendung  di^es  Kunstgriffes  fUr  Überflüssig,  und  die  Anwendung  von 
kreiscylindrisoheo  Paletten  fiir  ganz  onschttdlicb. 

Ich  kann  noch  erwtthnen,  dass  die  Grosse  und  Anordnung  der  ein- 
celoeo  Theile  dieses  Gonlaotwerics  so  bestimmt  wurden,  dass  es  im  Uhr^ 
gebause,  ohne  daran  etwas  zu  lindern,  Platz  fond. 


...... ^le 
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Da  es  sehrMUnscbeiiswerth  war,  dasg  die  ZnsamiiiensteDung  aller 

zur  Längenbostiiiiraung  anijeslplllen  Bcobachtungon  in  Eine  Hand  gelegt 
wurdü.  so  Ubcrnatim  Herr  Dr.  Auwors  diese  Arbeit,  deren  Einzelnhei- 
len in  der  nachfolgenden  AMiiiiidliin-;  medergelejjt  sind.  Bevor  wir 
di^  folgen  lassen,  scheint  mir  angemessen  eine  Vergieichung  des 
neuen  Resultats  mit  dem  frilher  vorhandenen  ciii/usehallen. 

Von  Möbius  und  d' Arrest  ist  im  Jahre  4849  der  Langenunterschied 
zwischen  dem  Seebeiige  ond  der  Pleisseobniig  aus  Palversignaten,  durch 
die  BestimmuDg  des  Unterschiedes  zwischen  der  Pleissenbnrg  und  dem 
Puersberge  bei  Halle  im  Anschluss  an  die  Bestimmung  des  Unterschie- 
des zwischen  dem  Seeberge  und  dem  Pelersberge  aus  Zacb's  Brocken- 
Bigoalen  vom  Jahre  \  803  zo  6*  33*83  gefunden  worden.^  Die  neue 
Leipziger  Sternwarte  liegt  nach  einer  trigonomelrischen  Messung  von 
Bnihns  4-00  östh'ch  von  der  Pleissenhurg ,  umi  der  Thuim  der  neuen 
Golhaer  Slern\v;?rte  nnch  Irigntidnn  1 1  isrhcn  Messungen  von  mir  4-60 
wpstüch  vom  SlaiRijuinkf  des  l^ii.ssa.uenm.sit mnents  der  vormaligen  Stern- 
warte auf  dem  Seeberge.  Die  Summe  dieser  drei  Unterschiede  ist 
s  6*°  42t  43,  und  vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  der  neuen  Be- 
stimmung, die.  wie  man  sehen  wird, 

6-  43U85 

gegeben  bat,  so  findet  man,  dass  es  4-06  kleiner  ist  wie  diese. 

Der  Lüngenunlerschied  zwischen  Berlin  und  Leipzig  ist  nach  Bruhns 
und  Förster  ss  i"  0?S95.**)  also  nach  der  neuen  Bestiromiing  Gotha 
von  Berlin  westlich  40"*  44738.  Da  für  den  Langennnterschied  zwischen 
Berlin  und  Paris  einstweilen  das  Mittel  der  Verbindungen  über  Brüssel 
uud  Greenwich  (=  44™  14-70)  und  Ul)er  Altona  und  Greenwich 
(=  44"U?30;i.  (la.<  ist  14"  14^52  als  der  ^vnlirsclieinlichsle  Wcrlij  au- 
zuüehmen  ist,  so  fintit  !  siili  die  I>{ingc  der  neuen  Gotliaer  Sternwarte 
von  Paris  vorlaufig  =  33  "  30- 14,  und  daraus  für  den  Seeberg  33 "  34*74, 
zai^Uig  so  gut  wie  identisch  mit  der  früheren  Annahme  nach  Wurms 
Beslimmnng,  nümlich  33*"  34'.8  aus  1 1  Sternbedeckungen. 

Ftlr  die  Polhobe  der  neuen  Golhaer  Sternwarte  habe  ich  durch 
irigonomelriscbe  Messungen  (N.  St.  »  Seebeig  +  3374 1)  den  Werth 

*)  S.  Asir.  Nachr.  B.  tS.  No.  SSO. 

**)  S.  Bestimmung  der  LSngpndifferenz  zwl«rhen  don  Slemwarten  zu  Berlin  und 
Uipzig  nuf  telegrapliischem  Wege  ausgefährl  im  April  1864  von  C.  Bruhns  und 
W.  Purster.  Leipzig  ib65. 
AMumU.  d.  K.  S.  GeadUcb.  d.  \Vi«»euidi.  XIU.  16 
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von  60'  56^  88''3  gefunden.  Eine  directe  Restimmiing  derselhen  i>i  \oa 
dem  Major  von  l'l^nckner  in  den  i.ihien  185U  niul  I8()ü  iui>;i'ofuhrl  wor- 
deo,  welcher  aus  B(M)bijrli(iini>er.  von  a  Ursae  min.  am  Meiifiiiinkreise, 
zu  welchen  der  Hoiizonlalpunkt  vermiüelsf  eines  Cullimators  beslimml 
wurde,  mit  der  Decliaation  des  Naulical-AiiDaQac's  folgeode  Werthe 
abgeleitet  hau 

Lage  I  von  Objectiv  und  Ocular. 
Obere  Calm.  60*  56'  38!:22  au5  85  Eiostenongen. 
Uftlere  „  38.59  67 

Lage  II  von  Objecfiv  und  Ocular. 
Obere  Culm.  50^  oG'  36'.'d2  aus  ö()  iüiii&leiluDgeD. 
üotere  „  36.54  105 

Alle  BeobachltaDgen  sind  in  derselben  Lage  des  Kreises,  ood  bei  einer 
Calminatioa  gewöhnlich  fünf  Einslellungen  gemacht.  Die  Mittel  fitr  die 
beiden  Lagen  von  Objectiv  und  Ocalar,  nttmlicb  50*  56'  38^40  uod 
50*  56'  36^51  unterscheiden  sich  um  den  doppellen  Betrag  der  Biegung, 
von  welcher  ihr  Mittel,  nämlich 

:•){)" .")(]'  :n'.'ir, 

als  frei  anzusfla-i)  ist.  Die  Tijeiluuj^sfehler  worden  bei  den  Beobach- 
tungen am  Gothaer  Meridiankreise  bekanntlich  ebeoraiis  vollbtandi($ 
eliminirt. 

Zu  der  jetzt  hier  folgenden  Abhandlung  sind  die  in  Gotha  ange- 
stellten Beobachtungen  von  Herrn  Dr.  Auwers,  die  in  Leipzig  angestell- 
ten von  Herrn  Professor  Bnihns  berechnet,  ttber  die  Ableitung  der  Re- 
sultate haben  die  genannten  Herren  sich  beralhen,  die  Zusammenstellung 
und  die  Ableitung  der  Resultate  ist  von  Herrn  Dr.  Auwers  gemacht  und 
sdiliesslich  von  Herrn  Professor  Bruhns  noch  durchgesehen  worden. 
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'  I.  ZuBammenBtelliing  der  beobachteten  Sterne  und 
Brmitteliuig  der  Instnimentalcorrectionen. 


Es  sind  für  die  corresponilircud  utizuslellcndcn  lJ('obacliluni:eri 
zwei  Gruppen  von  Zeilsicrnen  so  ausgevvUldI,  dass  in  der  einen  die  süd- 
lichen Meridian  -  Zeoilhdistanzen  im  Miilei  ungefihr  der  nördliclieo 
Zenilhdislanz  der  angewaodteo  Polarstcrno  doich  wurden,  die  Sterne 
der  andern  Gruppe  dagegen  nahe  am  Zenilh  selbst  culminirlen.  Die  Wahl 
der  ersten  Gruppe  war  durch  die  Erwägung  bedingt,  daas  aus  Polar^ 
sicrnbeobacbtungen  die  Elemente  zur  Reduciion  auf  den  Meridian  nur 
für  Sterne  von  der  angegebenen  Zeniihdistanz  —  im  Mittel  für  Beobach- 
tungen in  beiden  Kreislagen  —  richtig  gefunden  werden,  wenn  die  von 
einer  Normale  auf  die  Drehungsachse  des  Instruments  beschriebene 
Curve  kein  grössler  Kreis  ist,  wahrend  die  Zenilhslerne  auf  Grund  der 
Kr2;el)nisse  der  Liingcnbcslinmiung  zwischen  lioilin  und  L(.'i|tzii;  liinzu- 
i^cnumnien  wnrdcii ,  welche  zu  (lein  Schlüsse  gel'uhit  hallen,  dass  der 
Uberwiegeade  Thcil  (ler  in  den  Lüngendidcrenzeji  zu  befürchtenden 
Fehler  von  den  zufälligen  BeohachUingsfehlern  der  Aziniuthe  heri  uhrte, 
welche  auf  die  Reduction  der  Beobachtungen  von  Sternen  in  der  Nahe 
des  Zenitbs  einen  geringeren  Einfluss  ausüben. 

Die  benatzten  Zeilaterne  sind  nebst  ihren  Grossen  und  ihren  ge- 
nAherlen  Oertem  für  1865  in  der  folgenden  Tafel  zusammengestellt. 


NaiDm«r. 

Stern. 

Grosse. 

Gerade  Atifsteig. 

Abweich  ang. 

i. 

3(  Ursae  iiifij.. 

5 

9^ 

03" 

-H  50"  27.'4 

2. 

TT  Leonis 

5 

9 

.*) 

-h   8  41.4 

3. 

q  Leonis 

3.4 

9 

59 

+  17  25,2 

4. 

ai  Leonis 

7 

10 

4 

22 

•1.  44  4.2 

5. 

X  Ursae  maj. 

3.4 

10 

8 

57 

+  13  3"). '2 

6. 

l  Leonis 

5 

10 

42 

10 

+  1 1  1Ö.5 

7, 

Ui  Ursae  maj. 

5 

10 

46 

12 

■+•  43  54.5 

8. 

47  Ursae  maj. 

6 

40 

51 

54 

-1-  41  9.0 

9. 

X  Leonis 

i) 

10 

58 

3 

+   8  3.9 

10. 

p  Virginis 

4.5 

14 

38 

55 

+  7  47.4 

11. 

ß  Leonis 

2 

44 

42 

40 

45  49.6 

(i7  Ursae  maj. 

5 

11 

5!i 

15 

4-  43  47.7 

43. 

0  Virj^inis 

4 

41 

58 

20 

4-   9  29.0 
46* 
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Stern. 

Gerade  Aufstrig. 

1  Abweichung. 

14. 

2  Ciinutii  venal. 

6 

9"" 

21» 

-h  41» 

24/7 

<5. 

rj  Virginis 

3.4 

12 

43 

0 

+  0 

5.0 

46. 

Virginis  (191) 

7 

48 

23 

42 

+  40 

27.9 

<7. 

ß  Canum  venal. 

4.5 

4S 

«7 

SO 

-1-  42 

5.5 

18. 

32  Virginis 

6 

42 

38 

48 

-1-  8 

n.-r 

49. 

1 1  Ciinum  venal. 

6 

42 

42 

28 

12.2 

20. 

9  II.  Buülis 

5.6 

14 

2 

32 

i  i 

2Ü.9 

21. 

X  Virginis 

4.5 

14 

5 

42 

—  9 

38.8 

22. 

g)  Virjjinis 

5 

14 

24 

14 

-  < 

37.3 

23. 

B.  A.C.  4805 

7 

44 

24 

47 

+  42 

24.3 

U. 

B.A.C.  4863 

8 

44 

37 

42 

37 

80.0 

8». 

409  Virginis 

3.4 

44 

30 

25 

-1-  2 

27.8 

26. 

♦  Serpentis 

6 

44 

50 

38 

+  0 

52  7 

27. 

40  Boolis 

ä 

44 

54 

26 

+  39 

48.1 

S8. 

44  Bootis 

6 

U 

59 

80 

-1-  48 

40.8 

29. 

B.A.C. 4993 

7 

45 

2 

13 

-t-  25 

37.6 

30. 

3  Serpentis 

6 

15 

8 

29 

+  5 

26.5 

31. 

a  Serpentis 

2.3 

45 

37 

37 

+  6 

54.2 

32. 

Serpentis 

3.4 

45 

42 

35 

-  3 

0.8 

33. 

Ilerculis 

4.5 

15 

18 

0 

4-  42 

49.8 

34. 

4  Herculis 

6 

45 

ÖÜ 

58  |-|-  42 

57.6 

No.  4  4 ,  16  uod  28  sM  Doppelsterne.  Bei  dem  ersten  wurde  m- 
dess  der  U"  entfernte  Begleiter  8*  wegen  der  Helligkeit  der  enge* 
wandten  Beleuchtung  in  der  Regel  gar  nicht  bemerkt.  Der  zweite  Stern 
besteht  aus  zwei  1^2  von  einander  entfernten  Sternen  7.8"  und  8*, 

zwischen  welchen  die  Milte  beobachtel  wurde,  wenn  der  Stern  über- 
haupt doppelt  erschien;  von  No.  2H  endlich  wurden  beide  nur  5"  von 
einander  abstehende  und  an  Hellisrkeit  niclii  sehr  verschiedene  Coua- 
poneniea  (6*"  und  7"'}  an  den  verschiedenen  Faden  abwechselnd  be- 
obachtet. 

Zur  Bestimmung  des  Azimulhs  der  Instrumente  wurden  zwischen 
No.  5  und  6  der  Stern  32  Hev.  Draconis  (5.6"*),  nach  No.  19  a  Ursae 
minoris  und  zwischen  No.  30  und  31  642  Groombr.  (6" ),  alle  drei  in 
der  unteren  Gulrainalion,  beobachtel.  Die  scheinbaren  RectesoensSooen 
sind  fUr  o  ürsae  minoris  nach  dem  Berliner  Jahrbuch  mit  Berücksich- 
tigung der  von  Förster  gefundenen  Correclion  s  -|-0!60,  lUr 
die  beiden  Httlfspolarsteme  den  Bestimmungen  Forste r's  von  1864*) 
gemäss  angenommen,  aus  welchen  sich  die  mittleren  Oerter  für  1863.0 

32  Hev.  Draconis  AR.  =  22'  23"  34-854  .  d  »  -h  85«  25'  37"21 
642  Groombr.  3  22  25.512  86  12  47.63 


*)  »Bestimmung  der  Längendiflerenz  zwischen  Berlin  und  Leipzig«  pag.  4  0.  4  4. 
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und,  in  AH.  mit  BerUcksiclilii^utii^  tiei  vou  iC  übhangL-nden  Glieder,  fol- 
gende scheinbarcQ  Ocrter  für  die  Zeiten  der  uutereu  Culmioaliooea  aa 
deo  eimielneo  Bcobachtungstagen  ergeben: 

1 865  32  Hev.  Dracoois  (Polstera  1.) 


AphI  4. 

-h  85*  25'  35:'3 

7. 

27.45 

34.7 

8. 

27.62 

34.4 

9. 

27.83 

34.2 

10. 

28.04 

34.0 

41. 

28.27 

33.8 

16* 

29.46 

*  32.8 

17. 

29.66 

32.7 

18. 

29.86 

32.5 

49. 

30.05 

32.4 

SO. 

30.26 

32.2 

»4. 

30.48 

Si.O 

S4. 

31.23 

31.6 

25. 

31.50 

31.5 

642  Groombr.  (Polslero  II). 

April  4. 

3''22»82!94 

H-86M2'  57^4 

47. 

30,92 

53.7 

49. 

30.74 

53.1 

WeseDilich  war  es  bei  der  Kldoheit  des  Polbtfhenunterscbledes 
Zwilchen  Gotha  uod  Leipzig  nur ,  dass  an  beiden  Orten  zur  Bedoctioo 

der  Beobachtungen  dieselben  Rectascensionen  der  Polarsterne  en- 
gt wandt  wurden,  und  es  war  didier  überflüssig,  zur  Ueberiragung 
der  Kürstf  ['sehen  Positionen  auf  die,  nacli  beiliuifieer  Ver^rleichiing 
der  alteren  Beobachtungen  nur  uubedeulenden ,  Kigenbewegungeu  der 
Hiil&polarsterae  zu  bestimoien. 

Zur  Ermittelung  des  Collimationsfehiers  dienten  Umlegiingen, 
welche  regeloiHssig  wahrend  der  Durchgange  der  Hülfspoiarsteroe  sowie 
gelegentlicb  bei  Beobachtungen  der  oberen  Golmination  von  a  Ufsae 
niiooris  in  Gotha  und  beider  Cukninationen  dieses  Sternes  in  Leipzig  vor- 
genommen wurdea.  Das  Leipziger  Passageninstroment  Ulsst  sich  wegen 
seiues  geringen  Gewichts  vermittelst  einer  einfachen  Hebelvorricblung, 
und  zwar,  weil  alle  Nebentheile  immer  an  ihrem  Orte  verbleiben,  in 
Zeit  von  einer  Minute  leicht  und  sicher  umlegen ,  so  dass  es  möglich 


Auwers  und  Biubns» 


war,  Irolz  der  Llmloijunj?  «  Ursae  minoriö  an  allen  25  (5  Gruppen  von 
je  ö,  im  Acqualoi  etwa  X'i  von  einander  enlfernton)  Faden  und  die 
Ilillfspolarsterne  in  jeder  Lage  an  12  Faden  zu  beobachten.  Bei  dem 
Golhaer  Meridiankreis  blieb  dagegen,  obwohl  der  zur  Beslimnuing  der 
UeclinatioDeii  dienende  Ap|);«rat  von  dorn  Insliumente  ^ifernl  war,  das 
Umlegen  eine  beschwerliche,  dorcfaschniltlich  40  Minuten  erfordernde 
und  bei  Abend  in  dieser  Zeit  kaum  ohne  schädliche  Erschatterungen  der 
Zapfenlager  aüftAlhrbare  Operalion.  Damit  die  Durchgänge  der  Half»- 
Polarsterne  überhaupt  in  beiden  Lagen  beobachtet  werden  konnten, 
mussten  die  9  Faden,  welche  das  Instrument  halle,  und  welche  zur  ge^ 
naoesten  Beobachtung  der  Durchgange  der  Zeilsteme  jedenfäUs  voll- 
küuiiiiün  au>rcit  l)t(  n,  um  zwei  weiter  vom  Miltelfaden  enlfernte  Gruppen 
von  je  5  Fuden  vcriuehrl  werden;  ousserdeiu  wurden  zu  jedei-  der  drei 
allen  üi  upiK  n  noch  zwei  weitere  Faden  hinzugefugt,  so  dass  das  Instru- 
ment, wie  das  Leipziger,  ein  Netz  von  5  Gruppen  von  je  5,  3  ?0  von 
einander  entfernten,  V'Mlon  ( rhit  It.  Die  Genauigkeit  der  Beobacblungen 
der  einzelnen  Antritte  scheint  unter  dieser  grossen  Zahl  etwas  gelitten 
zu  haben,  und  fttr  die  Polarsterne  noch  mehr  unter  dem  Umstände,  dass 
die  neu  hinzugeßtgten  Faden  zn  dick  waren. 

Zur  Bestimmung  der  Neigung,  welche  an  jedem  Abend  nach  ge- 
e^elen  Zwischenzeiten  mehrfach  —  bis  acht  Mal  —  ausgeDlhrt  ist, 
war  in  Gotha  auf  dem  in  gewöhnlicher  Weise  eingerichteten  (anzu' 
hängenden)  Ertcl'schen  Niveautrtiger  an  Stelle  des  zum  Meridiankreis 
gehörigen  Spiritusniveaus .  damit  die  iNivellemenls  in  kürzerer  Zeit  ge- 
macht werden  könnten,  ein  Uepjsüld'isches  Aoilicrniveau  hofestigt,  welches 
für  gewöhnlich  zum  Nivellement  eines  (^olliin;il(>i s  für  den  Meridiankreis 
dient.  Hol  der  Untersuchung  desselben,  welche  erst  nach  Beendigung 
der  Beobachtungen  für  die  Langenbestimmung  vorgenommen  werden 
konnte,  zeigte  sich  eine  Verschiedenheit  der  Theilwerthe  an  verschiede- 
nen Stellen  der  Röhre;  innerhalb  der  Grenzen  jedoch,  zwischen  welchen 
sich  die  Blasen  -Enden  bei  den  Beobachtungen  bewegt  hatten ,  —  bis 
zn  Entfernungen  von  60  —  65  Theilen  vom  Mittelpunct  —  Hessen  sich 
zahlreiche  im  Mai  1865  bestimmte  Werthe  der  Theile  durch  die  Formel 
4'  SS  0^939  -i-  0^0000817 nn  darstellen,  wo  n  den  Abstand  des  be- 
trelTenden  Theils  vom  Mitfelpnnct — durch  die  Scale  selbst  geroessen  — 
bezeichnet.  Da  der  Collifn;i(ion<f(likr  des  Niveaus  immer  nahe  =  0 
gewesen  ist,  so  konnten  die  in  Theilen  desselben  gefundenen  Neigungen 


...... ^le 


emfech  mit  Hülfe  einer  ans  der  angegebenen  Formel  berechneten  Tafel 
mit  dem  doppelleii  Ai  ijumcnt  >>Nois;iing  und  Blasenlünize «  in  U  luLel- 
werthe  vorwandelt  werden.  Die  Blasenlöngen  andern  sich  niil  der  Tem- 
peratur selir  stiirk  und  variii  lLii  in  FoI;.;e  dessen  bei  der  Lüngenbcsliiu- 
mung  zwischen  65  und  liO  Theilen  (entsprechend  den  Stünden  des 
innem  Thermometers  20? 9  und  4?0«C.),  wahrend  die  Untersuchungen, 
auf  welchen  die  Formel  beruht,  nur  bei  sehr  hohen  Temperaturen  (zwi- 
sehea  16  und  25!*)  aogestelll  werden  konolen;  ersl  nach  AbschJiiss  aller 
Reductionen  fend  sieb  im  November  Gelegenheit  zu  einer  Bestimmung  des 
Theilwerthes  bei  4*C.,  welche  Indess  keine  za  verbttr^ende  Abweichung 
von  der  Formel  gab. 

Das  Leipziger  Nivean  von  Pistor  ond  Martins  wird  auf  die  Zapfen 
Uber  den  Stellen  aufgesetzt,  in  welchen  dieselben  die  Lager  berühren. 
DerWcitli  eines  Theils  der  Scale  ist  Jruliei  im  bomtner  =  l'-'OO  ±  o'.'O;} 
und  iiu  \V inier  =  {''GT)  ±  0''0  2  L^efunden;  zur  Verwandlung  der  kleinen 
hier  vorkommenden  Neif^niiL'pn  i.st  1'  =  Orl  I  gesetzt. 

Die  beobachteten  Neigungen  selbst  (i!iihebungen  des  West-liindes 
stand  die  daraus  abgeleiteten  Wertbe)sind  in  Golba  folgende  gewesen. 
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«h«S.     Stzt.  Kreis.'  Beob.  i. 
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Jedes  dieser  409  NiveltemeDts  beruht  auf  je  zwei  Anbangaogen 
des  Niveaus  in  deo  beiden  enIgegeDgeselzten  HorizonialstellaDgen  des 
Ferorohrs;  nur  April  4,  l08»  wurde  aus  Versehen  zwei  Mal  bei  Obj. 
S.  aivellirt  und  die  gefundene  Neigung  um  —  0f94  corrigirt,  da  ans 
allen  Nivellements  eine  —  bis  auf  etwa  0^03  sichere  —  Differenz  von 
l?88  zwischen  den  scheinbaren  Neigungen  hei  Obj.  S.  und  Obj.  N.  her- 
vorgieng  (i  N  kleiner  als  t  S  bis  April  1 1  ,  und  nachher,  nach  der  Ver- 
tauscbuDg  von  Objectiv  und  Ocular,  ebeDäoviel  grosser). 


230  Alwbhs  und  Bruhm^.  [SS 

Die  b(*obachtelcii  t  zeigeo  eine  ungewöhnlich  starke  VerSndertich- 
ketl  der  Neigung  des  Instruments.  Um  den  Gang  derselben  besser  an- 

schaulich  zu  machen,  sind  in  der  Columne  »t  in  Zeit  fUr  Kr.  West«  die 
Zalilon  der  vorhoi>'olionden  Columoe  (heobachlete  scheinbare  Neigung 
in  Zi  ilöL'cunden)  alle  aut  df  Law  dos  In>lrniuenlÄ  »kr.  West«  rcducirt 
aneci^eben,  indem  zu  den  \)c\  Kr.  0.  iL;ofiiii(ieiu  n  Worthen  von  i,  0*275 
addirt  ist.  Diese  Diflorenz  ergibt  sich  n^niHcli  fiir  »  (W  —  0)  au,s  27 
zur  Bestimmung  derselben  geeigneten  UmiegiiDgeD  zwischen  April  4 
und  24  und  weicht  nur  um  eine  nicht  zu  vedMli^nde  QuantitAI 
von  dem  Resultate  (-h  07266)  von  17  vor  39  Jahren  vorgeBommenen 
Umlegungen  ab. 

Es  ist  nun  aus  dem  obigen  Tableau  zanflcbst  ersichtlich,  dass 
wilbrend  der  ganzen  Beobachtungszeit  eine  rasch  fortschreitende  rela- 
tive Erhebung  des  östlichen  Endes  stattgefunden  hat,  deren  ostensibler 

Grund  das  Kindringen  der  am  Anfang  des  April  ungewöhnlich  stark 
(vom  Morgen  des  21.  Mflrz  bis  zum  Mitlag  ties  10.  April  von  der  Tem- 
peratur —  20'*  C.  bis  H-  20»  C.)  zimehiiiondcn  Warme  in  das  Funda- 
ment (Jos  Inslruiucnts  ist.  Orr  Ijesondere  Umstand,  daps  die  liussore 
Luft  (ausser  April  1 1  —  10;  diircli  oin  zu  spat  beachtetes  Fenster  in  der 
Nahe  des  östlichen  Pfeilers  des  Meridiankreises  Zutritt  zu  diesem,  aus 
einem  bis  in  das  erste  Stockwerk ,  in  welchem  der  Kreis  anfgestellt  ist, 
hinaufreichenden  Gewölbe  bestehenden.  Fundament  hatte,  ist  Veran- 
lassung einer  neben  der  fortschreitenden  Aendervng  in  der  Neigung  er- 
sichtlichen täglichen  periodischen  geworden,  deren  Amplitude  an  hei- 
leren Tagen  etwa  1^5  in  Bogen  betragen  hat.  Ausserdem  aber  sind 
endlich  noch  onregelmüssige  Aenderungen  der  Neigung  vorgekommen, 
welche  grösstentheils  durch  Erschütterungen  der  Lager  beim  Umlegen 
verursacht  sein  werden,  obvvjjhl  sich  gerade  an  den  Stellen,  wo  die 
stärksten  Sprünge  vürkoinmen ,  (April  10.  12^6.  April  13.  12^3,  April 
VJ.  i  und  14^S»  April  21.  'IÜ'^3)  im  BeobachtungsjournaUteioe  solche 
nolirt  ündcu. 

Das  httufige  Vorkommen  dieser  Sprünge  hat  es  antnäglich  gemacht, 
das  Gesetc  der  fortschreitenden  und  periodisohen  Aenderungen  der 
Neigung  genauer  zu  ermitteln  und  mit  Anwendung  desselben  die  ver- 
schiedenen Nivellements  der  einzelnen  Beobaohtungstage  zu  einem  fOr 
die  Rednotion  anzunehmenden  Gesamnlresaltat  zu  oombiniren.  Es  blieb 
vielmehr  nichts  nbdg,  als  filr  jede  Gruppe  von  Beobaohtu^geB  die 


...... ^le 
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Neigiina;  so  anziineliincu ,  wie  das  nächslliegonde  Nivellenienl  dieselbe 
8n!{e4.'elten  ImIIp,  odci'  ;mrh ,  so  l;ni,m'  keine  zu  verhurgeude  Aenilerung 
erschien,  ein  pomeinschaflliches  Alillei  lür  iiielirere  Gruppen;  an  tlni 
Stellen  endlich ,  wo  eine  Reihe  aufeinander  folgender  Nivellements  eine 
sehr  nahe  der  Zeit  proportionale  Aenderung  zeigt,  ist  diese  Form  der 
Ausgleichung  derselben  gewählt.  Die  Genauigkeit  der  ReductiODen  auf 
dea  JMeridiao  wird  Übrigens  durch  die  notbwendige  TreonuDg  der  Ni- 
vellemeots  io  viele  verschiedene  Gruppen  nicht  wesentlich  beeintiHch- 
ligt  worden  sein ,  da  Dank  der  Conslanz  des  Niveaus  die  einzelnen  Ni- 
veHements  eine  grosse  Sieberheil  besitzen.  Der  mittlere  Fehler  eines 
dozeloen  findet  sich  nflmlich  aus  den  Abweichungen  der  Ihr  t  (Obj.  N.) 
—  t  (Obj.  S.)  gefundenen  Werthe  von  ihrem  Mittel  för  A  ±  O?045,  fUr 
//  ±  0  03s  auf  einem  anderen  Wege  ergibt  sitli  für  letztere  Zahl 
aber  der  durchschnittlich  wohl  richtigere  Werth  ±  1)^028  ,  ahgeseben 
\üu  dem  in  der  Verwandlung  der  Sealenfheilc  in  WmkeKverllie  zu  be- 
fürchtenden niitlleren  Fehler,  welcher  allerdings  füi*  die  grossen  vor- 
gekommenen Neigungen  nicht  ganz  unmerklich  sein  mag;  am  letzten 
BeobacbtuQgstage  ist  dem  Instrumente  aber,  da  bis  dabin  negative  Nei- 
gongen  vorgeherrscbt  hatten,  eine  so  starke  positive  Neigung  gegeben 
worden,  dass  das  Mittel  aller  an  den  Beobachtungstagen  voigekomme- 
aen  Neigungen  nahe  s  0  und  das  Resultat  far  die  Ungendiflerenz  dem- 
Bsch  von  dem  EinOusse  eines  etwaigen  Fehlers  des  angewandten  Scalen- 
werlhes  frei  geworden  ist. 

Die  zur  Redoction  angenommenen  Werthe  der  scheinbaren  Neigung 
für  Kr.  W.  sind  in  der  letzten  Columne  des  obigen  Tableaus  zusammen- 
gestellt. Die  scheinbaren  Neigungen  für  Kr.  0.  erhalt  man  daraus  durch 
Subtraetion  von  0;  27.').i.  Diese  Ditlerenz  ist  ober  nicht  die  reine  Wir- 
kung der  lingleichlieii  der  /apIViidurchmesser,  sondern  aus  dieser  und 
dem  Kiaflufis  der  iVlehrltehisiuni,'  des  einen  Pfeilers  durch  den  Kreis  und 
das  za  demselben  gehörige  Gegengewicht  zusammengesetzt.  Zur  Er- 
miltelung  des  Antheils  der  letzteren  wurden  einige  Experimente  —  theils 
Niveliem(snts,  theils  Polarstembeobacbtmigen  bei  verschiedenen  Be- 
lastungen eines  Pfeilers  mit  Gewichten  von  4  bis  19  Kilogramm —  ange- 
stellt, welche  eine  nahezu  der  Mehrbelastung  proportionale  Aenderung 
der  Neigung  anzeigten.  Für  die  Umsetzung  einer  Mehrbelastung  von 
5.3  Kilogramm,  welcher  der  Kreispfeiler  wahrend  der  iJingenbestim- 
luuui^  unterworfen  gewesen  ist,  folgte  daraus  eine  Aenderung  von 


0fl79  (bei  t  »  15»  und  £  a  70')  s  O^OIS.i;  die  Ungleichbeit  der 
Zapfen  wttrde  demnach  allein  eine  Differenz  in  den  scheinbaren  Nei- 
gungen von  W.  —  0.  =  -I-  0?289  hervorgebracht  haben,  und  die 

wahre  Neiüiing  wird  damit,  iiidcui  die  Zapfenlager  Winkel  von  72», 
die  Mveaiuirme  solche  von  90*^  haben,  s  der  scheinbaren  +  0-066 

mr  Kr. 

Die  demnach  zur  Reduclion  der  Gothaer  Beobachtungen  angewandt 
ten  Werthe  der  wahren  Meii^ung  sind  folgende. 


April. 
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— 0.z»5 

—  i}.  1  Oz 

l  rs,  rnin.  1'.  C. 

-+-0.(1:8 

<7 
1, 

<l  Urs.  iiiiti .  ().(]. 

—  ().  ^  .M  ) 
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^\  1 1 1* 
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Ii  i  ' j 
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lOl'T—  M^O 

—  Ü  ;i8l 

a 

I  i  s.  min.  0.  C. 

-0.215 

— 0.07i 

Reg.-Sionif 

—0.606 

—0.479 

49. 

(|t's_  1  jt'o 

— o.ico 

-0.217 

«  l'rs.  min.  U.  C. 

—  0.i',)S 

4  :?.->  —  U.-. 

-0.087 

tj  {jt&.  luaj. 

-O.ÜU  , 

4  4.Ü  —  15.3 

— Ö.;ji7 

a  Urs.  min.  0.  C. 

-0,604 

-0.461 

1.5.4—15.9 

-0.658 

9. 

Abends 

-0.664 

— O.iei 

Urs. min.  0.  C. 

-0.715 

—  0.575 

a  l'rs.  min.  0.  C. 

— 

id. 

71':-. 

—  O.iiä» 

10. 

-U.7lä 

— U.üG9 

Abends 

-0.7i4 
-0.974 

—  0.5<*8 

12.1—13.7 

—0.877 

a 

Urs.  min.  0.  C. 

—0.831 

a  Urs.  tnin.  0.  C. 

— 0.KS9 

—  t).!>.tS 

24. 

7l'a 

-0.737 

n. 

Abends 

.\uKC-  u.  Ohr-Sl. 

—  0.881 

—0.786 

o  Urs.  min.  0.  C. 

+0.270 

Pol.  I. 

—0.895 

—0.766 

13. 

Abends 

-0.817 

•fO.S94 

Rcii. -Storno 

—  4.018 

-0.842 

«  Urs.  min.  ""i  <  1 

— o.rtH':i 

a 

I  is.  min.  l  .  (1. 

—  1.070 

u. 

Abends 

— 0.7Ö ; 

n 

L  rs.  uiaj. 

—  4.092 

45. 

«  Urs.  min.  0.  C. 

-kO.396 

\ 

23. 

a 

Urs.  min.  0.  C. 

•4-1.425 

-1.1.568 

16. 

24. 

Ab.  bis  42^8 

4-1.393 

-l-l  .5:56 

Ab.  bis  li';o 

-»-0.1451 

-hO.I  17 

ciVvs..  III.  II.  (fVirc. 

4-1.18'.» 

a  Uri>.  iiiiu.  t  .  C. 

-HO. 005 

u 

Irs.  uiiD.  0.  C. 

+  4.i0r-|.L54i 

o  Urs.  min.  O.G. 

-1-0.118 

25. 

Abends 

-H4.292 

17. 

7'.':, 

37. 

-»- 1 .  t  o:i 

9?6  — 

— O.Ub 

— U.002 

1 

s« 

Urs.  min.  0.  Ci. 

-l-1.ä49|  — 

*)  Dio  für  diesen  Abend  angenommenen  Neigungen  enlsprcchen  der  scheinbaren 
4-  0?i6l  für  Kr.  W.,  welcher  Werth  an  Stelle  des  oben  gegebenen  Mittels  -I-  0?i74 
zunächst  aus  Versehen  angewandt ,  aber  absicbllich  niciti  verbessert  wurde,  weil  (Ii* 
April  II.  1 1  ^1 1  ausgeführte  Nivellement,  welches  die  grösste  Neigung  für  diesen  Abend 
gegeben  hattet  weniger  sieber  schien. 
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Mit  (lics<Mi  Noiiiungen  geben  din  l  ialegungen  folgende  Werlbe  an, 
aus  denen  der  Collimationsfehler  c  abzuleiten  ist: 


April. 


4. 
8. 

40. 
II. 


S  t  c  r  u. 


Si'c.uiiilc  doi' !)nirli|.'imL;s-    Corrcct         W. — 0. 
teil  dorcbdeo  Mitlelfadeo.j^  fttr       i»    2c  tec  (f. 


Fw.  1.  U.  G. 

Kr.  0. 

r  KS.) 

H 

r . 

w 
vv . 

1  u 

1 ) 

■     r\  U  li 

Pol.  H.  11.  C. 

0. 

29.fi4 

6 

'  1 

3  !(.:■):{ 

»1 

»5 

i.iu 

Pol.  I.  C. 

\v. 

:t:i.:o 

-4-  :i.sij 

ü. 

9 

■+■  y.4  IJ 

ttün.  min. 

W. 

35.93 

10 

:: 

-14.84^1 

0. 

1 1 

-I9.4i| 

Pol,  l.  l.  ü. 

0. 

i 

w. 

9 

+  4.7TJ, 

?9l  I.  U.  G. 

w. 

33.27 

5 

n 

0. 

2:{.0I 

-f-  r,.}(;i 

«  Ur«.  min.  ^ 

w. 

46.98 

—30.4  9(1 

0. 

73.87 

40 

»» 

-28.62f| 

].  U.  G. 

0 

:j<i.oo 

;') 

- 

w. 

45.67 

8 

M 

-  3.58/1 

+  7f86 
>h  8.30 
H-  8.60 
—28.36 
-f-  7.67 
+  8.9G 
-28.46 
+  8.38 


Gew.  c. 


43.33 
42.00 
I5.7ft 

20.95 
16.75 

10,00 
20.00 

12.34 


Am  4  3.  Af)ril  wurden  Ocular  und  Objectiv  vertauscht,  der  Colli- 
matioDfifebler  demnacb  ein  anderer.  Die  weiteren  Wertbe  sind: 


April. 

S  l  e  r  0. 

Socund«  <t«r  Durchgaog»- 

Gorract. 

i  W.—O. 

Gew.  e. 

Mit  durch  dcD  MlUelfMien. 

17. 

Pol.  1.  V.  G. 

Kr.  W. 
0. 

8«  4  3 
3.88 

8  F. 

Ii  „ 

-1-  0!02\ 
4.31) 

12.34 

48. 

Pol.  I.  U-  C. 

0. 
W. 

4.98 

6.26 

8  „ 
i 

-fr.  1.(191 
+  0.40/ 

+  2.99 

40.67 

a  Urs.  mlD. 

W. 
0. 

:h.98 
48.53 

43  „ 
40  „ 

-  2.32\ 

-  6.92) 

-11.95 

82.61 

19. 

Pol.  I.  U.  C. 

0. 

\v. 

i.52 

8.39 

3  „ 

-1-  3.26\ 
-1-  4.96) 

+  2.57 

8.73 

Pol.  U.  U.  C. 

w. 

0. 

4  4.34 
43.23 

40  „ 

+  3.63\ 
+  7.30] 

-  %M 

43.33 

a  Ura.  min. 

0. 

w. 

42.62 
27.72 

43  „ 
40 

-23.041 

-18.44) 

-  9.30 

22.64 

20. 

Pol.  ].  U.  G. 

w. 

0. 

45.07 
9.43 

ö  „ 
8  „ 

^-  r>.42\ 
-h  6.72) 

+  4.34 

12.31 

er  Urs.  min. 

w. 

0. 

31.98 
48.66 

12  „ 

^  „ 

-26.751 
-31.35) 

—  42.08 

20.57 

24. 

Pol.  1.  L.  C. 

0. 

w. 

10.03 
43.92 

+  7.99» 
-»-  7.42) 

+  3.02 

11.67 

23. 

«t  Urs.  min. 

0. 

w. 

?a.:j5 
0.64 

«  „ 
10  „ 

+50.47) 

-  9.14 

47.78 

i*. 

Pol.  I.  U.  C. 

w. 

0. 

34. H 
28.89 

40  „ 

-13.931 
-42.64] 

+  3.93 

13.33 

«  Urs.  min. 

w. 

0. 

6.4  9 
23.67 

43  „ 

+  49.69\ 
+  45.09] 

-<SI.88 

19.81 

254  AuwBBS  ORD  Bnoiins»  [30 

Als  flowichlsoinlieil  ist  fiir  die  Zahlen  der  letzten  Goluoine  das 
Gewiclit  eines  r;idenanlritt.s  des  belrelTenden  Siems  angenommen.  lüs 
haben  »ich  aber  für  die  mit  cos  d  mulliplicirlen  minieren  Fehler  eines 
Anlrills  der  Polsterne  am  Golhaer  Instrument  folgende  Werlhe  ergehen: 
für  P  I.  A  =  ±  0^0453  ;  p  —  1.22  ß  «  ±  0^0661  ;  p  =  0.57 
P.a.  0.05.38  0.86  0.0924  0.29 

aU.m.  0.0397  4.59  0.0403  1.54 

Die  vorhio  angegebeneo  Gewichte  sind  hieraach  mii  den  Zahlen  p  zu 
inoUipticiren,  wenn  man  fUr  die  Gewichlseiaheil  eineD  mildern  Fehler 
±0*05  annehmea  will,  uod  man  erhalt: 


April  4.  I.  CK 

—  0?314 

G 

B  16.3 

»  4.8 

II. 

—  0.27i 

10.3 

4.1 

8.  I. 

—  0.343 

19.2 

5.1 

«  Urs. 

—  0.349 

33.3 

5.7 

9.  I. 

—  0.306 

I9.i 

5.1 

10.  I. 

—  0.357 

12.2 

4.3 

«  Urs. 

—  0.350 

31.8 

5.(> 

11.  L 

—  0.334 

15.0 

4.7 

April  17.  I.   c  = 

—  0.118 

G 

«  7.0 

B  35 

18.  I. 

—  0.119 

6.1 

3.2 

o  Urs. 

—  0.147 

34.8 

5.7 

19.  I. 

—  0.103 

5.0 

2.9 

(II. 

H-  0.085 

3.9 

-) 

n  Urs. 

—  Ü.M4 

34.8 

5.7 

iü.  I. 

—  0.173 

7.0 

3.5 

a  Urs. 

—  0.149 

31.7 

5.G 

21.  l. 

—  0.120 

6.7 

3.4 

23.  «  Urs. 

—  0.1 1 1 

28.3 

5.6 

24»  L 

—  0.157 

16.2 

4.8 

€t  Urs. 

—  0.158 

31.5 

5.7 

Das  Zeichen  von  c  gilt  Air  Er.  Ost.  Die  nach  den  Gewichten  G 
genommenen  Mittel  sind  —  0*336  und  —  0M36;  die  Abweichungen 
von  denselben  geben  aber  durch  ihre  Grosse  zu  erkennen ,  dass  neben 
den  Beobachtungsfehlem  der  Antritte  noch  eine  andere  Fehlerquelle, 

und  zwar  in  stärkerem  Gra(ie  als  jene,  auf  die  Bealiiiuimngen  von  c  ein- 
gewirkt hat;  walirsrhcinlich  sind  heim  l'iiilegen  jedes  Mal  kleine  Ver- 
stellungen der  Lager  vorgeiiommen.  Ais  mittlerer  hiervon  herrührender 
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Fehler  eioes  c  findet  sich  ±  0?019  uml  ilamit  das  Gewicht  =  G' 

s  0.030^ :  (0.019^  -i-  '-^)  ,  uoil  die  wahrücbeiolichsteu  Mittel  Atr  c 
werdeo: 

bis  April  11:  —  0^330    mittl.  Fehler  ±  0«üü8 
von  April  43  aa:  —  0.435  „     ±  0.007 

Dabei  ist  aus  der  sweiten  Gruppe  das  gsnzlich  abweichende  Rc- 
sollal  der  Beobachtung  von  Ptotslem  II  am  19.  April  ausgeschlossen. 
D«  die  Beobachtung  selbst  nach  der  UebereiDstimorang  der  in  den  bei- 
den Lagen  erhaltenen  S  resp.  10  Fttden  durcbans  stoher  ist,  moss  aoge- 
Dommen  werden,  dass  durch  die  Uoilegnng  eine  betrttcfalliche  VerttDde>* 
ruog  des  Azimaths  veranlasst  ist ,  was  um  so  wahrscheinlicher  ist ,  als 
zugleich  nach  der  Umlegung  in  den  Nivellcmenls  ein  Sprung  von  fast 
drei  Theilen  erscheint. 

Bei  der  Reduciioii  :^nld  statt  der  obigen  Mittel  die  Warthe 
c  =  —  0-329  und  —  OM  31  an?;ewandl,  welche  aafangs  uaeb  einer  vor- 
Iftufigen  Rechnuni;  gefunden  waren. 

Die  zur  Ableitung  der  Aziniuthe  aus  den  Polarstern-Bcotiac  htungen 
notbwendigen  Uhrcorrectionen  sind  aus  allen  wahrend  der  Lungenbc- 
Stimmung  gemachten  Beobachtungen  der  Fondaroentalsleme  (der  Tabu- 
lae  Red.)  nnd  der  unter  den  Lttngensteraen  ausserdem  vorkommenden 
Sterne  des  Nautical  Almanac- Katalogs  l  und  x  Leonis  und  Virginis 
durch  wiederholle  Annäherung  berechnet.  Fttr  die  eben  genannten  vier 
Sterne  sind  die  um  0*024  vergrösserten  Beetascensionen  des  Green- 
wicher  Seven - Year-Cataloguc  angewandt,  indem  zu  den  Oertern  des 
Nautical  Aiuianac  fülgende  Correctionen  hin/.ugelügt  wurden: 

TT  Leonis    -f-  0M>?3 
l  Leonis     -h  0.047 
X  Leonis    -h  0.009 
fj  Virginis  +  0.066 
Mit  Berücksichtigung  dieser  Correctionen  finden  sich  folgende  Unter- 
schiede zwischen  den  Uhrcorrectionen  ans  Registrirbeobachtungen  und 
den  Uhrcorrectionen  nach  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen: 


ftlr  i.  April  4.  —  A^^  {A  O)  s  —  0?35 

8.  —  0.43 

10.  —0.41 

41.  —0.45 

24.  —  0.4o 
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fttrB.  April  16.  A^(^)  —  AU{A,0)  «*  0?25 

19.  ^  0.31 

20.  -  0.25 

21.  —  0.51 

un  Mittel  — 0^42  fUr  A,  und  —  0-33  fiir  Ii.  Dies«;  DilTerenzeD  miissten 
hier  aufgeführt  werden,  woil  sie,  wie  sicli  spjitcr  7<>ii;en  wird,  fiir  die 
Beurtheilung  einer  Gruppe  von  Beobaciilungen  von  Wichtigkeit  ge- 
worden sind.  —  Mit  Benutzung  derselben  ei^aben  sieb  die  zur  Bo- 
recbnoDg  der  Aziinuthe  anzunehmenden  UhrcorrecCionen  (für  Beobach^ 
inogeo  nach  dem  Gehür)  und  die  tttgltchen  (JbiigttDge,  wie  folgt: 


April. 

Ihrzl. 

Corr. 

4. 

-  7!54 

7. 

9.9 

—  8.29 

8. 

11.5 

-  8.94 

0.6 

—  9.01 

9. 

10.3 

—  n.ii 

0.6 

—  il.6() 

10. 

11.5 

—  9.99 

0.6 

—  in.?;> 

14. 

il.5 

—  10. H9 

14. 

9.9 

-  13.30 

46. 

9.9 

-  44.64 

Gang. 


Aprii,  1^  Uhrzl. 

Corr. 

tiaog. 

47. 
48. 

10^0 
9.Ö 

-  15»18 

—  16.31 

—  4?45 

—  0.88 

—  1.02 

—  1.27 

—  0.7: 

19. 

12.1 

-  47,29 

20. 

10. .'i 

—  18.24 

21. 

10.2 

—  19.49 

23. 

0.6 

—  14794 

24. 

H.5 

-  13.18 

~  0.57 

0.6 

—  13.31 

0.60 

25. 

10.4 

-  13.78 

—  0.63 

27. 

10.7 
0.« 

-  17.04 

-  47.6« 

-  0!S6 
•0.61 

-  0.60 

-  0.64 

—  0.35 

-  O.ftO 

—  0.90 

i  —  0.82 

—  0.06 

—  0.37 

Am  2?.  April  wurde  die  Uhr  anjjehalten  und  der  Conlact  p:oroinigt. 
weil  am  Abend  vorher  der  elektrische  Appanit  einige  Mal  versagt  hatte; 
der  Stand  wurde  dabei  6  —  T  geändert.  Die  Uhr  ist  nicht  unbetrdcbt- 
lich  tibercompensirt ,  welchem  Umstände  auch  die  Schwankungen  in 
den  eben  aufgeführten  täglichen  Gangen  entsprechen,  sowie  das  kleine 
durch  die  Beobachtungen  von  a  Cassiopeiae  (0'6)  angedeutete  Zurtlck* 
bleiben  von  vielleicht  0?1  gegen  die  Abendstände,  welches  jedoch, 
wenn  es  auch  reell  sein  sollte,  nicht  die  Möglichkeit  eines  stärkeren  Vbr- 
eilens  in  Folge  der  Ungleichheit  der  Wärmewirkungen  auf  die  Pendel- 
stange und  das  Quecksilber  gerade  während  der  abendlichen  Beobach- 
lungszeiteii  ausschliesst,  von  welchem  sich  bei  der  Ableitung  der  Län- 
gendifferenzon  Spuren  gezeigt  liabon. 

.Mit  den  angegebenen  Werllien  der  Nei.j?ungen ,  ('oMirnalionsfeliler 
und  Uhrcorreclionen  verbes.<ert  und  mit  Berücksichtigung  der  täglichen 

Aberration  (Corr.  der  AR.  ±0^53  für  a  Urs.  min.  jy-j  C.  —0116  für 
Polst.  I.  U.  C.  und  —0*20  für  Polst.  II.  U.  C.)  sind  nun  die  Beobach- 
tungen der  Polsteme  mit  den  fUr  letzlere  angenommenen  Rectascensioneo 
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verglicbeD ,  nachdem  flir  die  io  zwei  Lagen  beobaehleten  Darchgftege 
lllltel  mit  Rocksicht  auf  die  Zahl  der  in  jeder  Lage  beobachteten  Faden 
gebildet  waren,  und  haben  folgende  Werthe  des  Azimuths  k  gegeben: 


April, 

Stwü, 

Suu 

k. 

April. 

Sioro. 

sut. 

k. 

2. 

Q  Urs.  min. 

1^6 

-h  O  H  15 

16. 

a  Urs*  min. 

— 

2^270 

4. 

a  Urs.  mio. 

1,2 

+  0.589 

47. 

I. 

10.4 

— 

2.532 

I. 

10.4 

+  0.391 

a  Urs.  min. 

13.2 

— 

2.:)20 

a  Urs.  min. 

43.8 

-f  0.40S 

n. 

45.4 

— 

2.570 

II. 

45.4 

0.370 

48. 

1. 

10.4 

— 

8.246 

7. 

a  Urs.  Diin. 

4.2 

+  0.466 

a  Urs.  min. 

4.2 

— 

2.383 

I. 

40.4 

0.3.59 

49. 

I. 

40.4 

— 

«.S.W 

8. 

a  Urs.  ain. 

1.2 

+  0.316 

a  Urs.  min. 

13.2 

'2.807 

I. 

lO.i 

-1-  0.304 

II.  W. 

15.2 

z.  /  zu 

a  Urs.  min. 

13.2 

+  0.2.=>1 

U.  0. 

45.5 

3.355 

tt  Urs.  min. 

4.8 

+  0.480 

o  Urs.  mm. 

4.8 

3.875 

9. 

I. 

fO.i 

+  0.389 

1  80. 

I. 

10. i 

3.454 

a  Urs.  min. 

1.2 

+  0.493 

( 

a  Urs.  min. 

13.2 

3.530 

40. 

1. 

10.4 

0.449 

1 

a  Urs.  min. 

1.2 

3.458 

a  Urs.  min. 

13.2 

+  0.329 

84. 

I. 

10.4 

3.433 

a  Urs.  min. 

1.2 

-1-  0.192 

a  Urs.  min. 

13.2 

3.813 

44. 

l. 

lO.i 

0.117 

23, 

a  Urs.  min. 

1.2 

3.708 

a  Urü.  liiin. 

13.2 

-  0.074 

24. 

I. 

10.4 

3.686 

a  Urs.  min. 

1.2 

+  0.054 

a  Urs.  min. 

43.2 

3.654 

13. 

a  Urs.  min. 

13.2 

—  2.632 

a  Urs.  min. 

1.2 

3.714 

o  Urs.  tiiiii. 

1.2 

—  2.358 

25. 

I. 

40.4 

3.884 

15. 

a  trs.  nun. 

1.2 

—  2.170 

87. 

I. 

40.4 

3.788 

45. 

1. 

40.4 

—  8.840 

a  Urs.  min. 

4.8 

3.749 

a  Urs.  min 

13.2 

-  2.486 

Die  k  sind  an  den  Stellen  durch  Striche  in  Gruppen  getrennt,  wo 
die  Neigung  corrigirt  wurde,  wobei  in  der  Regel  eine  kleine  Verstellung 
im  Azimulb  vorktfromt  (dieselbe  wurde  April  11  =  —  0M6t  April 
83  sr  0  geschätzt).  Ausserdeni  kommen  noch  SprQiige  vor,  welche  mit 
Sprüngen  in  der  Neigung,  die  beim  Umlegen  entstanden  sind,  cor^ 


respoodiren,  so  von  2*6  am  43.  April  18N)  und  von  0!6  am  4  9.  April 
15.3.  Eine  Aeoderung  des  Aziinullis  von  lüglicher  Periode  ist  zwar  .sehr 
deutlich  ausgesprochen,  der  vielen  daneben  vorgekommenen  unregel- 
mässigeu  Aenderiingen  wegen  aber  nicht  weiter  zu  verfolgen.  Ungefähr 
wird  die  Amphtude  der  Schwankung,  etwas  grösser  als  bei  der  Neigung, 
273  beiragen,  wahrend  die  grOsslen  Elongationen  etwa  den  Culminalionen 
TOD  a  Ursae  min.  zu  entsprechen  scheinen.  Unter  diesen  Umständen 
schien  es  am  gerathensten,  die  Ausgleichung  der  beobachteten  Azimuthe 
IjffBphisch  vorzunehmen  und  für  jede  Gruppe  von  Beobachtungen  das 
•of  diese  Welse  für  die  Mitte  der  Zeilen  bestimmte  Aztmath  anzuwen- 
den. Die  benutzten  Werthe  sind  folgende: 
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April  4. 

9^8  bis  4  0^3  k 

^  -^0;44 

April  47  4  4 ^6  bis  4 2^ 

k  sx  ^2.52 

40.7  »  41.0 

-1-0.42 

42.4  42.7 

—2.53 

41.6  13.0 

-hO.44 

44.0     4  4.4 

a  —  — 

— z.oo 

1».1  42.7 

-1-0.40 

44.6  44.9 

—2.55 

44.8  „  45.2 

-•-0.37 

45.6  45.9 

—2.55 

45.6  M  15.9 

-1-0.36 

1 8.  «c  GemtQor. 

—2.13 

7. 

9.8  40.0 

-hO.37 

9^8  bis  4  0^2 

—2.4« 

8. 

9.8  „  40.2 

-1-0.35 

40.8  11.0 

—2.23 

10.7  11.0 

+0.34 

19.  9.8  „  10.2 

—2.57 

14.6  42.0 

-hO.33 

10.7  11.0 

—2.64 

48.4  42.7 

-1-0.33 

11.6  12.0 

—2.65 

i;^Urs.  maj. 

-1-0.32 

12.2  „  12.7 

—2.68 

a  Cas&iop. 

-1-0.38 

Urs.  m^j. 

—2.78 

0. 

9^8  bis  4  0^2 

-h0.40 

14^  bis  14^4 

—2  75) 

40.7  11.0 

-1-0.39 

14.6  44.9 

—2.80 

a  Cassiop. 

-1-0  48 

45.0  45.2 

—2.84 

40. 

9^8  bis  10.2 

-hO.42 

45.6  45.9 

—3.35 

10.7  „  11.0 

-1-0.41 

20.  7.5  „  7.6 

—3.38 

11.6  12.0 

-hO.39 

9.8  40.2 

—3.44 

42.1  „  12.7 

-1-0.38 

40.7  44.0 

—3.46 

7y  l'rs.  loaj. 

-1-0.35 

44.6  42.0 

—3.48 

etCasstop. 

H-O  19 

42.4  „  42.7 

—3.50 

II. 

9^8  bis  4  0^2 

-1-0.41 

ij  Urs.  maj. 

—3.53 

40.7  44.0 

-hO.11 

1       24.  7Hbis  7^6 

—3.42 

11.6  12.0 

-1-0.09 

9.8  40.2 

—3.45 

12.2  „  12,7 

•4-0.07 

10.7  41.0 

—3.46 

?!  Urs.  maj* 

0.00 

11.6  12.0 

—3.54 

—0.07: 

12.1  „  12.7 

—3.60 

12.4  12.7 

—2.64 

^  Urs.  maj. 

—3.83 

14. 

9.8  „  10.0 

—2.38 

23.  a  Cassiop. 

—3.70 

16. 

7.4  7.6 

—2.46 

!       24.  9^8  bis  10^2 

—3.69 

9.8  10.2 

—2.22 

10.7  „  11.0 

—3.68 

10.7  „  11.0 

—2.26 

14.6  12.0 

-3.67 

11.6  „  44.7 

—2.32 

42.4  12.7 

—3.66 

Urs.  m.ij. 

—2.48 

a  Yiri^inis 

—3.65 

47. 

7Ubi8  7^6 

—2.34 

a  Cassiop. 
'       85.  lOn  bis  11^0 

—3.70 

9.8  40.2 

—2.46 

—3.88 

40.7     44.0        — 2.50  j 

In  L(Mi)ziy  Mild  (hl  Nei:iiin<4en  inil  doin  .Aiifsal/.nivn;in  iinmiU«'ll»ar 
für  die  Einälcllunuea  des  loslrumeats  auf  die  Zenilhdistanz  des  Puts  aod 
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eine  ecil8|irechende  südliche  besümmt.  Die  Mittel  ans  je  zwei  aolcben 
BesliiunoDgeo,  twisciieo  denen  kein  Iraitindiger  Unteracbied  merlclicb 
isl  (der  «ot  den  68  NiveHemeots  Air  die  Lftogenbettiininiiiig  folgende 
Werlli  +  0^09        O'OI  0  isl  wenigstens  lumm  dem  Zeiclien 

nach  n  verbürgen),  sind  folgende: 


[  April.jSUt.'Non. 


April. 


8. 


Stzl.  NoD.  I  Beob.  i. 


Für  N.  W. 


f). 
8. 


9. 


40. 


4(. 


43 


O 

w 

0 

w 


n.f 

9.5 
44.4 
41.8 

4t.d 
u.o 

45.9 
9.7 
9.7 
44.4 
14.8 
4  2.3 
9.5 
44.4 
9.5 
44.4 
4  4.8 
49.3 
9.5 
44.4 
4  4.8 
42.3 
44.8 
142.6 

45.  '4o!6  W 

4  3.7  0 

46.  9.6 
44.4 
4  4.8 

4.7 
9.7 
44.4i 


W 
0 

w 
o 
w 

0 

w 
o 
w 

0 

w 

0 


47 


W 


■i.25 
-2.07 
+3.40, 
-•-3.55 
-4.301 
-4.45 
-1-4.05 
-1-2.87 
-1-2.47 
-3.46 
—2.90 
-»-2.85 
-3.22 
-l-2.22( 
-3.67j 

-♦-2.0n 

-»-4.99 
-2.78 
-H2.55 
—3.02 
-2.05 
-»-3.27 
-3.49 
4-4.60 
•^4.54 
1  —  4.44 
-1-4.38 
+2.05 
•3.89 
—3.89 
—3.87 
-3.90 
•1-4.781 


~4r56 


47, 


42.4  -4.76 


9.7  -«.84 
44.S  -3.02 

•3.34 

44.«  -3.44 

44.«  —3.65 

3.80 
4.20 
3.78 


48. 

49. 


42.4  — 


«0. 


«4. 


—3.88  40.8  — 


«4. 


-3.87 


4  4';9 
(2.6 
4  4.2 
44.8 
46.0 
4.0 
4.2 
9.7 
44.4 
«4.8 
12.6 
43.8 
44.2 
44.8 
46.0 
4.« 
4.5. 
9.6! 
14.4, 

12.5 
43.8 

9.7 
44.4 
44.8 
42.6 
43.8 

7.7 
40.2 
40.6 
44.1 
42.3 
43.7 


0 
W 

0 

w 

0 

w 

0 

w 

0 

w 

0 

w 

0 

w 

0 

w 

o 

w 


0 


w 


Beob.  i. 

+2P01 

-4.34 

-i.OO 

+2.34 

—3.86 

—3.89 

+  4.70 

+4.74 

—3.86 

—  4.04 

+  4.88 

-3.44 

+2.30 

—3.35 

+2.48 

+  4.98 

-3.62 

-3.451 

+2.09 

+2.26 

-3.27 

+  2.84 

+2.30 

-3.44 

—3.44 

+2.69 

-3.12 

—3.78 

-3.60 

+2.25 

-f-?  TT 

-2.80 

-3.44 


Für  N.  W. 


4m  -3986 


4.4  -3.93 


>43.0  -3.67 


3PG7 
4.34 
4.00 
3.37 
ä.86 
3.89\ 
3.98J 
3.97 
3.86 
4.04 
3.80 
3.44 
3.38 
3.35 
3.50 
-3.701 
-3.621 
3. 
3. 
3. 
-3.27 
—2.87 
-3.38 
-3.il 

—3.44.41.8  -3.20 
—2.99 
—3. Iii 
—3.78 
—3.60 
—3.43 

-i.yi 

—2.80 
-3.44 


4-.3  —3.66 


-3.45) 
—3.59 

-3.42>4r8  —3.32 


^0.9  -3.33 


Da  der  Auläucliungskreiä  des  lastrumeoU»  am  westlichen  Pfeiler 

fest  isl,  werdeQ  die  beiden  Lagen  durch  diejenigen  eines  am  durch- 

bohrleu  Ende  befindlichen  Nonius  unterschieden.  För  die  Differenz  der 

scheinbaren  Neigungen  in  beiden  Lagen  geben  die  vorstehenden  NiveUe- 

OMnts  0. — W.  =  -4-        (=s      0"62j,  wahrend  aus  einer  grösseren 

Anzahl  frttherer  Bestiauniingen  -4-  5^68  folgt,  mit  welchem  Wertlie 

Alles  sttnscbst  auf  die  Lage  Non.  West  redocirt  ist.   Die  reductiien 

17« 
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Weilhe,  dercu  Mittel  fUr  jeden  Tag  in  der  letzte  n  Coiumne  augegeben 
sind ,  zeigen  eine  lang^sam  fortsclireileode  Veränderung  aD,  and  zwar 
isi  das  Ost-fiode  mii  der  Temperalar  geaUegen.  Danebeo  ze^a  atcb, 
da  aach  in  Leipzig  die  äussere  Luft  Zotrill  zum  Fundamente  gehabt  bat» 
Spuren  eioer  täglichen  Periode,  indem  hat  an  jedem  Abend  ein  zwar 
geringes,  aber  entschiedenes  Steigen  des  Ost-Endes  beobachtet  ist,  ivel- 
cberGang  dem  fortschreitenden  in  der  ganzen  Reihe  nicht  widerspricht, 
da  das  tägliche  Temperatarmaxiroam  des  Fundaments  wohl  erst  auf 
spate  NaclitstiinclLMi  ;_i!iaileu  üi'in  wird.  Zur  nahen  Darstellung  der 
zwischen  7  7  mul  lt>;0  vertheiilen  abendlichen  iNiveilcrnenls  ist  es  aus- 
reichend, das  Steigen  der  Zeil  proportional  und  für  alle  Ahende  gleich 
stark  anzunehmen,  unter  welcher  Voraussetzung  sich  die  stündliche 
Veränderung  der  Neigung  wahrend  dieses  Zeitraums  =  -+-  Oj'OQi 
SB  H-  0  0103  ergibt.  Mit  diesem  Werthe  sind  aus  den  oben  angeführ- 
ten Mitteln  der  an  jedem  Abend  beobachteten  Neigungen ,  welche  «ne 
vorzugliche  Sicherheit  besitzen ,  obwohl  die  Genauigkeit  der  einzelnen 
Nivellements  etwas  durdi  eine  starke  Veränderlichkeit  der  Collimation 
des  Niveaus  beeinträchtigt  wurde,  die  zur  Reduction  der  einzelnen  Beob* 
achliingägruppen  anzuwendenden  Neigungen  berechnet,  zunächst  die 
scheinbaren  Neigungen  Ihr  Non.  W.  und  aus  diesen  durch  Addition 
von  -+■  1p42  resp.  Hh  4?26  die  wahren  Neigungen  für  Non.  W.  resp. 
Non.  0. ,  und  zwar  sind  bei  der  Kleinheit  der  standlichen  Aenderuug 
alle  Auge-  und  Ohr-Heobachluugen  der  Sterne  1 — 9  und  des  Polsterus  I 
mit  dem  ftlr  lOH  berechneten,  alle  Hegistrirbeobachtungen  der  Sterne 
l(> — 19  mit  dem  Werthe  Air  reducirt  u.  s.  w. ,  wie  aus  der  fol- 
genden Tafel  ersichtlich  ist,  welche  die  angewandten  Neigungen  in  Zeit^ 
secunden  angibt: 


April. 

Stzt. 

Noo.  W. 

Non.  0. 

April. 

stzt. 

Non.  W, 

Noa.  0. 

9 

m  • 

iOH 

'  +  0^298 

44. 

lon 

0?144 

-f-  0!168 

4. 

10.4 

0.058 

H-  0.254 

12.1 

0.125 

+  0.187 

12.1 

z 

0.041 

-t-  0.272 

13.1 

0.145 

-f-  0.497 

13.1 

0.030 

-1-  0.283 

43. 

10.4 

0.286 

+  0.026 

1Ö.4 

0.007 

-1-  0.306 

12.1 

0.268 

+  0.044 

8. 

10.4 

0.185 

+  0.128 

13.1 

0.257 

-h  0.055 

4«.4 

0.166 

-1-  0.U6 

45. 

40.4 

0.3S3 

-  0.044 

13.1 

O.t.")« 

-H  0.466 

12.1 

0,306 

0.007 

9. 

10.4 

ü.ilO 

-4-  0.102 

13.1 

0.296 

+  0.016 

10. 

10.4 



0.231 

+  0.081 

10. 

10.4 

0.264 

0.048 

12.1 

0.212 

-j-  0.100 

12.1 

0.246 

+  0.006 

1  43.4  1 

- 

•1-  0.440 

43.4 

0.i36 

•H  .076 

...... ^le 
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April. 

Non.  W. 

Non.  0. 

AprU. 

8UI. 

NOQ.  W. 

NoD.  0. 

4"l 

—  0!269 

-  ■■  '  "  ■ 
+  0!01.J 

49. 

0?i22 

+  0!090 

1  i  . 

1  n  1 
1  U.i 

—  U.Z90 

-t-  U.üio 

1 .1 

0.216 

"4-  U.Udo 

—  0.877 

-1-  0.035 

80. 

10.4 

0.883 

•1-  0.089 

13.4 

—  0.266 

+  0.0i6 

12.1 

0.206 

+  0.107 

44.6 

—  0.251 

+  0.062  1 

ia.1 

0.196 

+  0.117 

15.4 

-  0.S4« 

4-  0.070  1 

84. 

40.4 

0.210 

+  0.102 

1.1 

-0.d7S 

+  o.o.n 

12.1 

0.192 

+  0.120 

49. 

10.1 

-  0.27t 

+  o.n:?s 

i;m 

0.1  S3 

12.1 

-  0.256 

-1-  0.ÜO6 

24. 

10.4 

0.216 

-+-  Ü.U97 

13.4 

-  0.846 

*l-  0.066 

18.4 

0.498 

-1-0.444 

44.6 

-  0.834 

•4-  0.084 

43.4 

0.487 

H-  0.485 

Das  Material  zur  Be&(iiuumDg  des  CoUimatiousfeblers  wird  daou 
folgendes: 


W.  —  0. 

j  Gew. 

+  4:84 

20.95 

+  8.53 

84.87 

-1-  4.77 

21.82 

«4-  0.30 

88.64 

—  0.38 

18.00 

+  4.67 

88.64 

-H  3.:n 

12.31 

-h  0.04 

84.88 

4-  0.49 

80.95 

+  2.87 

24.00 

—  0.04 

84.88 

-  2.77 

20.57 

+  0.30 

20.95 

+  0.52 

20.95 

+  3.28 

24.96 

-1-  1.17 

22.96 

+  3.01 

19.80 

April 

Stern. 

8. 

I.  U.  G. 

4. 

1.  U.  G. 

II.  0.  G. 

8. 

1.  U.  G. 

«  Drs.  tnin.  U.  C. 

9. 

I.  ü.  C. 

40. 

«  Urs.  miD.  D.  G. 

11. 

1.  ü.  C. 

45. 

1.  u.  c. 

0  Urs.  mfn.  U.  G. 

46. 

1.  U.  G. 

a  Urs.  min. 

17. 

1.  U.  G. 

II.  0.  G. 

18. 

o  Urs.  mm. 

49. 

1.  U.  G.) 

a  Uri»  iniu.  U.  C. 

S«e.  der  Onrcligangszcil 
durch  den  MiUelfodeo. 


Noo.  W. 

38*33 

44  F. 

0. 

39.37 

10 

w. 

3/.  75 

1  '\ 

>  • 

n 

9 

II 

W. 

48.39 

43 

1» 

0. 

U.12 

10 

n 

0. 

33.74 

13 

II 

w. 

31.19 

10 

0. 

31.32 

'.» 

w. 

21.24 

9 

»  » 

w. 

31.56 

13 

)  > 

0. 

38.73 

10 

J  1 

w. 

3171 

8 

J  » 

0. 

41. Oi 

o 

1» 

0. 

46.00 

12 

II 

w. 

43.46 

40 

>> 

0. 

35.35 

in 

)  ) 

w. 

33.00 

11 

y  1 

w. 

23.87 

12 

0. 

30.71 

12 

»1 

0. 

34.10 

10 

>> 

w. 

31.29 

12 

)t 

0. 

58.88 

12 

II 

w. 

66.20 

9 

» 1 

w. 

30.86 

11 

» 1 

0. 

33.41 

10 

>> 

0. 

35.87 

10 

1 ) 

!  » 

w. 

32.3! 

1  1 

w. 

69.62 

12 

1  1 

0. 

56.25 

13 

»> 
>» 

0. 

30.75 

11 

w. 

29.07 

12 

»  > 

0. 

26.62 

8 

1  1 
II 

w. 

49.93 

42 

Correcl. 

mr  i. 


0!l3l 
2.7i) 
0.531 
2.34/ 
0.08\ 
3.42) 
1.17» 
1.68/ 
1.851 
4.8.5J 
1.92» 
0.98( 
6.28^ 
1.42J 
3.531 
4.38f 
\.^:\\ 

O.T'.ll 
2.^11 
9.50/ 
0.40\ 
0.37. 
+  2.391 
—  8.70/ 
9.r)9| 
ü.lül 
0.78^ 
2  70J 
8.901 
1.19/ 
0.35\ 
2.501 
2.05^ 
7.65/  ! 
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April. 


Stern. 


49. 


SO. 


84. 


n.  u.  G. 

o  Urs.  nun. 
I.  U.  C. 

a  Un.  mio.  U.  G. 
I.  U.  C. 

«  Urs.  mio.  U.  G. 
I.  ü.  C. 


See.  der  Dureheangneit 

durch  den  lUHelfadeo. 


Correct. 

für  i. 


W.  -  0. 


Gew.  c. 


Noo.  W. 

O, 

o. 
w. 
w. 

0. 

w. 

0. 

o. 
w. 

0. 

w. 

w. 

0. 


99m 

31.69 
0.01 
S.93 
98.93 
99.82 
48.79 
22.26 
29. 6i 
27.22 
25.00 
44.78 
24.18 
26.18 


49  P. 

8.. 


44 

43 
11 

12 
\i 
12 
11 
41 
13 


t» 


>» 


9!  48) 

—  1.00) 
-I-  2.13» 

—  7.96/ 
•4-  9.041 

—  0.811 
-4-  6.10\ 

—  3.6iJ 

—  0.93i 
+  1.921 

—  4.04\ 
+  5.69f 
4-  1.97» 

—  0.89/ 


+  1!02 
—  7.17 
+  1.26 
+  6.20 
+  0.43 
-0.49 
+  0.86 


24.00 
14.93 
24.67 
29.96 
24.00 
29.00 
94.97 


Die  mil  cm  ^miiltipUcirten  miillero  Aotriitsfebler  für  die  Beobachr 
taugen  der  Polsterae  am  Leipziger  rnslraineiit  sind: 
fllrP.  1.  B.±0;06i4    p»a.6f   A.  ±0!0i8l  pb4.44 

P.II.  0.0716  0.49         0.0504  4.00 

a  Urs. min. 0. C.  —  —  0.0479  4.09 

a  Urs. min.  U. C.        0.0570  0.77  0.0431  I.3Ö 

L»sst  man  al^o  einem  miuleren  tefaler  +  O^Üö  das  Gewicht  G  ss  4  eoV- 

sprechen,  so  wird 


2.  aus  1. 

CS +0^072  G 

8B4  2.8 

c'« +0*051  G' 

=  3.6 

4. 

I. 

-1-0.101 

13.0 

+0.080 

3.6 

«hO.OdS 

40.7 

+0.037 

3.6 

8. 

I. 

-1-0.042 

43.8 

+0.033 

3.7 

a  U.m. 

»0.005 

43.9 

+0.046 

3.7 

9.  , 

I. 

-1-0.067 

43.8 

+0.046 

3.7 

40. 

a  U.m. 

-1-0.042 

9.6 

+0.024 

3.4 

44. 

I. 

0.000 

43.3 

+0.024 

3.7 

15. 

I. 

+0.020 

29.5 

+0.041 

4.4 

a  U.m. 

-1-0.033 

32.4 

+0.04  4 

4.4 

46. 

1. 

—  O.OOi! 

30.8 

+0.049 

4.4 

a  U.m. 

+  0.034 

22.4 

+0.04  3 

4.2 

47. 

i. 

+  0.01-2 

29.5 

—0.009 

4.i 

H. 

+0.017 

20.9 

+0.038 

4.1 

48. 

a  Ü.  Bit 

»0.040 

27.2 

—0.049 

4.3 

49. 

I. 

+0.047 

32.4 

+0.068 

4.4 

«  U.m. 

+0.037 

25.9 

+0.058 

4.3 

...... ^le 
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Aprül9.  aus  II. 

ücR+o-a.-u  G  = 

24.0 

G  s  4.3 

a  U.m. 

-t-0.088 

1  ü.a 

+0.067 

3.9 

»0. 

1. 

H-0.050 

30.5 

-h0.029 

4.4 

a  U.m. 

-1-0.076 

31.0 

H- 0.035 

4.4 

21. 

1. 

+o.on 

33.8 

-«-0.038 

4.5 

a  U.m. 

—0.006 

20.7 

-hO.OiS 

4.4 

24. 

I. 

-hO.034 

13.0 

-ft-0.01 3 

3.6 

Das  Zeichen  von  c  gill  für  Non,  W.  Zwischen  den  Wcrihen  von  c 
zeigt  sich  eine  betrachtliche  Differenz,  je  nachden»  die  Beobachtung  bei 
Noo.  W.  oder  Nod.  0.  begoanen  ist;  im  Mittel  findet  sich  mit  BerOck- 
sichtigoDg  der  Gewichte  G  aus  i  3  BesUmmuogen  mit  dem  Anfang  bei 
Non.  W.U. C.  oder  Non. 0. O.G.  e  =  +  0^052  (G.  258.9)  and  aus  II 
Bestimmungen  mit  dem  Anfang  bei  Non.  0.  U.  C.  oder  Non.  W.  0.  C. 
CS  +0*010  (G.  271.2).  Die  jedenfalls  reelle  DilTerenz  von  0!042  fin- 
det ihre  Erklärung'  in  einer  auch  bei  derRethiclion  derRegislrirbeobach- 
tungcn  merklich  gevvürdenei»  —  für  diese  Liingenbestimmung  aber  vOl- 
hs  trlorrh^llltigon  —  Ungenauigkeit  der  für  die  Fadendistanzen  mic  h  viel 
Jiltcreu  besliinnmiigtMi  Jin^'owandlen  Wertho.  Werden  die  um  +0*021 
geändert,  so  iinden  sich  die  Weiihc  c'  für  den  Collimationsfebler,  deren 
.4bweichungen  von  ihrem  Mittel  ■+■  0'.031  der 

miUlere  Fehler  eines  c  =  |/o:0;22^ 

entspricht,  flieraas  ergeben  sich  die  Gewichte  l  (Ur  m.  F.  ±  0^05) 
und  damit  die  Mittel  aus  den  beiden  Gruppen  der  e*  -H  0*032  (G*  s&  51 .4) 
und  -I-  OT030  (G*  s  45.9),  oder  der  Gollimaiionsfebler  im  Mittel 

s  -I-  0?03<  mit  dem  m.  F.  ±  0?005.  Bei  der  Rednclion  der  Beobach- 
tungen ist  statt  dessen  der  anfangs  gefundene  Werth  0-03Ö  ange- 
wandt. 

Die  Abweichungen  der  Uhrcorrectionen  aus  den  registrirten  Durch- 
gängen von  ß  Leonis  und  ^  Virgtnis  von  den  Uhrcorrectionen  aus  den 
Auge-  und  Ohr- Beobachtungen  fanden  sich  in  Leipzig; 


für  B.  April  4. 

—0-45 

für  A.  April  1  ti. 

— 0?69 

8. 

—  O.il 

17. 

—0.70 

10. 

—0.46 

10. 

— O.HO 

II. 

—0.41 

tu. 

—0.78 

24. 

—0.41 

21. 

—0.76 
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im  MiUel  für  B.  —  0U3  und  für  A.  —  0?75.  Hiermit  werden  die 
Uhrcorrectionen  für  die  Beobachtungen  nach  dem  GehOr  (und  zwar 
für  Nachtbeobachtuogeii,  vod  denen  die  Corrcciionen  aus  den  Tag- 
beobachlungen  von  a  und  ß  Geminorum  und  a  Canis  min.  beständig 
etwa  ^  Q'i  abweichen)  und  die  täglichen  Gange: 


April 

Uhrzeit. 

Corr. 

2. 

10*?3 

+  53ro:} 

4. 

i\.H 

+  55.02 

8. 

4M 

+  59.12 

9. 

10.2 

-1-  f.O.OI 

10. 

«0.5 

—  in.d!) 

M. 

11.1 

— 

13. 

48.4 

~  8.68 

Gang. 


April. 


0?97 
1.03 
0.92 

2.81 
12.26 


15. 
46. 
47. 
19. 
20. 
21. 
S4. 


Lbrzeil. 

10^8" 

40.8 

44.8 

12  1 

11.8 

11.8 

41.8 


Corr. 

0!81 
0.67 
4.84 
3.90 
4.71 
5.58 
7.48 


Gang. 

4748 

-»-  1.12 
-h  1.02 
+  0.82 
+  0.87 
^  0.63 


Nach  den  Beobachtungen  des  9.  und  des  13.  April  blieb  die  Uhr  slelien; 
das  erste  Mal  halte  sich  das  Glimmerblättchen  an  den  Elfenbeinspitzen 
gerieben  und  luu  bher  die  Gewichlschnur  sich  verwickelt.  Der  letzlere 
Umstand  wird  auch  wohl  den  starken  Gang  zwischen  April  10  und  43 
veranlasst  haben.  Vor  den  täglichen  Schwankungen  der  lemperatiir  ist 
die  Uhr  durch  ihre  Aufstellang  geschlitzt. 

Für  das  Azimuth  geben  die  Beobacbtungen  der  Polarsterne,  und 
zwar,  wo  Umlegungen  voiigenommen  sind,  die  einfiichen  Mittel  aas  bei- 
den Lagen ,  mit  Benutzung  der  aufgeführten  Werihe  der  Uhrcorrectio- 
neu,  der  Neigung  und  des  Collimationsfeblers : 


April. 

1  Slern. 

SUeit. 

k.       1  April. 

Stern. 

stielt. 

k. 

8. 

1:  1 

4  OH 

—  0!4R1 1 

17. 

I. 

40^4 

0*664 

i. 

lo.i 

—  0.5.59 

a  Urs.  min. 

13.2 

—  0.545 

a  Urs.  iDiD. 

i;j.2 

-  0.5.57 

II. 

15.4 

—  0.595 

n. 

lö.i 

—  0.392 

18. 

c  Urs.  min. 

1.2 

—  0.619 

8. 

1. 

10.4 

—  0.446 

19. 

1. 

10.4 

—  0.568 

oUrs.  min. 

—  0.417 

a  Urs.  min. 

13.2 

-  0  .504 

9. 

I. 

10.4 

-  0.597 

U. 

15.4 

-  0.458 

40. 

a  Urs.  min. 

13.2 

-  0.340 

a  Urs.  min. 

4.« 

—  0.607 

44. 

1. 

10.4 

—  0.346 

20. 

I. 

10.4 

—  0.1  SS 

a  Urs.  min. 

13.2 

-  0  393 

a  Urs.  min. 

13.2 

—  0.368 

13. 

a  Urs.  min. 

13.2 

—  0..576 

21. 

I. 

10.4 

—  0.482 

45. 

I- 

40.4 

—  0.673 

a  Urs.  min. 

43.2 

—  0.358 

a  Urs.  min. 

13.2 

—  0.566 

24. 

I. 

10.4 

-  0.241 

16. 

I. 

a  Urs.  luin. 

10.4 
1.2 

—  0.586 

—  0.698 

a  Urs.  mio. 

43.2 

—  0.279 

Neben  einem  nicht  bedculeuden  fortschreitenden  Gang  spricht 
sich  in  diesen  Zahlen  sehr  deutlich  eine  Uigliche  Periode  ;ius,  indem  der 
negative  Werth  von  k  last  an  jedem  einzelnen  Abend  abnimmt,  iot 


...... ^le 
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Mittei  stUndliph  O^.Oii,  und  die  Aziiuutbc  aus  den  beidea  Culminationeo 
von  «  Ursae  mio.  0M7  von  einander  abweichen.  Die  beobachteten 
Dj'ITerenzeD  werden  im  Mittel  sehr  nahe  dargestellt,  wenn  man 

Jk  s  £  -h  OM 1 97  sin  (Stzt.  -I-  i  3^50") 
cetst,  woraus  sieb  für 

13.4  IT -1-0.0832 

15.4  £-1-0.1173 
1.1  £—0.0832 
ergibt,  wAbrend  beobachtet  ist: 

fc(i3M)  — Jk(IOH)  =  -h0?053(9);  ^(ISH)  —  Jk(13f1)  b  -I- 0-054  (3); 
fc(l5H)-fc{!0H)  =  +0^114(3);  k{  IM)  —  fc(13'!l)  =  —  0H69(3). 
Mit  Hülfe  der  <?egebenen  Foruiel  erhüll  man  für  K  folgende  Mittel 

allejti  .His  den  Nachtbeobnchtungen: 


April  4.  K  = 

~  mi\  (3) 

April  1 6.  £ 

—  0;o93(1) 

8. 

—  0.477(2) 

17. 

—  0.669(3) 

9. 

—  0.604(1) 

19. 

—  0.580(3) 

10. 

—  0.423(1) 

20. 

—  0.473(2) 

H. 

—  0.415(2) 

21. 

—  0.465(2) 

13. 

—  0.659(1) 

24. 

—  0.307(2) 

4  5. 

—  0.665(2) 

uod  hiermit  folgende  Wertbe  fUr  k: 


April. 

4«^ 

1  44^ 

11h« 

44h« 

4<b« 

4. 

— O-rOiS 

—  0'?57() 

— 0%'H5 

— 0:316 

—0:490 

-0:470 

—  0:456 

—0:451 

s. 

-0.551 

-o.isä 

—  0.451 

-0.422 

—0.396 

9, 

—0.609 

— o.;i?v 

10. 

— 0.4i8 

—0.397 

—  0.368 

-0.342 

ft. 

•»0.420 

—0.389 

—0.360 

—0.334 

13. 

—0.661 

—  0.633 

-0.604 

—  0.578 

<.-). 

—0.670 

-0.639 

—  0.610 

—  0.58  4 

1 

1 

16. 

T 

—  0.598 

—  0.567 

—  0.538 

-0.512 

17. 

—0.674 

-0.643 

-0.614 

—0.588 

—0.568 

-0.554 

—0.549 

19. 

—0.657 

—  0.5S5 

-0.554 

—  0.:):?5 

—  0.109 

-0.479 

—0.465 

—0.460 

m. 

— 0.550 

—0.478 

—0.447 

-0.418 

— 0.39i 

ü. 

-0.54« 

-0.470 

-0.439 

—0.410 

—0.384 

S4. 

-^0.384 

—0.319 

—0.281 

—0.252 

-0.226 

Aus  dieser  Tafel  sind  die  zur  Reduction  angewandten  Azimnthe 
interpolirt,  wobei  indess  die  Beobachtungen  ebenso,  wie  die  Gothaer 
Beobachtangen  zo  dem  gleichen  Zwecke,  in  Gmppen  getbeOt  worden 

ond  tHr  alle  Beobachtungen  einer  Gruppe  derselbe ,  zur  Mitlelzeil  ge- 
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IL  Beobach- 
A.  Beobaobtuttgen  naob  den  gehörten 

neobachtungen  in  Leipzig. 


Slcra. 


den  Mittclfadcii. 


Fäücn. 

Corrccl. 
des  Iiistr. 

Im  Mmr. 

UJircorr. 

DilTerenz 
der  Utircorr. 


JBeobachter :  Bnümi. 


April  4. 

Noll.  West 

a'  Gemin. 

71. 

9 

1 

1 

5:92 

+  5  4!60 

a  Cau.  min. 

7 

:U 

9 

-  0.19 

20.81 

+  :ii.76 

d  Geniin. 

7 

M 

10.28 

9 

-  0,34 

9.94 

54.85 

Hr.  1 

9 

40 

0.75 

9 

—  0.05 

0.70 

2 

9 

52 

12.22 

9 

—  0.40 

1 1.82 

-h  54.98 

3 

9 

59 

6.71 

9 

—  0.35 

5.36 

i 

10 

3 

39.99 

9 

—  0.37 

29.55 

5') 

10 

7 

59.52 

9 

—  0.13 

4.39 

Pol.  I 

40 

37.75 

43 

-  4.73 

33.02 

N'oQ.  Ost 

i 

Pol.  I 

40 

n 

38.09 

9 

—  6.7« 

34.37  j 

Nr.  6 

10 

41 

17.02 

9 

-  0.20 

10.82  ^55.04 

7 

10 

45 

19.37 

9 

-1-  0.20 

19.57 

8 

10 

54 

1.07 

8 

+  0.15 

1.22 

9 

40 

57 

10.70 

9 

-  0.«8 

40.47 

•1-  54.99 

Gehörle  Coitu  idonzcn 
mit  L.  14''  41-  40" 
44  4  4  40 
11  17  33 
14  20  35 


Aus      40!622    mit  G.  4  4**  23' 


10.633 
40.604 


44  «5 

n  28 

ff  30 

H  32 


1-  2!49 

1  2.;iü 

4  2.41 
4  2.64 
4  2.49 


I  2.57 

1  2.15 

1  2.51 

4  2.56 

32* 
46 

{ 

11 

30 


Non.Wesi 

a  Ur.s.  min. 
Nr.  26 
27 

28  pr. 
28  seq. 
29 
30 
Vu\.  II 
Non.  Ost 
Pol.  II 
Nr.  34 
32 
33 
34 


la""  8" 

14  49 

4  4  53 

14  58 

44  58 

45  1 
45  8 
45  84 

15  21 
15  36 
15  41 
15  47 
45  50 


35?02 
45.00 
33.32 
26.54 
27.39 
50.00 
36.32 
42.39 

44.12 
44. }9 
41. M 
7.02 
4.64 


13 
9 
9 
9 
6 
8 
9 

43 

10 
6 
9 
9 
9 


•  13^40 

0.32 
0.08 
.  0.01 

•  0.01 
■  0.19 
>  0.34 

-  5.44 

•  7.51 

•  0.4  4 

•  0.22 

-  0.28 
'  0.28 


2i»r,2 
45.28 
33.24 

:;(i.:)5 

27.40 
49.81 
36.04 
37.28 


36.61 
44.35 
11.59 
7.30  I 
4.89  I 


55!42 


+  r 
-I-  4 

1 

■t-  1 
+  4 
+  4 


iul 
2.79 
3.I-") 
i.lH 
2.60 
2.74 


+  1  2.71 

1  2.9t» 

-h  1  2.70 

^1  2.42 


*)  Zur  beebachtelen  DarchgwgsuU  sind  5*  addirt. 
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P«DdelsehUgen  (Auge  ood  Ohr). 

Beobachlungen  in  Gotha. 


Stern. 

Durchg.-Zeil  durch 

Fäileo. 

Correcl 
d<M  Jofttr. 

im  Mur. 

Uhrcorr. 

Differsox. 

MAwililtr»  Jlmvtr 
April  4. 

Kr.  Osl 

a  Urs.  mm. 

9-  54:44 

40 

Nr.  4 

9 

47 

4.09 

7 

—  0590 

3*19 

6-  43!43 

S 

9 

53 

44.60 

7 

-  0.99 

44.38 

—  7!69 

43.20 

3 

40 

0 

8  10 

7 

—  0.30 

7.80 

43.07 

* 

4 

10 

4 

3ä.i6 

7 

—  0.27 

32.19 

48.27 

5 

10 

9 

7.29 

8 

-  0.74 

6.58 

49.89 

Pol.  1 

40 

23 

94.86 

B 

Kr.  We«l 

Pol.  1 

40 

23 

34.00 

10 

Nr.  6 

40 

49 

48.86 

7 

0.53 

49.39 

-7.55 

43.47 

1 

^0 

16 

2f.33 

w 

/ 

0.39 

21.72 

42.75 

8 

10 

3.33 

7 

+  0.40 

3.73 

43.44 

9 

10 

58 

12.50 

7 

•4-  0.53 

13.03 

-  7.58 

43.45 

ISebvrte  Goinoidenieii 

nÜL.  If*'  7-6 

'  nitG.  16" 

'  H'*    Au  »  6"  iO' 

'544 

11  10  4 

41  18 

49 

40.559 

41   13  4 

44  21 

10 

40.545 

n  23 

25 

40 

478 

44  95 

39 

40.546 

Kr.  Ost 

9  Un.  ibia* 

43* 

8- 

50*83 

90 

Nr.96 

Ii 

50 

48.25 

7 

-  0!20 

48!05 

6-  43?18 

27 

1t 

54 

3fi.6S 

7 

—  0.65 

36.03 

43.20 

28  pr. 

14 

59 

30.54 

5 

—  0.84 

29.701 

43.37 

88  seq. 

44 

59 

34.04 

3 

—  0.83 

30.18/ 

f9 

45 

52.85 

8 

-  0.44 

52.41 

43.00 

30 

15 

8 

39.00 

7 

-  0.95 

38.75 

43.43 

Pol.  I 

15 

22 

29.64 

6 

Kr.  West 

Pol.  I 

22 

39.53 

6 

Nr.  31 

15 

37 

46.55 

7 

0.51 

47.06 

-  7!61 

43.08 

3S 

45 

49 

44.09 

7 

0.56 

44.58 

43.36 

33 

45 

48 

9.62 

7 

-♦-  0.38 

10.00 

43.06 

31 

45 

54 

6.93  i     7    1  0.38 

7.34 

42.78 
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Auwnfl  UND  Rkpuks, 

Beobacbluogeu  in  Leipzig. 


tu 


Starn. 


NoD.  Osl 


Non.  Ost 


DifTt-reni 


Uiin  liu -Zeil  durch       .        Corrccl.  ,  ,  Mt^^  


Trübe. 


April  7. 


April  8. 


o''  GeuiiD. 

7" 

25- 

2^26 

4 

-  OÜU 

2M2 

-1-  58;31 

a  Gan.  min.' 

7 

91 

47.17 

9 

—  0.37 

46.80 

+  58.70 

/?  Geinin. 

7 

3« 

6.23 

9 

—  0.19 

f.ni 

-l-  58.68 

Nr.  i 

9 

4.'> 

5f»..i5 

9 

+  0.13 

56.6« 

-1-  1" 

8 

9 

52 

7.97 

9 

-  0.27 

7.70 

-»-  59.06 

-i-  1 

3 

9 

59 

1.36 

9 

—  0.21 

1.15 

+  4 

4 

in 

25.66 

9 

—  0.23 

25.  n 

-1-  1 

5 

10 

8 

0.05 

8 

-fr-  0.04 

0.09 

-1-  1 

MI 

40 

92 

33.74 

43 

—  4.76 

28.90 

Non.  West 

Pol.  1 

10 

22 

:n.19 

10 

—  2.78 

28.41 

Nr.  6 

10 

41 

13.15 

9 

—  0.40 

12.75 

-h  59.07 

-1-  1 

7 

40 

45 

45.48 

9 

^  0.98 

45.20  i 

+  4 

10 

50 

.57.57 

9 

—  0.30 

57.37 

-1-  1 

10 

57 

6.72 

9 

—  0.41  • 

6.31 

-t-  59.12 

-4-  1 

Gehörte  Coiiicidenzea 

Dil  U  44*  9-  0*.  Alf  «  5"  34^900 
11  12  0  34.910 
41  45  0  34.900 
44  17  S4  34.887 
44  20  47 


175 


H.Ol 
8.10 

8.n 

7.74 


8.02 
7.9« 

7.88 
8.07 


mite 


II*"  24" 
11  27 
41  29 
44  34 
44  33 


38" 

■) 

ti 
37 
52 


o  Urs.  mio. 

13" 

8-  31^32 

9 

-13!76 

47*56 

Non.  Wesl 

«  Urs.  min. 

43 

8  84.24 

9 

-  7,02 

44.22 

April  9. 


Nr.  4 
2 

3 
4 

Ö 

Pol.  I 

Non.  Osl 
Pol.  1 
Nr.  6 
7 
8 
9 


9  45 

9  52 

9  59 

10  3 

10  7 

40  22 


55.69 
7.24 

0.05 
24. '.)2 
59.30 
34.56 


9 
9 
9 
9 
9 
43 


—  0.29 

—  0.53 

—  0.49 

—  0.51 

—  0.35 

—  3.54 

—  5.59 


1Ü   22   32.73      10      —  5.59  27.14 
10    40   44.88       9      —  0.35    11.53    +  60.29 
10    45    14.13        9      —  0.02    14.11  I 
10    50   56.16        6      —  0.06    56.10  ' 
10   57     5.08        9      —  0.31      5.37    +  60.06 
Es  war  keioo  VcrbiDciung  zwiBofaon  Leipzig  und  Gothä  heiigostelH, 


55.40 
6.74 

0.06 
24.41 
58.95 
28.02 


60!03 


Digiii^uü  L^y  Google 


15] 


BisimvDN«  DBfi  liliiaRiioirnttflCBmis  etc. 
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Beobachtungen  in  Gotha. 


Stern. 


Kr.  Wesl 


Durcbg.-Zdt  durch 
den  Mitleiradfln. 


Faden. 


Correct. 

des  Instr. 


Im  Mer.  ührcorr. 


DifTerenz. 


April  7. 


Kr.  West 

a  Urs.  Dtin. 

gm 

24 

i».  1 

y 

47 

4.0G 

11 

—  0H8 

3!88 

% 

9 

53 

U.81 

9 

-1-  0.25 

15.06 

-8!89 

10 

0 

8.34 

7 

•1-  0.47 

8.54 

i'ol.  1 

10 

23 

32.56 

25 

A 

iril  8. 

a  Ora.  min. 

1 

9 

31  .SO 

Nr.  1 

9 

47 

4.56 

7 

- 

4.43 

6"  42! 7f) 

2 

9 

53 

15.45 

7 

-f-  O.iü 

15.71 

—  8.95 

43.01 

3 

10 

0 

9.07 

7 

+  0.18 

9.25 

43.09 

4 

10 

4 

33.33 

7 

-1-  0.21 

33.54 

43.19 

5 

10 

9 

7.88 

7 

—  0.05 

7.83 

49.72 

Pol.  I 

10 

23 

33.70 

7 

Kr.  Ost 

Pol.  1 

10 

23 

23.83 

9 

Nr.« 

10 

42 

21.34 

7 

—  0  57 

20.77 

-  8.94 

42.97 

7 

10 

4Ü 

24.31 

7 

—  i.iO 

23.11 

42.85 

8 

10 

52 

6.27 

7 

-  1.12 

5.15 

49.89 

10 

.5S 

11. ?M 

7 

—  0.63 

14.38 

-  8.94 

43.00 

Geborte  Coinciiienzen 
Riii  L.  10  3"  43>  mite. 

11     6  41 

11     9  43 

II   12  39 


11»  19- SS- 
II  21  ;iG 
11  23 
M  26 
11  98 


55 
11 
30 


0  Urs.  min. 

9» 

15H0 

24 

1]  Urs.  maj. 

13 

42 

24.83 

7 

tt  Cassiop. 

0 

33 

1.18 

93 

a  L'rs.  oiio. 

1 

9 

35.93 

10 

Kr.Oct 

9  Urs.  min. 

1 

10 

8,89 

11 

Nr.  1 

9 

47 

6.44 

7 

9 

9 

53 

16.74 

7 

3 

10 

0 

10.34 

7 

4 

10 

4 

:U.r,7 

8 

5 

10 

9 

9.54 

4 

Pol.l 

10 

23 

93.99 

7 

Kr.  Wfsl 

Pol.  1 

10 

23 

32.84 

9 

Nr.  6 

10 

42 

21.00 

7 

7 

10 

46 

83.84 

7 

8 

10 

59 

6.68 

7 

9 

10 

58 

14.70 

7 

—  o:28 

-  0.99 
April  9. 


24?55 
0.89 


6»  34f863 
34.934 

34.941 
34.934 
34.909 


8!95 
9.09 


weshalb  die  Beuhachlungen  nichl  forlgest  ui  ssurdeii. 


—  1.55 

4.89 

—  0.56 

16.18 

-  9.44 

~  0.69 

9.66 

^  o.ni 

33.93 

-  1.29 

8.25 

+  0.18 

21.18 

—  9.36 

-  0.19 

93.65 

—  0.16 

5  52 

-k-  0  ■?! 

H.«.)l 

—  9.48 

S70 


Beohachliingen  in  Leipzig. 


Stern. 


Non.  West 


Durchg.-Zcil  durch   y^^l^f^  Cmrect 


deo  liitlelfadoD. 


dem  lastr. 


April  40. 


Im  Her.  Librcorr. 


DiffercBx 
der  Ubrcorr. 


Nr.  4 

9^ 

47" 

12?03 

7 

—  0!32 

44!74 

—  6!2.1 

9 

5.1 

3 

—  0.43 

22.97 

—  46!24 

—  6.24 

3 

40 

0 

3 

-  0.44 

4  6.4a 

-  6.26 

on.  Osl 

Mr.  6 

10 

42 

?8.U 

9 

—  0.24 

.27.90 

—  46.09 

—  6.44 

7 

«0 

46 

30.49 

9 

—  0.04 

30.48 

—  6.28 

8 

40 

59 

49.34 

9 

—  0.04 

49.30 

—  6.49 

9 

<0 

r)8 

24.97 

9 

—  0:95 

91.79 

—  46.30 

—  6.96 

Gehörte 

CoincideDzen 

mit  L.  4  4"»  4  3»  35'  Au 
14   46  35 
H    \9  30 
44  22  25 


=  6"  48?989    mil  G.  4  4''  25»  54' 
48.955  41  28  7 

48  989  44  30  24 

48.944  44  39  39 

44  34  53 


Non.  Wmi 


0  Urs.  min. 

43'' 

9- 

34!74 

8 

—  4!49 

30-59 

Mon.  Osl 

flt  Urs.  min. 

43 

9 

44.04 

5 

-40.86 

30.48 

9  Urs.  naj. 

43 

49 

34.48 

43 

-4-0.49 

34.30 

—  45769 

A 

pril  44. 

Nr.  4  19 

47 

8.89 

0 

•4-  0.90 

9.09 

—  9*66 

2 

9 

53 

20.24 

9 

—  0.20 

20.04 

-  43.99 

—  9."i1 

3 

40 

0 

43.68 

9 

—  0.43 

43.55 

—  i.iü 

4 

40 

4 

38.48 

9 

—  0.16 

38.02 

—  2.64 

5 

40 

9 

42.24 

9 

-+-  0.40 

42.34 

-9.65 

Pol.  I 

40 

93 

46.00 

49 

-  4,57 

44.43 

Noo.  West 

Pot.1 

40 

93 

43.46 

40 

-9.60 

40.56 

Nr.  6 

40 

42 

25.52 

9 

—  0.34 

25.48 

—  43.38 

-9.64 

7 

40 

46 

27.84 

9 

—  0.22 

27.fi9 

—  2.7i 

8 

40 

52 

9.72 

—  0.23 

9.49 

—  i.70 

9 

40 

58 

49.44 

l 

—  0.34 

48.80 

—  43.39 

—  9.43 

Gelifiilc  CninruJcnzrn 
mit  L.  4  4 


II*- 

44"" 

2i' 

Au  s  C-  45!5Ö4 

inil  Ü.  44^ 

93-  4* 

44 

44 

96 

45.599 

44 

95  93 

44 

47 

23 

45.593 

44 

27  37 

41 

90 

47 

45.574 

14 

29  54 

44 

32  10 

fiBSTIimtltG  S8S  LiRGBHDHTBISCDIBIIBB  ete. 


tu 


Beobachtungen  in  Goiha 


Stera. 


Durcbg.-Zeit  durch  j  ..  . ,      \  Correcl. 
den  Uilt«lfoden.   J  j  dea  lostr. 


Im  Mer. 


Ultrcorr. 


Dlffereiue. 


April  9.  Port». 


0  Cassi'op. 

33» 

l?92 

20 

-0?38 

1*54 

a  Urs.  inio.  |  1 

9 

40.03 

24 

April  10. 

Nr.  1 

9 

47 

5.82 

-  0.37 

5.45 

9 

9 

53 

<6.5i 

+  0.19 

10.73 

3 

iO 

0 

40.13 

+  0.09 

10.22 

4 

10 

» 

34.49 

1 

-hO.43 

34.55 

5 

10 

9 

9.03 

-  0.96 

8.78 

Pol.  1 

40 

S3 

33.97 

5 

ür.  Osl 

10 

83 

93.01 

5 

Nr.  6 

10 

M 

7 

—  0.63 

21.79 

7 

io 

i6 

25.57 

7 

-  1.37 

24.20 

8 

10 

59 

7.46 

7 

—  4.98 

6.48 

9 

10 

58 

16.01 

7 

—  0.S8 

45.46 

(i«'llül1( 

inil  L. 


!  Coincidenzen 
11''  6»  48^ 


41 

\\ 
11 


9 

12 
15 


54 

43 
46 


niil  G.  II»"  IQ- 
II  94 


11 
11 
11 


23 
25 
98 


95 

35 
55 
9 


Kr.  Wesl 
tt  Urs.  min. 


i;  Urs.  Diaj. 
fr  (liis-^iop. 
u  Lrs.  nun. 
Kr.  Ost 
9  Urs.  min. 

Nr.  4 
9 
3 
4 

5 

I'-l.  1 
Kr.  Wesl 
Pol.  I 
Nr.  Ii 

t 

H 
9 


IS"»   9»  8!44 


13  42 

0  33 

1  9 


26.42 
3.26 
46.98 


4   40  43.87 


9 
9 
10 
10 
10 
40 


46 

53 
0 
4 
9 

93 


6.55 

i7.;.7 
n.i:s 
35.44 
9.75 
36.00 


94 


11 

23 
10 

40 

9 
9 

9 
9 
9 
5 


0!84 
1.11 


Aprit  11. 

-  0.19 

-  0.07 

-  0.06 

-  0.06 

-  0.09 


25!58 
9.15 


10   23  43.67  8 

10    42  21  86  9      ■+■  0.72 

10    46  2:?. SO  9      -I-  !.02 

10   52  5.81  i      U      -h  0.98 

40  58  45.67  I     9    |  -i-  0.70 

Gi'liurle  Coinridenzen 
niil  L 


6.43 

17.50 
11.07 
35.38 
9.66 


22.58 
24.88 
6.79 
16.37 


—  9!66 


—  10.00 


—  9,98 


—10.04 


42'!97 

42.07 
42.93 


42.97 
42.79 
49.93 
49.77 


Au  =  6"  48:97« 
48.949 
48.978 
48  963 
48.963 


-  9!97 
•10.25 


--10.78 


-10,78 


—10.96 


6" 


43M7 

i:i.:if 
43.32 
43.15 
43.19 


43.08 
',  95 
42  97 
43.93 


11" 

3"» 

0' 

Uli!  G.  II'' 

17« 

10»  Au  s 

45:618 

11 

5 

54 

11 

19 

27 

45.632 

11 

8 

59 

11 

21 

44 

45.610 

11 

11 

50 

11 

93 

59 

45.625 

II 

20 

18 

45.603 

A0WS118  OND  Biram, 

Beobiu  htunpen  in  I.eipzii; 


(48 


SIera. 


Durchg.-Zeit  (lurch 
iiea  MittelfadeD. 


Fudea. 


lastr. 


Im  Mer 


i 


Uhrcorr. 


DifTpren 
der  übreoiT. 


Non.  Ost 
a  Urs.  min. 


April  41.  Ports. 


10 


29H7 


a  Urs.  min. 


13 
43 


9 
48 


39.43 
47.02 


April  43. 


Ii 
44 


-13.34  '  24. f  2 
—  0.52  46.50 


Trabe. 


April  44. 


April  1"). 


-  8!60 


Nr.  5 

40 

8 

59.95 

45 

—  0.16 

59.79 

Pol.  I 

40 

23 

3ö.3ä 

10 

—  5.22 

30.43 

Non.  Wesl 

Pol.  I 

10 

23 

33.00 

11 

—  3.26 

20.7  i 

Nr.  6 

40 

42 

13.26 

7 

-  0.64 

42,62 

7 

40 

45 

4S.5S 

45 

-  0.54 

45.04 

8 

40 

51 

57.34 

9 

—  0.53 

56.81 

9 

10 

58 

6.89 

9 

—  0.65 

6.24 

a  Urs.  min. 

43 

9 

23.87 

42 

-  7.56 

46.31 

Non.  Ost 

a  Urs.  min. 

43 

9 

30.74 

4S 

-44.34 

46.40 

April  46. 


—  0.86 


-  0.87 


Nr.  4 

9 

46 

54.80 

15 

0.00 

54.80 

45*05 

2 

9 

53 

6.49 

9 

—  0.41 

6.08 

-  0.58 

3 

9 

59 

59.97 

9 

—  0.35 

59.62 

4 

40 

4 

24.20 

40 

—  0.37 

23.83 

-h  15.19 

5 

40 

8 

58.34 

45 

—  0.40 

58.21 

•1-45.47 

Pol.  I 

40 

S3 

34.40 

40 

-  4.99 

i9.44 

Non.  Wesl 

Pol.  i 

40 

23 

34.89 

49 

-  3.40 

88.49 

-1-  45.44 

Nr.  6 

7 

40 

4SI 

44.63 

40 

-  0.55 

44.08 

+  0.65 

•f.  45.49 

8 

40 

54 

55.86 

40 

-  0.43 

55.43 

9 

40 

58 

5.34 

40 

^  0.56 

4.75 

H-  0.61 

+  45.S9 

Non.  Üsi 

a  Urs.  min. 

4 

8 

58.88 

12 

NoD.  Wcsi 

a  Urs.  mio. 

4 

9 

6.20 

9 

...... ^le 


BisTtmiDiia  ras  L&HOBHviinaiscinKras  etc. 
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BeobacbluDgeo  in  Gotha. 


Durchg.-Zeit  durch 
dsB  Mitlelfadea. 

1  

F&dcD. 

Coirccl. 
des  lostr. 

Im  Her. 

ührcorr. 

Längen- 
Differeus. 

Kr.  Ost 
o  Urs.  min. 
^  Urs.  mnj. 
«  Un.  min. 

13  IS  se.7s 
4     9  33.54 

ApriH 

13 
15 
5 

1.  Ports. 

-o;is 

S6;6I 

-  10*99 

a  ün.  iDio. 

13 

40 

6.89 

9 

<r  Un.  min. 

1 

8 

58.69 

10 

Nr.  4 

A 

9 

47 

10.12 

12 

9 

9 

53 

22.31 

10 

3 

10 

0 

15.96 

11 

BsobMliter:  Bitbu. 

April  43. 


a  Urs.  min. 


Trabe. 


1     8  30.25 


-  1.48 

-  2.33 

-  2.49 
Aprii  15. 


8.70 
19.98 
13.77 


—  13.30 


19 


April  16. 


a*  Gcmin. 

7 

20 

1  ".'•)? 

9 

—  0.58 

14.94 

—  14.67 

a  Gan.  min. 

7 

32 

31.29 

9 

-  1.45 

29.84 

-  14.49 

jf  G«oiio. 

7 

37 

49.82 

9 

—  0.73 

19.09 

-  14.54 

Nr.  1 

9 

47 

9.70 

9 

+  0.16 

9.86 

6-  43?6o 

i 

9 

53 

22.09 

8 

~  1.46 

21.23 

—  44.57 

43. 7  i 

3 

10 

0 

16.10 

9 

-  4.20 

44.90 

43.86 

1 

40 

4 

40.14 

10 

-  1.40 

39.04 

43.77 

5 

10 

9 

n.62 

9 

-  0.93 

43.39 

43.74 

Pol.  I 

10 

24 

3.87 

9 

Kr.  West 

Nr.  6 

10 

42 

27.75 

7 

-  1.25 

26  50 

~  44.75 

43.93 

7 

40 

46 

28.77 

10 

-  0.04 

28.73 

8 

40 

89 

10.77 

9 

—  0.93 

10.54 

43.69 

9 

40 

58 

21.48 

9 

-  1.33 

90.15 

-  14.78 

43.90 

0  Urs.  min. 

13 

to 

41.91 

13 

tj  Urs.  maj. 

i;i 

ii 

30.07 

9 

+  0.45 

30.22 

—  14.58 

a  Urs.  min. 

1 

8 

96.94 

49 

S.  neftell»rh.  d.  WiMcuMh.  XIII. 


18 


Beobachtungen  in  Leiptig. 


Diirobg.-ZeU  durcli 

ndeo. 

Corroct. 

Hm  tn^r 

ovB  imPH  • 

Im  ll«r. 

Vbroorr. 

Amw^  Ulimim. 

Adi 

»1/1 

rii  47 

II  1  J  ■ 

Nr.  1 

B*"  lö"  54'03 

10 

«-  0*44 

53*59 

+  16!90 

9  53     5  50 

■  V 

—  0  65 

4  85 

•I-  4*82 

-1-  46.91 

3 

9   59  59.01 

10 

  0  61 

+  16.99 

i 

40     4  23.31 

10 

—  0.62 

22.69 

-»-  17.02 

5 

10     8  57.51 

10 

-  0.48 

57.03 

16.65 

Pol.t 

10  93  30.86 

44 

—  3.49 

97.44 

NoD.  Ost 

Pol.  l 

10   i.i  33.41 

10 

-  5.39 

28.02 

Nr.  6 

10   42  10.39 

10 

-  0.45 

9.94 

+  1.81 

-h  47.06 

7 

10   4C  12.39 

10 

—  0.40 

11.99 

47.1$ 

10   51  54.40 

10 

—  0.18 

54.22 

-1-  17. H 

10  58  4.02 

10 

-  0.47 

3.55 

-h  1.81      +  17.13 

Gefattrte  Coinddenien 

Non.  West 
a  Urs.  mia.  | 


mit  L.  11* 29" 38*  Am  =  6"'26?638  mit  G.  11>'35»30^  hn  spät* 
Unsicher  vi  egpn  melurfacberSlOrungea  io  der  Verbindung^  deshalb 
spater  wiederboU. 


13*   9-'22?2l      ?l    I  —  8!69|  43!59  | 
Gehörte  Goincidenzen 
mit  L.  43^  47-  45*    A ii  -  6-  d6!46a 
43  50  49  96.458 


mit  6. 


I 

43*  53" 

13  55 
43  58 


35> 
50 
4 


NoD.  Ost 


Nr.  98  pr. 

44*  59" 

9on9 

+  0f04 

90H3 

28  seq. 

14 

59 

20.87 

6 

-4-  0.01 

20.88 

29 

15 

2 

43.22 

9 

-  0.24 

42.98 

30 

15 

8 

99.84 

10 

-  0.39 

29.45 

Pol.  II 

45 

99 

35.97 

40 

-6.87 

99.40 

Non.  West 

Pol.  II 

15 

22 

32.31 

41 

—  3.49 

28.82 

Nr.  34 

45 

37 

38.94 

40 

—  0.54 

37.67 

32 

45 

49 

35.82 

10 

-  0.55 

35.27 

33 

45 

48 

1.15 

10 

—  0.38 

0.77 

34 

45 

50 

58.55 

10 

—  0.39 

58.16 

Trübe. 


April  48. 


9!03 


47*49 

17.55 
17.29 
17.39 


«  Urs.  min. 


4    9  9.69 


49 


BBgnvmnMi  ms  LiiiaiRimtBaMinnKS  etc. 


S7S 


Beobachtungen  in  Gotha. 


9tera. 

Diireh|Z.-Zeit  dtircli 
den  Mittdifaden. 

Fäden. 

Correct. 
des  Instr. 

!  Im  Mer. 
1 

Dbrcorr. 

I.angon- 
Differeaz. 

tr  («f^finin 

April  47. 

/    *0    1 0.U« 

7 

—  0^69 

J  KAO  IC 

—  45!4  4 

tt  Can.  min 

7  3fi   34  M 

9 

—  4.51 

QA  i  1 
.lU.  *  1 

«  tC  tit\ 

7    .Iß    2ft  H 

J         Ulf        Ai\f  ■  O  1 

9 

—  0.83 

in  t fi 

1  y  .^o 

Ii  AI 

—  It. 9t' 
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Kr.Osl 
«  Urs.  min. 


0 

33 

4.26 

9 

7 

20.35 

8 

4 

7 

6.64 

10 

BaobMhtsr;  Avmn. 

April  23. 
4-  2.85 


April  24. 


7.11 


—  44.94 


Nr.  4 

9 

47 

7.59 

10 

+  2.57 

10.16 

6""  42?86 

9 

9 

53 

22.86 

10 

-  1.23 

21.63 

—  45.08 

42.95 

3 

10 

0 

15.86 

10 

-  0.66 

15.20 

43.29 

4 

10 

4 

40.31 

10 

—  0.88 

39.43 

42.77 

5 

40 

9 

44.99 

40 

+  4.63 

43.69 

49.86 

Pol.  I 

10 

94 

34.44 

5 

Kr.  Osi 

Pol.  I 

10 

24 

28.89 

10 

Nr.  6 

40 

49 

98.92 

40 

-  1.44 

26.76 

-  46.49 

43.44 

7 

40 

iO 

28.00 

10 

MO 

20.10 

43.09 

8 

10 

52 

10.21 

10 

-i-  0.82 

11.03 

43.04 

9 

10 

58 

22.11 

10 

—  1.63 

20.48 

-  15.19 

43.36 

Gehörte 

Coincidenzen 

mi4  L. 


Ii"  3"  47»  milG. 
11    6  45 
44    9  42 
44  49  38 


II"  16" 
11  18 
44  94 

H  23 
41  25 


32« 
53 
4 
29 
42 


At»  SS  6"  20?478 
20.441 
90.608 
90.474 


13*  42-  0*90 

23 

n    fS  2.'3.RO 

10 

—  2H0 

23:20 

—  15M1 

0   33  4.18 

o 

+  3.53 

7.71 

-  15.51 

4     7  6.49 

9 

4     7  23.67 

.3 
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AowBS  UKo  Brvhmb, 


[58 


B.  aegistril 


Ablesungen  vom  Leifiy.iger  Papiorstreifen. 
BMbMJktar:  Bnüms  in  Ltipiif «  Amnn  in  eotha. 


Slera. 

D.-2.d.lL-F 
LOipll{. 

1  Fäden.  1 

Correct. 
r!  p  a  I  nRtr 

0.-Z.d.M.-F. 
Gothi. 

Fäden.  1 

Correcl. 

Im  Meridian. 
Leipzig.  Gotha. 

I 

April  4. 

f     \nn  rtsi 

1  1  h  0  O  m     »1  ~  3 

IT        in          ■  .1  .  3  Z 

2:j 

-0!24 

44H4'»45f94 

17 

+U  .0* 

3*04 

46T45 

0    M  \ 

i  i 
1 1 

11     11       I  Ol .  ü  t» 

il 

-0.43 

4  4  48  0.96 

17 

+  U.SU 

48.25 

4 .46 

IIA 

19 

IJ    Ki    99  Sl 

25 

+0.23 

42   1  5.76 

3 

.  n  nn 

+ü.oy 

23.04 

6.15 

II  1 

11   RT  9*7  QQ 
11    Ol    91  •99 

25 

—0.4  8 

42   4  10.66 

16 

+U.ÖO 

27.81 

11.19 

III 

^  (91 

Mr  Ii 

19     B  90 

25 

-0.42 

42  45  13.44 

24 

— U.D7  1 

29.21 

12.47 

H.l 

12  12  8.24 

25 

-0.38 

1?  IR  51. 

25 

n  IT 

7.86 

51 .37 

%  0 

M  50.34 

25 

-0.33 

42  29  33.76)22 

—  U.*D 

50.04 

33.50 

it 
1  i 

IS  26  «7.44 

25 

-0.44 

12  33  14.46 

25 

— u.oy 

27.33 

10.77 

I3.ff 

1  o 

i2  ,37  55.91 

25 

-0.34 

12  44  39.36 

25 

n  Ol 
—  U.s* 

55.57 

39.12 

n  \ 

49 

(2  44  36.41 

25 

-O.Oi 

12  48  20.78 

21 

-0.861 

36.40 

19.92  i 

iU 

UhrcorrectioD 

:  Nr.  11  -Hüi^JO;  Nr.  15 

+ 

ji!67. 

April  8. 

Nr.  40 

i4  37  59.22 

25 

-0.39 

44  44  42.70 

25 

-0.54 

1  58.83 

42.46  I 

6  iU 

44 

41  44  Ii. 28 

25 

—0.37 

4  4  47  57.96 

23 

-0.65 

43.94 

57.34 

UM 

42 

11  54  19.22 

25 

—0.26 

12    1  3.39 

23 

-1.23 

18.96 

2.16 

412 

13 

44  67  24.05 

25 

—0.38 

42    4  7.52 

24 

-0.57 

23.67 

6.95 

IS.« 

L.  Non.  üsl 

Nr.  14 

n   8  «5.04 

20 

+0.05 

42  15  8.35 

21 

-0.42 

25.09 

8.23  1 

43.11 

45 

42  42     i  14 

25 

-0.26 

12  18  46.83 

2.n 

+  0.28 

.3.88 

47. n  ! 

46 

42  22  46.3Ü  1Ö 

—0.49 

42  29  29.09 

25 

+0.18 

46.11 

29.27  ; 

m\ 

<7 

12  26  23.28  25 

+0.06 

42  33  6.70 

24 

—0.13 

23.34 

6.57  i 

43.« 

48 

12  37  51.71  123 

-0.21 

42  44  34.68 

25 

+0.20 

51.50 

34.88 

i9 

42  44  32.35125 

+0.45 

42  48  45.79 

23 

-0.81 

32.50   15.58  i 

Ubrcorreetion 

:  Nr. 4 4  4.58J82;  Nr.45  +58!65. 

L.  Non.  Ost 
Wr.  10 
14 
42 
13 

L.Non.Wesl 

Nr.  14 
45 
16 
IT 
18 
19 


Nr.  10 
41 
12 
43 


II 
11 
41 
44 

12 
12 


29 
42 
55 
58 

9 
13 


14.26125! 
29.35 |25 
33.80  71 
38.95  j24j 

10.54  13 
19.37,  8 


38.07  23  —0.34 


12  27 

12  .39  6.90 
42  42  47.74  |l3 
Uhroorreetiofli 


-0.23 
-0.18 
+0.02 
-0.24 

—0.31 
—0.38 


—0.37 
—0.29 
Nr.  41  - 


April  10. 

11  45  57.83 

11  49  42.99 

42    2  18.46 

42    5  22.52 


H  39  41.57  ,2a 

41  42  26.60  25 

44  55  31.52  25 

11  58  36.33125 


-0.31 
—0.29 
—0.49 
-0.34 


12  Iß 
42  20 
42  30 
12  34 
il42  45 
ll2  49 
16H4; 
April 
11  45 
11  49 
|i12  2 
|i42  ö 


23.8'J 
1 .95 
44.30 
22.11 
49.83 
34.32 
Nr.  45 
14. 
54.01 
9.01 
3.53 
18.6Ö 


25 
25 
25 


16! 
25 
24 

;24 

124 

-  16H6. 


-0.58 

44.03 

57.25 

6  43.« 

-0.74 

29.47 

12.28 

Hü 

—  1.3R 

33.82 

17.40 

—0.61 

38.74 

24.94 

i3.i: 

—0.63 

40.23 

23.26 

+0.08  ' 

18.99 

2.03, 

i3.W 

-0.10 

44.20! 

-0.65 

38.36 

21.46 

ilf't 

-0.06 

6.53 

49.77 

4J.ii 

—0.82 

47.42 

30.50, 

251 

+0.68 

11.26  1 

251 

+  11.73 

26.31 

20' 

+  101 

31.33 

l2i>i 

+Ü.Ö9  1 

,36.02  1 

54.611 
9.74 
4.54 

49.34 


tili 

nv 

i3.il 
43,3i 
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lobaeb  langen. 


AUesungwi  vom  Golhaer  Papientnifen. 


Stern. 

n 

u.  Jt.-r. 

j3 

e 

rk 

-Z.  d.  M.-F. 

e 

« 

Jiu  Meridian. 

Läagen- 

L.  Str. 

i 

GottM. 

u. 

Leipzig. 

liOlnS. 

DinWMI. 

0.«tr. 

IT»  utiimi 

April  4. 

Ar.  IV 

II* 

32«"  22«38 

25 

'  11' 

17 

22?  17 

0.09 

6"  4.1'; 42 

0!01.') 

H 

35  37!53 

21 

'  11 

42 

20.10 

17 

37.40 

an  CA 

43.20 

0.006 

IS 

H 

48  41.97 

25 

1 11 

55 

94.91 

3 

42.20 

ZO.oU 

43.10 

0.015 

H 

51  47.16 

25 

14 

58 

99.81 

16 

46.98 

43.36 

0.095 

Km  II 

12 

2  48.51 

25 

12 

9 

32.32 

24, 

48.39 

Ol .  OD 

43.26 

0.005 

1  0 

12 

6  27.44 

25 

12 

13 

10.68 

25 

27.06 

1  U.Ol 

'43.45 

0.061 

!  1) 

12 

17  9.50 

25 

12 

23 

r)?.94 

22 

9.23 

oz.on 

43.45 

0.033 

1  - 

12 

20  46.64 

25 

12 

27 

30.67 

25 

46.53 

29.98 

43.45 

—  0.007 

1  o 

12 

32  15.13 

25 

12 

38 

58.53 

25 

4  4.79 

58.99 

43.50 

0.054 

12 

3.')     5:j  TiG 

25 

12 

42 

39.97 

24 

55.62 

39.41 

0.U31 

UhrcorrectioD : 

Nr.  11. 

7!87:  Nr.  15  -  8:0() 

Kr.  10 

Aprils. 

II 

32  24.06 

95 

39 

7.48 

25 

23.67 

6.94 

6  43.27 

0.061 

U 

14 

35  39.14 

25 

11 

42 

92.75 

23 

38.77 

22.10 

43.33 

0.064 

12 

41 

48  44.08 

25 

II 

69 

98.90 

23 

43.82 

26.97 

43.45 

0.052 

13 

« 

51  48.91 

25 

II 

58 

39.35 

24 

48.58 

34.78 

43.95 

0.031 

i.  kr.  W«8( 

Kr.  U 

2  19.91 

20 

12 

9 

;?3.is 

21 

49.96 

33.06 

43.10 

0.031 

15 

6  29.01 

25 

12 

13 

11.65 

25 

28.75 

11.93 

43.18 

0.048 

16 

12 

17  41.19 

15 

12 

23 

53.94 

25  i 

11.00 

54.12 

1  43.12 

0.043 

t: 

1  2 

20  48.18 

25 

12 

27 

31.54 

241 

48.24 

31.41 

1  43.17 

0.068 

18 

12 

32  16.66 

24 

12 

38 

59.67 

251 

46.45 

59.77 

43.39 

0.061 

19 

12 

35  57.26 

25 

Il2 

42 

40.66 

23 

S7.41 

40.45  1 

1  43.04 

0.040 

UhrcorrecUoD : 

Nr.  11 

—  9!38;  Nr.lö 

-9U0 

i.  Kr.  Ost 
h.  tO 
II 
12 
13 

'.Ir.Wesi 

Nr.  14 
15 
16 
17 
18 


Xr.  tO 
11 

1? 

la 


April  40. 


41  32  25.16  |25 

44  35  40.99  |  25 

II  48  44.75  i  7 

11  54  49.86  124 


12 
12 

12 
12 
12 


2 
6 

20 

35 


51.49 
30.30 

49.66 

17,86 
58.73 


12 

8 

23 
3 
13 


11 
II 
11 
44 

12 

12 
12 
12 
12 
12 


39  8.63 

49  93.84 

55  29.33 

58  33.40 


9 
i:{ 
23 
27 
39 
42 


Ubrcomctton:  Vr.H 

11  32  25.84  |25'l  11 

44  35  40.89  |25i|  14 

II  48  45.83  125 II  11 

14  51  50.66  251  44 


31.79 
12.90 
55.23 
33.07 
0.80 
42.29 
-40749; 
April 
8.20 
93.94 
27.78 
32.91 


I  2511 
■25  II 

■17| 

24 
24 
24 
24 


24.93 
40.04 
44.77 
49.65 

51.18 
29.99 


39 
49 


58 


49.35 
17.49 
58.44 
Nr.  4 5  -40« 

11. 

2511  25.53 
«sH  40.60 

21  M'yM 
|25||  50.35 


8.05 

{6  43.12 

0.097 

23.13 

1  43.09 

0.020 

27.97 

43.20 

0.086 

32.79 

43.44 

0.033 

34.16 

42.98 

0.049 

12.98 

43.06 

—  0.094 

55,13 

39.49 

43.07 

0.034 

0.74 

43.25 

—  0.005 

41.47  1 

43.03 

0.054 

45. 


1    8.88  1 

16  43.35 

0.087 

1  93.97 

1  43.37 

0.051 

1  28.79 

43.15 

0.048 

1  33.60  j 

43.25 

0.062 
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Ablesoogen  vom  L«ipuger  Papwntreifm. 


Stecll. 


U.-Z.  d.  M.-F. 
Leipzig. 


c 

1 

Correcl.  1 

"0 

« 

desliistr.i 

Im  Meridian,     j  tiOgBD- 

Dillisreitt. 


L.  NoB.  Ost 
Nr.  H 
45 

16 
17 
18 
19 


April  11.  Forts. 


8'"37!21  125 
12  13  16.3425 
12  23  58.55;  25 
12  27  35.69  2.-. 
12  39  4.14  25 
12  42  44.91  24 
Uhrcorreclion  :  Nr.  H  — ' 
Registrirte  Coincidcnzen 
mit  L.  13^  3-  34»  Au'»  6»  45^638 


37^33 

1 2^9-"  59587 

15 

-0!12 

16.15 

Ö9!75  1 

6-  43^60 

12  30  41.92 

25 

—0.09 

.58.42 

41.83 

43.41 

12  :!i   IS. 99 

25 

—0.09 

.35.82 

1S.90 

43.08 

12  l.i  47.51 

25 

—0.10 

i.OO 

47.41 

43.41 

12  49  28.07 

24 

-0.12. 

45.12 

27.95  1 

42.83 

milG.  13'"  12»  14» 


13  6  n 


46.646 


L.Non.Wesl 

(Bis  44'-  trübe.) 

Nr.  10 

i 

41 

H'"42"'22?72 

15 

— 0!,56  ' 

42 

11  55  27.30 

25 

—0.43 

13 

11  58  32.34 

20 

—0.58 

L.  Non.  Ost 

1 

Nr.  14 

12    9  33.1? 

22 

—0.12  j 

45 

12  13  12.37 

U 

—  0.47 

16 

12  23  54.54 

48 

-0.40 

47 

12  27  31.38 

24 

-0.12 

18 

42  39  0.09 

25 

-0.41  y 

19 

49  4S  40.48 

«3 

-0.04 

Uhrcorrrction 

Nr.  11-9 

April  43. 


11 

12 
12 


12 
12 
12 
4« 


49 


30 
34 
45 
4« 


'50!25 
5.30 

10.03; 
iö.Oi 


39.95 
16.48 
45.52 
S6.45 


43  44 

i9 

43  46 
ihm  in  0 

43 
otiuL 

2;i 

-♦-0!.30 

f 

25 

+0.34 

22?  16 

23 

-1-0.  ;>7 

26.87 

20 

+0.31 

31.76 

33.00 

41.90 

16 

-S.64 

54.44 

25 

-1.81 

31.26 

25 

-2.54 

59.68 

35 

-4.l»7 

40.47 

50?55  1 
5.64  i|6-43?t8 

4  3.75; 


Regislrii  ie  Coiocideozeu 
mit  L.  44^**  46*  A«'- 

44  6  16 

44  9  45 


Begistrirlo  Coinculcozoii 
mit  L.  1IH3'"  27«  Au' 

11  16  24 

44  49  84 


6-  40!079 

40.085 
40.090 


April  16. 

6"  28?769 
28.740 
28.709 


-9f37. 

nilG.  44I-  48<*  5* 

11  14  22 

11  16  35 

11  18  51 

11  21  5 

44  23  %t 


mitG.  II''  23"  44» 
44  26  2 
44  S8  45 
44  30  30 


15.32 


37.44 

1  i.f3T 
42.98  I 
S3.88  J 


43.56 


43.30 

}3.H 
43.30 
43.44 


L.Non.Wesl 
Nr.  40 
11 

12 
13 


1 


44^38»58;i3:25|  -0«.52t|  |    |  — 4?40 

11  42  13.20  ;25|  —0.50  I    ,  — 1.17 

11  55  17.86  20  — 0..39 
11  59  22.87  25  —0.52 
Uhrcorreclion:  Nr.  1 1  —  (»!04. 
Unmittelbar  nach  dem  Durobg^og  von  Nr.  4  4  wurde  die  Verbind,  uoterbrocheo, 


57764  I 

12.70 
17.47  i 
22..35  I 
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Ablesungen  vom  Gothaer  PapiereU^ifen. 


SIcni. 

n  .7    «1    Rf  .F 

v***i^*  <J*  in  "r. 

Leipzig. 

j  Ftidcii.  1 

D.-Z.  d.  M.-K. 
Golba. 

e 

T3 

bu 

 5  

Im  Meridinn.      j,  LHüggn. 
Leipzig,  j  Goiha.  ^  DlBw»"». 

L.  Sir. 
G.  Sir. 

Aprit  41.  Forts. 

kr.  üsl 

ür.  U 

8-S4'5S 

51?64 

i:'. 

i2    6  r?ft.7fl 

25 

12''13"'14!10 

15 

30.51 

'  r."  nn7 

0M28 

16 

12  17  12.92 

25 

12  23  56.27 

24 

12.79 

56.18  1 

1  43.39 

0.023 

»7 

19  «0  50.06 

«5 

1«  «7  33.33 

25 

50.19 

33.«l 

43.05 

0.030 

IS 

12  32  18.51 

25 

12  30  (.SS 

i5 

18.37 

1.78 

41.  it 

0.001 

45 

12  35  59.30 

24  i 

12  42  42.43 

2*t 

59.51 

42.31 

42.80 

0.033 

l'hrcorrection :  Nr.  1 1  —  1 1  »«6 ;  Nr.  4  5  —  1 1 H5. 


Registi  irli-  (loincidenien 

>^  mit  G.  13^4 
47 


mit  i*.  IS*"  57" 


43  0 


43  6 
43  8 


4» 
24 
39 


Au' 


6"  45!617 
45.603 
45.571 


Kr  W  est 

Nr.  lü 

44''35- 

4S;68 

15 

12 

11  48 

17.25 

25 

13 

11  54 

52.31 

20 

Kr.Osl 

Kr.  14 

45 

12  6 

32.35 

24 

16 

12  17 

1  4.53 

19 

17 

12  20 

51.41 

23 

18 

12  32 

20.11 

25 

j  12  30 

0.5Ü 

23 

Brnhiii  im  Oat&a,  Anima    laipiif . 

April  43.  ' 


|1''39-10;15 
11  49  95.49 

1 1  55  n  05: 
11  58  34.91 


12  24 
12  27 
12  39 


59.92 
36.43 
5.51 


12  42  45.46  125 


Uhroorrection:  Nr.  4  4  —  49!89. 

lU>t:islriiio  Coincidenzcn 
nul  L.  10''  56"  22'    mit  G 

40  69  91 

14    9  49 


125 

10H5 

'25 

12!  12 

95.53 

6-43H4 

07065 

1 

23 

46.82 

30.52 

13.70 

0.050 

20 

51.73 

35.92 

43.49 

0.062 

31.88 

16 

14.13 

57.41 

43.28 

0.097 

25 

51.29 

:H.r.-2 

43.33 

0.080 

25 

1 9.70 

2.<»T 

43.27 

0.032 

25 

0.49 

43.89 

43.40 

0.011 

Regislririe  Coiiifuleuzen 


11''  ö" 
44  7 
11  9 
41  11 
44  44 
11  16 
April  16 


inil  L.  ir  l" 


i 

13 


49"  mit  G.  44"  17" 
r,t  11  20 

48  11  22 

44  94 


3» 
91 
37 
53 
44 
97 


4:i" 
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Ukreorreeiion:  Nr.  44  -44*93. 
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44.04 
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'  43J58 
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82 
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L.  Non.  Ost 
Nr.  24 

i!) 

56 


U.  Z.  d.  M.-F. 
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-Z.  d.  M.-F. 
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Gotha. 
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11  58  S1.59 


12  9 
12  13 
42  23 
49  97 
12  38 
12  42 
4(  9 
14  5 
Ii  21 
44  24 


23.00 
1.96 
44.14 
94.97  I9B 

49.77 
30.36 
33.46 198 
44.0C 
16.94 
19.08 


14 


24 


23 
25 
24 


23 
23 


10 
24 
23 


37  13.10  23 
Ml  S7.(9  18 
25 
25 


.0?39 
0.12 
■0,43 


•0.61 
■0.Ö8 
>0.45 
-0.58 
-0.40 
•0.44 
■0.59 
-0.57 
-0.42 


April  17. 


11M8-56!72|25 
17 

5 


12 
12 


3 


0.68 
6.68 


0.18 
0.44 

14  50  39.91  25  —0.43 
14  54  27.56  25  —0.11 
UbrcorreclioD :  Nr.  1 1  -i- 
Registrirte  Coincidenzen 
mitL.  ir>h  Ii'"  48*  Ai/ 
15    8  44 
46  44  33 
45  44  39 


12  46 
12  19 
12  30 
49  34 
12  45 
42  49 
44  9 
14  12 
44  28 
44  34 


6.48 
46.86 
28.73 

4.74 

43.42 
46.85 

29.16  55 


19 

25 
23 
21 
25 
25 
25 


4.93 
9.69 


114  44  ;)7.7S 
|14  46  U.ül 
;i4  57  23.11 

115  4  12.09 
4:48;  Nr.  45 


25 
46 


20 
24 
25 
25 


-n78 

—0.92 
—  1.93 


—0.38 
—1.73 
-1.49 
-0.97 
—  1.36 
-»-0.17 
-0.26 

-1.91 
—0.38 


-1.17 
—2.18 
-2.23 
-1.07 
1H7. 


H!54 
16.25 
21.16 


22.55 
4.35 
43.56 
90.39 

49.19 
29.96 
33.05 
43.47 
16.37 
18.66 

12.92 
26.85 
39.48 
1  27.45 


54!94 
.59.76 
4.75 


6.10  ■ 
45.14 
27.24  I 

4.44! 

32.84 
1 3.ä9  I 
16.59  ' 

27.03 
0.02 
2.24 

56.61 
10.43 
22.88  I 
44.02  1 


■  6" 
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26.627 
96.640 
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Nr.  1 0 
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15 

13 
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Nr.  44 
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47 
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i  t  35  14.62  55 


II 


4  4  58  49.74 


23 
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-n.50 

-0.40 
-0.52 
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49  49  59.84  M 
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46  90  95 
45  99  44 


-0,09  B 

.0.40 149  49  45.08 

-0.34  "l2  30  27.30 
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25 
25 
25 


—  0.37 
-1.81 
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12  34    3.14  53  —0.83 
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—0.09 
—0.35 
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11      3!45;  Nr.  45  4-  3:40 


14.22 
19.19 

20.46 
59.44 
11  CO 
18.85 
47.24 
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57.76 
9.74 


49. 
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2. 
30 


82 

33 
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79 
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43.42  ■ 
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43.s;, 
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Apnl  47. 

G.  Kr.  Ost 

Nr.  10  pMig  auf  beiden  Stationen  wegen  einer  vorUhei^ehenden  Unterbrechung  der 
Leitung  verloren.  Di('  zu  den  Bcnliachtungen  der  Sterne  Nr.  H  — 4  6  uchürigcn  Momente 
sind  auJf  dem  Gotbaer  Streifen  nicht  verzeichnet,  weil  beim  Aufstecken  einer  neuen  Holle 
der  SigDalsUli  sarlldgeschlagen  war,  welcber  Umstand  erst  nach  dem  Durchgang  von 
Nr.  16  bemerk!  wurde.  Es  wurden  deshalb  weitere  Registrirsleme  eingesehaltel. 
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54!41 

1 

25 1 
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25 

53!96 

37!54 

6°  43!58 

0!038 

t8 

12  32 

22.93 

231 

,12  39 

7.51 

25 

22.35 

5.95 

43.60 

0.061 

19 

12  .36 

3.50 

23' 

12  12 

46.52 

25 

3.10 

46.69 

43.59 

0.043 

20 

13  56 

6.73 

25  f 

,  14  i 

50.07 

25 

6.32 

49.81 

43.49 

0.058 

21 

13  59 

17.33 

9i 

,  14  6 

2.41 

23 

16.74 

0.27 

43.. 53 

0.023 

22 

14  U 

50.23 

25 

'  Ii  91 

35.12 

25 

49.66 

.13.21 

43.5r, 

0  005 

23 

«4  17 

52.34 

23 

14  24 

35.90 

17 

51.92 

35.52 

43.60 

—  0.020 
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Kr.  24 

14  30 

46.42 

25 

n  37 

31.07 

20 

46.24 

29.90 

43.66 

0.035 

25 

14  34 

0.58 

19 

14  39 

45.87 

25 

0.44 

43.69 

43.55 

0.028 

26 

U  44 

43.83 

Ii  50 

68.43 

25 

12.80 

56.20 

43.40 

-  0.004 

«7 

U  48 

0.90 

14  64 

45.46 

86 

0.79 

14.39 

43.60 

-  0.088 

Registrirte  Coincidenzen 
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15'" 
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15 
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10" 
12 
14 
17 
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2«. 6 17 
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41 
12 
13 
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15 

16 
IT 
Ib 
19 


11*38-.W17 

11  35  47.25 


1  1 
1t 

12 
18 
12 
12 
12 


48 
51 

2 
« 

17 
20 
32 


51.84 
56.96 

57.77 
37.08 
19.20 
.56.18 
24.85 


Uhrcorrection 
Registrirte  Coincidenzen 
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weil  die  SchlOSSe  Stt 

kurz  waren. 
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25 

31!65 

15!23 
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25; 

.  11 

42 

31.87 

25 

46.75 

30.22 

43.47 

0.070 

25 

H 

56 

35.52 

25 

51.44 

34.95 

43.51 

0.034 

25 

,  11 

58 

41.69 

25 

56.44 

39.88 

43.44 

0.110 

25 

1 

57.68 

25 

13 

88.31 

25 

36.68 

80.05 

43.43 

—  0.010 

24 

12 

24 

4.49 

20 

18.86 

2.52 

43.66 

0.070 

24 

12 

27 

40.38 

25 

56.09 

39.53 

43.44 

0.010 

25 

12 

39 

10.05 

25 

24.50 

8.02 

43.58 

0.056 

Nr 

.  11 

17;63;  1 

15— 17!53 

mite. 
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13 
13 
13 
13 
13 
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10 

12 
15 
17 
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51 

8 
94 
43 

0 
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22.713 
22.706 
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22.676 
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Nr.  20 
21 
22 
23 

L.N«ii.West 
Kr.  24 
25 
26 
27 

L.  Nm.  Ost  I 
Nr.  10 
U 
42 

13 

L.  Non.Wesl 
Nr.  44 
45 
46 
47 
48 
49 


241 


ii''  2-3l!08 
H    5  41.92 
14  2i    ){  82  2i 
U  24  21 


U  37  11.38 
U  39  25.37 
41  50 

4i  54  25.S2 


22 
20 

37.8»  24 
22 


April  19 
— 0!02  I  U''  9 
—0.42 
—0.37 
—0.04 


Forts. 


1.  Non.West 
Nr.  40 
44 
42 
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Nr.  44 
45 
46 
47 
48 
49 


I  \ 
1 1 
II 
11 


3S 
58 


LJ 


53.81  ■<i% 
H.HH  2r>' 

13.34  ;£;>; 
48.56125 


42  9 
42  42 

1?  93 
12  27 
42  38 

12  42 


49.88,24 
58.95  23 

41.10'25 


—0.38 
-0.47 
—0.48 
-0.37 


—0.26 
-0.21 
4-0.02 
—0.24 

-0.32 
-0.44 
—0.39 
—0.31 
-0.40 


U  12  27.61 
U  28  0.41 
14  31  4.21 


II 


U  43  55.7  i 
14  46  40.53 

44  57  23.06 

45  f  9.74 
Aprii  20. 


48.20  22 
46.77  24 

27.26  |24i  -0.28 
übrcorreclion :  Nr.  4  4  •«- 
Regulrirte  Coinoidenzen 
milL.  12'«  59"  10*  Am's 

13    2  i 

i:j  4  ;i9 
\:\  7  55 
43  40  47 


11 
11 
12 
42 


45 
48 
1 
5 


40.07 
54.94 
58.72 
4.83 


25 
25 
25 
25 

17 
20 
25 
25 
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25 
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25 


-0?74 
-2.64 
-2.40 
-0.85 

-1.06 
-2.18 
•2.24 


31i;06 
41.50 
14.45 
16.77 

11.00 
24.90 
37.44 


-0.05  II  25.46 
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44  55  42.77 
H  58  47.84 
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24 
25 


—  O'iO 
—0.38 
-0.29 
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9 


12  16  4.40 

42  49  44.90 

1«  30  26.75 

42  34  2.71 

42  45  32.56 

12  49  11. .35 
4:00;  Nr.  45 


6""  20:(i78 
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.11  48  53.89 
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42   5  3.67 
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25 
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21 


—3.09 
—2.86 
—1.80 
—3.03 
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—2.96  I 
2.64 
4.34 
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0.87 
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53.5!)  I 
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13.33  I 

18.32  I 

I 

19.56 
58.54 
'  40.71 
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46.37 
26.98 
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26 
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Ubrcorreclion  :  Nr.  H  + 
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—2.69  7.81 

—  1.58  I  12.48 

—  2.86  I  17.45 


19  46    4.52  25 

!12  10  44.00  i25 
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!12  34     2.97  25 
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2.28  17.04 
3.35  45.39 
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0.36 
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8.34  , 

20.82 
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52.08 
56.92 
1.80 

3.02 
44.94 
24.11 

1.37  - 
29.86  E 
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55.84 
0.84 

2.221 

41.33 
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29.11 
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1  14.9t 

58.49 

1^  9A 

Alis 

9? 
«i 

14 

18 
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35 
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42 
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47.87 
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II 

4K 
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55 
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25 

52.55 
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II 

Sl 
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25 
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58 
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25 

57.55 
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43.45 
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12 

2 

59.14 

24 

12 

9 

43.62 

25 

58.82 

42.24 

1  43.42 
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IS 

48 

6 

38.19 

23 

12 

13 
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25 1 

37.78 
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j  43.33 
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16 

IS 

17 
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25 

12 

24 
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12 

19.94 
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43.42 
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17 

4a 

20 

57.48 

23 

12 

27 

41.94 
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40.60 

43.43 
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18 

4t 

32 

26.05 

24 

12 

39 

44.80 

25 

25.65 
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43.45 
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1» 

12 
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2i 

12 

42 

50.61 
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43.45 
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Ubrcorreclion: 

i\r.  1 1 
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12  59  35 
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13 
13 
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15 
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4 
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32 
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K 
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39 

20.29 

1 

25 

1 
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6 

43.33 
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II 

11 

35 

49.48 

25 

11 

42 

35.14 

25 
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32.45 

43.35 
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12 

14 

48 

54.08 

24 

11 

55 

38.70 

85 
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37.18 

43.33 
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13 

44 

54 

59.44 

25 

11 

68 

44.96 

25 

58.75 

48.10 

43.35 

0.040 
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'.14 

12 

3 

0.05 

24 

18 

9 

45.85 

24 

0.07 

43.55 

43.48 

0.007 

15 

12 

0 

39.25 

25 

12 

13 

26.17 

25 

38.08 

22.60 

1 

43.62 

0.060 

16 

12 

17 

21.34 

23 

12 

24 

8.15 

25 

21.13 

4.85 

1 

43.72 

0.015 

17 

12 

20 

58.37 

23 

12 

27 

44.33 

25 

58.39 

42.05 

43.66 

~  0.018 

18 

12 

32 

26.98 

25 

12 

39 
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25 

26.76 

Kl.i!» 

1 
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1» 

12 

36 

25 

12 

42 
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25 
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>..)•) 
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»itL.  12'>  i9-3l»  iDilG.131'  4"  10*  Au' —  6- 18!f)18 
12  52  27  13    6  24  18.632 

48  55  88  43    8  43  48.603 

48  68  49  43  10  59  48.588 
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AblMongen  inon  L^iptiger  P»pi«rMreifiBii. 


SIeni. 


D.-l.  «1.  M.-F. 
Leipzig. 


c  Correct. 
1  :dMloitr. 


D -Z.  d.  M.-F.  I  g  COfMCt.  Uendiii, 
GoUm.      i  £  1-eipxig.j  Uolha. 


Nr.  <0 
44 

4« 

13 

L,  Non.  West 
Nr.  U 
45 
46 
47 
48 
49 


H 
14 

H 

4« 

12 


»5 
58 

9 

13 


40.14 
45.36 


«5 
25 


12  2.} 
ii  27 


16.80  |25 
55.77  [25 
38.08  25 


—  fl't4 
-0.10 
-1-0.06 
-0.43 

-0.27 
-0.28 
— 028 
—0.27 
— 0.«8 
—0.26 


Al)nl  2i. 
flMö'":}.):«.!  i"i  — 1?67 
M  48  50.17  25  -1.18 
4«    4  5i.71  |S5{  <|.4.14 
|43    5    0.S6  25  -1.54 


50!54  33'96  (i' 
5.49  ,  48.99 


40.47 
4S.83 


58.72: 


15.27  |2;) 
1«  38  43.50  '95 
12  42  24.40 125 
Uhrcorrpriion  :  Nr.  M  H 
Regislrirle  Cainci<lenzt.>n 
DittL.  420  58«  52*  Au' 
42   55  52 
42  58  48 


12  15  58.59  13  +1.39    16. .53  59.98 

12  19  40.78  25  -1.74    55.49  39.01 

12  30  «2.30 '?.")  —1 .09  I  37.80  2I.!I 

J2  33  56.97  i"i  +1.46  ;  15.00  ,  58.43 

IM 2  45  28.03  24  —  4 .22  1*  43.22  |  86.R1 

;i2  49  5.09  251+2.38  124.44  17.47 
7*45;  Nr.  45  +  7*04. 

B  6-  20>640  mil  G.  43i>   3"  20* 

6  20.633  43     5  37 

6  20.633  43     7  55 

43  40  42 
43  42  28 
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Ableraiigia  vom  Gotbaer  Papierslreifaa. 


Sien. 

D.-Z.  0.  M.-F. 

D.-Z.  d,  M.-F. 

Im  Meriüiao. 

Liiie«Q> 

L._Slr. 

Gotha. 

^  1 

Leipzig. 

M 
(I. 

Leipzig,  j  Gotha. 

DilbniiK. 

0.  8lr. 

Nr.  10 

n 

<2 

«3 
Kr.  West 
Kr.  14 

15 

16 

17 

18 

19 


BaolNMhter:  Amren  in  Gotha,  Bnüuis  in  Leipijg. 


I  H"» 32«"  29189 
H  35  ii.8< 
H  48  49.68 
H  54  54.66 


42 
42 


2  56.09 
6  35.07 


4«  47  47.38 

12  2n  51.56 


2\  > 
25, 
25 
25  [ 


April  24. 


41*39-U?81 
n  42  29.34 
H  ;>5  3r9f 
11  58  39.45 


12    9  37.81 

12  43  20.00 

12  U  4.53 

\i  27  36,16 


25 
25 
25 

25 

25:  12  39  7.28 

2d||  12  42  44.35 


25 
25 
25 
25 

25 
12 
25 
25 
24 
2öl 


29!75 
44.71 
49.74 
54.53 

55.82 
34.79 
47.40 

ru  29 
22.58 
3.46 


12  32  22.86 
12  36  3.72 

UhrcorrectioD :  Nr  14  —  46f53;  Nr.  '4S  —  45!76 
Registrirte  Goincidenzen 
mit  L.  IS""  47-  40*  mit  G 
43  50  36 
43  S3  3S 


43714 
28.16 
33.02 
37.94 

39.20 
48.26 
O.lf 

37.62 
6.06 
46.73  I 


6- 


43f39 
43.45 
43.28 
43.38 

43.38 
43.47 
13.34 

43.33 
43.48 
43.27 


13''  57-  45*  Au' 
44    0  1 
14     2  20 
14     4  38 
44    8  55 


20:6G2 
20.669 
20.662 
20.654 
S0.6I7 


0Ü029 
0.054 
0.073 
0.408 

0.058 
0  074 
0.068 
0.107 
0.122 
0.052 


49* 


Digitized  by  Google 


AvWSiiS  UNV  BRUBNä,  [68 


m.  Ableitung  des  Resultats  für  den  Längeuuuterscliied. 

In  der  Zusammenstellung  der  Beobacblungen  sind  bereits  die  aos 
den  eiozeloen  an  beiden  Orten  beobachteten  Darchgfingen  folgenden 
Werlhe  der  L&ngendifferenz  aufgcHihrL  Far  die  Auge  -  und  Ohr«  Beob- 
achtungen sind  die  auf  den  rechten  Seilen  stehenden  Langondiffierenzen 
die  Summen  der  beobachteten  Differenzen  derUhrcorrectionen  (oder  der 
Werthe  Culminalionszeit  in  Gotha  nach  der  Gothaer  Uhr — Culminations» 
zeit  -in  Leipzig  nach  der  Leipziger  Uhr)  mit  den  durch  die  gehörten 
Coincideuzeu  gefundenen  ctbsoluten  Diflercnzen  der  Ifiizoiton.  Üie 
Ührgänge .  welche  hiorboi  und  spater  angewandt  worden  sind,  ergeben 
sich  aus  den  im  ersten  Abschnilf  mifi^efhcilfcii  IJlircnrrectionen  für  die- 
jenigen Abende,  an  welchen  coircsi>onducnde  BeobachtUQgen  verbun- 
den werden  knnnfen,        Iblij;! : 


April 

Golhaer  Uhr  Loipz.  lilir 

1  Ri'l,  Cinne 

Miltel  derGänga 

,    in  S4». 

1    in  i4>>. 

1  »(.undlicti.  1  sUindlich. 

i. 

—  O'Ai 

+  l'OO 

+  (roi7 

nrofs 

8. 

—  0.36 

-t-  0.9Ö 

+  0.0G3 

,    +  0.00« 

10, 

—  0.7* 

+  3.00 

0.1  !S6 

'    +  O.OiT 

11. 

—  0.86 

-1-  i.OH 

-♦-  0.1  i:i 

+  O.Ö.57 

13. 

—  0.80 

<.90 

+  0.11^ 

-f-  0.023 

Ifi. 

—  o.c.o 

l.:{0 

-f-  0.079 

-h  0.015 

«7. 

—  O.Sf) 

+  1.09 

-1-  0.081 

-1-  0.00."» 

19. 

—  0.95 

-f-  0.89 

-f-  0.077 

—  0.001 

20. 

—  I.Ii 

-1-  0.85 

-1-  0.08:i 

—  O.OOC) 

21. 

—  1.08 

+  0.81 

-h  0.079 

—  O.OO.'i 

S4. 

•>0.60 

-f-  0.60  1 

+  0,0^0  1 

0.000 

^Die  Uhrvei^leichongen  durch  die  einzelnen  Coincidenzenpaare  sind 
ebenfiills  bereits  in  der  Zusammenstellung  der  Beobachtungen  aufge- 
Aihri,  aof  den  linken  Seiten  die  durch  die  Leipziger  (L)  und  auf  den 
rechten  Seiten  die  durch  die  Gothaer  Halfsuhr  (G)  erhaltenen.  Von 
dieser  waren  1 36.4  Schläge  at  1 35.4  Sternzeit-Secundcn,  während  das 
Intervall,  in  welchem  die  erstere  einen  Schlag  gewann,  etwas  verttndeiv 
hch  zwischen  174"  und  180'  schwankte.  Die  Vergieichungen  sind  mit 
den  Wcrlhen: 

178  Schlage  der  Leipziger  Hulfbulu  —  177'  Sternzeit 
137  ..  Cothacr       „      =  136'  „ 

berechnet  und  die  Millol  ;iu.s  den  Zahlen  (Jes  vorigen  Abschnitls  mit  den 
eben  aufgeführten  relativen  Gangen  auf  ein  Moment  reducirt.   Es  fand 
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sich  wenn  die  DilTerenz  Leiptiger  Uhrzeit  —  Gothaer  Uhrzeit  nach 
den  gehörten,  und  dieselbe  DiHcrenz  nach  den  rc^iätriileu  Coin- 
cideiizen  bezeichnet: 


April 

A  "  für 
£iUt.  L. 

doTcb  L. 

duch  6.  . 

G.— L. 

4. 

1  \H 

5" 

'  40!613  (3) 

5" 

4r):.'>3i  (5) 

—  0!nso 

8. 

ll.i 

Ö 

34.887  (4] 

5 

34.919  (5) 

+  0.032 

10. 

IM 

6 

48.953  (4) 

6 

18.982  (5) 

-•-  0.0«» 

41. 

11.4 

6 

45.500  (4) 

fi 

45.626  (5) 

0.066 

47. 

11.5 

C 

26.038  (1 
26.  452  (2) 

6 

20.596  (1) 

-  0.042 

13.9 

0 

6 

96.520  (3) 

-1-  0.068 

19. 

11.3 

G 

22.533  (.3; 

6 

22.595  (5) 

().Oi>i 

20. 

11. :i 

6 

20. .520  (4) 

6 

20.370  (6) 

+  0.059 

21. 

11.4 

6 

18.407  (5}  , 

6 

18.473  (5)  • 

+  0.066 

n. 

11.3 

6 

S0.474  4 

6 

80.480  (4} 

-1-  0.006 

April 

A  tt'  für 
SUt.  L. 

durdi  L. 

dm-efcG. 

G.— L.    1  A«'— A»» 

II. 

13'?2 

43^610  (2) 

6"  i5^r.n4  (3) 

—  0^006 

+  0;«75 

13. 

U,% 

6 

40.074  (3} 

6 

40.121  (6) 

-1-  0.047 

16. 

14.4 

6 

«8.7«7  (3) 

» 

«8.780  (4) 

+  0.053 

17. 

13.2 

6 

96.624  (3) 

6 

26.650  (41 

4-  0.029 

+  0.282 

19. 

13.3 

6 

22.690  (7) 

-1-  0.261 

20. 

13.2 

6 

20.667  (4) 

6 

20.687  [5) 

-k-  0.020 

-♦-  0.285 

21. 

13.1 

6 

18.569  (i) 

6 

18.620  (4) 

+  0.031 

+  0.289 

24. 

44.0 

6 

20.622  (3) 

6 

20.665  (5 

•i-  0.043 

+  0.302 

Die  Differenz  6. — L,  ist  die  doppelte  Slromzeit»  oder  das  Doppelte 
derjenigen  Zeit,  am  welche  das  von  der  Stromquelle  (19  Heilen)  enl> 
femtere  Relais  späler  zum  Anschlag  gekommen  ist.  als  das  ntthere.  Der 
Gaogüoterscbied  der  beiden  Relais  ist  nach  früheren  Untersuchungen 
von  Bnihns  verschwindend ;  werden  demnach  ohne  Weiteree  aus  allen 
Zahlen  G. — L.  die  Mittel  mit  Berücksichtigung  der  aus  der  Anzahl  der 
Goineidenzen  folgenden  Gewichte  gebildet,  so  erhalt  man : 
doppelte  Stromzeil  nach  d.  gehörten  Goineidenzen  =  0'0386  (Gew.  1 7.1 4) 
.,  „  ,.  regi.stiiikn       „         =s  0.03GÜ  (Gew.  I -2.72) 

Uio  Einheit  der  Gewiclile  i^t  dasjenige  einer  Uhrvergleichuiig  timch 
ein  Cuincidenzonpjuu-,  welchem  der  Uebereinstimmung  der  einzelnen  Ver- 
gieichung  eines  jeden  .Mjends  zulblge  ein  luillierer  Fehler  von  etwa 

±  0;02l  für  die  gehörten  Goineidenzen,  und 

±  0.014       „  regist rirte II 
ent.s[)i  icht.    In  der  Auffassung  vijap.  VorzoiLliniiiii^  der  Goineidenzen 
selbst  sind  hiernach  miniere  Fehler  von  etwa  ±  2-i  rG»p.  ±  lU  be- 
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gangen  wot  tlen,  wolchc  gewiss  erheblich  kleiner  gewesen  sein  wüuien, 
wenn  nicht  die  Golhaer  Hülfsuhr  etwas  ungleiche  Secuadeu  geschlugea 
und  in  Leipzig  das  nalie  Zubaiiinioufallen  von  vier  verschiedenen  Schla- 
gen —  des  Relais,  der  im  Beobachtungsraume  selbst  stehenden  liuifs- 
uhr  und  der  doppelt  schlagenden  elektrischen  Uhr  —  die  Beobai  htungen 
gestört  hatte.  Aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  G.  —  1,  von  ihren 
Mitteln  erhalt  man  aber  bedeulciul  '^ilissere  rnilliere  Fehler  und  damit 
die  mittleren  Fehler  der  doppelten  Siromzeiten  gewiss  ricbt^er 

=  ±  0^009  resp.  ±  0^008. 
Hierbei  ist  die  April  4  resuUirende  negative  Slromzeit  unberücksichtigt 
geblieben.  Aoscheioend  wohl  vorburigt,  muBS  diese  aufTallende  Differenz 
durch  einen  besondern  nicht  weiter  zu  ermittelnden  Umstand  veran- 
lasst sein.  Vielleicht  könnte  in  Leipzig  in  einer  der  beiden  Reihen  eine 
durchgehende  Yerzühlung  um  20'  voiigefoUen  sein  (in  Gotha  sind  die 
Coincidenzen  nn  diesem  Abende  auch  von  Herrn  Geb.  -  Rath  Haofieo, 

r 

und  zwar  nicht  wesentlich  von  Auwers  verschieden,  notirt)*  —  Die 
erste  ne^tive  Slromzeit  vom  17.  April  wird  durch  die  Unsicherheit  der 
beireffenden,  dnrch  Unterbrechung  der  Verbindung  beider  Stationen 
vielbch  gesUJrlen,  Vergleicbungen  erltlArt,  und  ebenso  ist  das  negative 
Zeichen  der  Stromzeit  nach  den  r^gistrirten  Coincidenzen  vom  II. April 
nicht  zu  verbiiigen. 

Zur  Berechnung  der  Lüngendifferenzen  sind  die  Mittel  ans  den  Uhr- 
va*gteichungen  dnrch  die  Leipziger  und  durch  die  Golhaer  flttlbubr 
angewandt;  April  17  sind  die  beiden  Paare  mit  den  Gewichten  0.50 
und  I.SO  vereinigt.  April  19  ist  von  dem  A»'  nach  den  Vergleicbungen 
mit  6.  die  mittlere  Stromzeil,  0?0I8.  abgezogen.  Darauffanden  sich  die 
Unterschiede  ^a'  —  A«.  welche  oben  aufgeführt  sind;  dieselben  köi»- 
nen  als  völlig  constant  angesehen  werden  und  zeigen,  dass  die  gehürlen 
Coincidenzen  von  beiden  Beobachtern  gleich  aufgefasst  sind.  Das  Mittel 
-1-0^282;  löi  Ijoiiui/i  worden,  um  April  16  die  Ljingendifferenzen  aus 
den  Auge-  umi  ühi -Beobachtungen  mit  Hülfe  der  Uhrvergleichung  durch 
die  registnrten  Coincidenzen  zu  beiechuon ,  da  an  diesem  Tage  wegen 
Unterbrechung  der  Verbindung  keine  Coincidenzen  nach  dem  Gehör 
beobachtet  wenfen  konnten. 

Aus  det)  Miiirlii  lirr  Uhrvergleichungen  sind  mit  den  vorhin  ange« 
gebeneo  relativen  Giengen  die  folgenden  Tafeln  berechnet. 
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Aas  der  Tafel  a  slud  die  Zableii  tnterpoliii,  deren  Snmmen  mit 
den  »Differenzen  der  Uhrcorrectiooen«  der  Abtheilnng  A.  des  Abschnitts  II. 
die  ebendaselbst  aufgeAthrten  L&ngendifferenzen  gegeben  haben.  Die* 
selben  sind  in  Goihaer  Uhrzeit  ansgedruckt  und  also  noch  wegen  des 
Ubrgangs  um  einige  Tausendstelsecnnden  zo  verbessern,  welche  an  tlie 
Mittel  angebracht  werden  sollen.  — 

Die  Regislrirbeobaclitunijen  iiebon  dmcli  die  Verzeichnunü;  auf  bei- 
den Papiersireifen  je  zwei  Wcrthe  für  die  LüngGiidilTfreuz ,  welche  sieh 
wieder  um  die  doppelte  Stromzeil  unterscheiden.  Tn  der  Abtheilnng  B. 
des  Abschnitls  II.  sind  diese  Doppel werthe,  sowie  unter  der  Ueberschrift 
nLeif)7..  Streifen  —  Goihaer  Streifen«  die  einzelnen  Werthe  fur  die  dop- 
pelle Stromzeil  aufgeführt;  die  ersleren  sind  itidf^s  mich  von  dem  Gange 
der  beiden  einzelnen  Uhren  und  die  lei/.tereu  von  dem  rehiliven  l'hr- 
gangc  zu  befreien.  Mit  Rücksicht  hierauf  fiaden  sich  lUr  die  doppelte 
Stromzeil  folgende  Xagesmittei : 


April  4.  0^089 

1 0  St.  m.  F.  filr  dneo  Stern  ^ 

± 

8.  0.057 

10  „ 

0.015 

10.  0.055 

9  „ 

0.033 

Ii.  0.067 

9  „ 

0.033 

13.  0.056 

0.0S7 

17.  0.039 

11  M 

0.036 

19.  0.05i 

16  „ 

0.046 

20.  0.044 

10  „ 

0.020 

S1.  0.030 

10 

0.0S7 

«4.  0.079 

10 

0.030 

Der  luitliere  Werth  der  doppelten  Stromzeit  ist  hiernach  =  0-0508, 
und  aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  Werthe  von  den  Tagesmitteln 
findet  sich  der  m.  F.  der  doppelten  Stromzeit  aus  einem  Stern  =  ±  0-030. 
Dieser  Werth  ist  viel  zu  gross ,  um  ans  den  Fehlern  der  Verzeichnung 
und  Ablesung  erklärt  werden  zu  können,  es  scheinen  vielmehr  merk- 
liche Schwankungen  in  der  Stromseit  selbst  im  Laufe  eines  Abends  vor- 
gekommen zu  sein»  und  ebenso  von  einem  Tage  zxm  andern  (wie  auch 
die  Coincidenzen  andeuteten),  indem  ans  den  Unterschieden  zwischen 
den  einzelnen  Tagesmitteln  der  m.  F.  eines  solchen  ==  ±  0*016,  der- 
jenige des  Gesammlniittels  also  «  +  0^00 5  folgt. 
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Alle  Werllie  der  einfachen  Sliomzeit  sind  demnach  : 

auä  den  Kegislrirstemun  =  O'Oi^äi  m.  F.  =  ±  0-(M):>:i 
„        registr.  Coincid.  =  O.iiIMO  „  „  s=  ±  0.0040 
„  gehörten    ..      =0.0103  „      =±  0.0045 
Mit(o)  =  OWiU  m.  F.  =  ±  0:0020 
Mit  dem  Werths  0?D25  sind  diejenigen  Längendifferenzen  ver- 
bessert, welche  nur  auf  einem  Streifen  verzeichnet  waren,  wahrend  im 
Uebrigen  aus  den  Angaben  beider  Streifen  die  Mitte)  genommen  sind. 

Um  nun  einen  Anhalt  fUr  die  weitere  Behandlung  der  Beobachtun- 
gen zu  gcwinnent  musslen  wir  Nsiheningswerthe  fbr  die  Lttngendtfferenz 
and  die  einzelnen  Tagesresultale  ableiten.  Zu  diesem  Zwecke  sind  ohne 
Berücksichligunc;  iri^end  welrhcr  Gewichlsuulej schiede,  ausser  für 
Stern  \2  und  Slero  IS,  von  denen  der  erste  April  i  in  Gotlia  und  der 
andere  Apnl  10  in  Leipzig  nur  an  3  Füden  beobachtet  war,  weshalb 
die  beiden  entsprechenden  Langenditlerenzen  vorläufig  das  Gewicbt  Vs 
erhielten,  aus  den  einzelnen  Beobachtungsgruppen  die  Milte!  genommen, 
nBmIich 

A.  Ans  den  Auge-  und  Ohr-Beobachlnngen 
Reihe  I  (Bnihos  in  Leipzig,  Auwers  in  Gotha). 
April  4.  Gr.  1.  6"  4d!074  9  St.;  corr.  lUr  Uhrg.  6"  43!073 
Gr.  2.     43.129  9  43.128 
8.  42.924  9  42.921 

40.  42.904   7  42.901 

11.  43.144   9  43.140 

24.  43.033   9  43.030 

Reihe  il  (Auwers  in  Leipzig,  Bruhns  in  Gotha). 
April  16.  6»  43^76   8  SU;  corr.  fUr  Uhrg,  43^773 

17.  Gr.  1.     43.744   9  43.740 
„  2.     43.745  4  43.741 

19.  Gr.  1.     43.848  9  43.644 

2.     43.752   6  43.748 

20.  43.801    9  43.596 

21.  43.650   9  43.645 
E.  Atta  den  Regislrir-Beobacblungen 

Reihe  I. 

April  4.      43. 399    10  St,;  corr.  für  Uhrg.  6'"  43U01 
8.     43.218    10  43.219 
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April  10.  6"  43MU  9  St.;  corr.  Olr  Ulirg.  6"  i3M49 
II.  43.276  9  43.S80 
S4.      43.414     10  43.414 


Reihe  II. 


April  1 3. 

6"  43:385 

6  SL;  corr.  für  Uhrg.  G"  {43t388) 

16. 

43.600 

2 

43.597 

17.  Gl.  1. 

43.579 

9 

43.583 

„  2. 

i3.5(il 

8 

43.502 

19.  Gr.  1. 

13.5^3 

8 

43  5^3 

43.472 

8 

43.472 

20. 

43.446 

10 

43.445 

21. 

43.531 

10 

43.530 

Die  Beobachtungen  vom  13.  AprQ  sind  von  der  weiteren  Berech- 
nung aiisgeschlOBsen,  weil  das  Gothaer  Azimulh  für  diesen  Tag  zu  nn* 
sicher  ist  (und  wahrscheinlich  einer  betrttcbtlicben  positiven  Correction 
bedarf).  Das  ResulUt  A,  April  17.  Gr.  2  erhielt  vorlttufig  das  Gewicht  % 
und  B,  April  46  das  Gewicht  Vi;  damit  wurden  die  Mittel: 

A.  I       »  6"  43?032  -h  B,  —  A, 

 II       «  6   43.695  -t- A,  —  Bg  

Miltel  (A)  AA  =  6"  43^364      |  (B,  — ßj  +  i(A,  — A.) 

B.  I       =  6 "  43^287  -i-  B'  —  A' 
 II  fi   43.521  -t-  A'  — B' 

Mittel  (B)  AA  »  6"  43-404 

Durch  den  Ortswechsel  der  Beobachter  sind  die  persönlichen 
Beobacbtuogsfehler  (Bi  ftar  Brnbns  in  Leipzig  n.  a.  w.)  aus  der  Reihe  A 
nicht  eliminirt,  wie  spater  nachgewiesen  werden  soll,  indem  wenig- 
stens einer  der  Beobachter  die  Antritte  in  Leipzig  betrftcbtlicb  anders  auf- 
gefasst  hat,  als  in  Gotba.  FOr  die  Reihe  B  wird  man  dagegen  annehmen 
können,  dass  die  persönlichen  Fehler  eines  jeden  Beobachters  auf  beiden 
Stationen  um  denselben  Mittelwerth  geschwankt  haben. 

Vergleicht  man  Air  jeden  Abend  die  Beobachtungen  in  verschie» 
denen  Lagen  der  Instrumente  miteinander,  so  finden  sich  einige  be- 
trächtliche UntenBicbii*de.  Bezeichnet  man  mit  0.  W.  eineLiingendiflerenz, 
welche  aus  einer  Beobachtung  bei  Non.  Ost  in  Leipzig  und  Kr.  West 
in  Golha  gefolgert  ist,  mit  W.  0.  bei  Non.  W.  in  Leipzig  und  Kr.  0.>l  in 
Gullia  u.  8.  vv.  uiul  (inlerscheidel  durch  gestrichene  Üuchslaben  die 
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Lagen  des  Golhacr  Instruments)  nach  der  Yertauschung  von  Objecliv 
und  Ocuiar,  so  findet  sich 

W.  0.  —  0.  W. 

A.  April  4.  +  0?0f)3  Gew.  2.2 

4.  +  0.106  2.2 
8.  —  0.026  2.2 

B.  April  4.  +  0.U7 

5,  +  0.100  8.4' 
0.  0.  —  w.  w. 

A.  April  40.  —  0!097  Gew.  1.7 

-1-0.157  8.S 

B.  April  10. -1-0.102  %A 

41..  0.071  8.8 
0.  0.'  —  W.  W.' 

A.  April  1«.  —  0?065  Gew.  1.9  ß.  April  17.  —  0M38  Gew.  2.0 


17.  -h  0.136 

2.2 

17.  _  0.002 

2.0 

19.  —  0.431 

2.2 

19.  —  0.004 

2.0 

19.  —  0.205 

1.3 

19.      0.0 sn 

2.0 

iO.  ■+■  0.002 

2.2 

20.  +  0.Ü27 

2.4 

21.  —  0.04:) 

2.2 

21.  -1-  0.285 

2.4 

24.  0.196 

'2.2 

24.  _  0.01 1 

2.4 

Nimmt  man  die  Milte!  einmal  mit  Rücksicht  auf  die  beigesetzten  Ge- 
wichte ,  und  ein  anderes  Mal ,  indem  man  deo  RegislrirbeobachtaDgen 
ausserdem  doppeltes  Gewicht  gibt,  so  wird 

W.  0.  ^  0,  W.  »  0!074  (11.1)  oder  +  07086  (15.6) 
0.  0.  W.W.  B  H-  0.089  (  8.8)  oder  ^  -t-  0.088  (18.5) 
0.  a'      W.W.'  s  _  0.003  (29.4)  oder  aas  -i-  0.011  (44.6) 

Die  erste  Diirercnz  kann  man  vielleicht  fllr  die  Andeutung  eines 
reellen  Unterschiedes  hallen,  im  .Allgemeinen  aber  zeigt  die  Unregel- 
mässigkeit der  zusammengestellleu  Werlhe,  dass  die  Unterschiede  zwi- 
s(  Ii  [i  den  verschiedenen  Cornhinationen  trotz  ihrer  manclHiial  höchst  auf- 
fftlleti  Ich  Grösse  nnr  die  Erzeugnisse  zufiiüiger  Beobachluiigslelder  sind. 
Bei  der  dcfiniliven  ÜorcchQung  der  Längendilferenz  ist  nur  die  erste 
derselben  berücksichtigt  worden;  dagegen  sind  behufs  einer  vorläufigen 
Zusammenstellung  zur  Vergleichung  der  durch  die  einzelnen  Sterne  ge- 
gebeoeo  Resultate  anter  einander  die  Correctionen  angebracht:  für 
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W.  0.  —  0!0*.  0.  W.  +  0?0i,  0. 0.  ^  mi,  W.  W,  +  0?0f;  Air  0. 0/ 
und  W.  Vf!  keine  CorrecUoo  ond  (tar  die  eiomal  vorkooimeii^  Combi- 
oalion  W.  (V  —  0*03.  Zu  demsdbeo  Zweck  mussten  aasserdem ,  da 
nicht  alle  Sterne  an  allen  Tagen  beobachtet  sind,  die  Abweichongen  der 
beiden  Gesammtmittel  von  den  einzelnen  Tagesresul taten,  wie  dieselben 
vorhin  vorläufig  bestimmt  sind ,  zu  allen  einzelnen  A  ^-  der  belreücu- 
den  l'ai^e  addirt  werden.  Du raul  ergaben  sich  für  ilie  einzelnen  Sterne 
folgende,  nach  den  Declinalioncn  der  Sterne  geordnete  Mittel  (wieder 
ohne  Unterscheidung  von  «.<  unhicn ,  ausser  für  Nr.  12  und  Nr.  18) 
nebst  den  Quadratsummen  der  Abweichimgca  von  denselben  ^'ff  (resp. 
für  Nr.  12  und  Nr.  18): 


A.  Nach  den  Ange«  und  Ohr- Beobachtungen. 


Nr. 

1  l>Mt. 

■ 

AI 

1  ^tr. 

Beob. 

26 
30 
3t 
9 

i 

6 
4 

S 

j'  \i 

'    -  3?0 
-t-  0.4 
6.4 

6.9 
8.4 
8.7 
11.3 

14.0 

17.4 

■'.,.r, 

6™  43?:i3 

43.38 
43.35 

43.35 
43.47 
43.35 
43.42 
43.33 
43.39 
43.42 

i  0*0302 

0.0008 
0.0122 

1  0.1388 
0.1200 

I  0.1308 
0.2238 
0.1714 
0.0968 

1 

i  3 
1 

i  3 

i  <0 
10 

10 

9 

1  10 

1 

^  [a]  6"  437396  (ftlr  d  ai 

-1-  I0?9) 

27 
8 

33 

3i 
.'S 
7 

28 
1 

39.8 
41.2 
42.8 
43.0 
43.6 
43.9 
48.2 
50.5 

43.40 
43.35 
43.26 
43.27 
43.28 
43.32 
43.57 
43.30 

0.1142 
0.0224 
0  018G 

0.3308 
0.1881 

0.1084 

1 

10 

3 
3 
9 
9 
t 

10 

(S  6-  43!312  (furd  = 

-1-  44?6) 

B.  Nach  den  Registrir-Beobachtungen. 

Nr.  j 

Deel. 

AI 

Beob. 

21 
22 
15 

26 
25 

to 

18 
13 
«6 
II 

—  9?6 

—  1.6 
+  0.1 

0.4 
2.5 
7.3 
8.4 
9.5 
10.5 
45.3 

6™  43!39 
13.  i7 
43.  iä 
43.26 
43.39  1 
43.42 
43.50 
43.40 
43.46 
13.38 

0^0004 
0.0006 
0.1131 
0.0002 
0.0004 
0.0554 
0.0336 
0.0312 
0.0575 
0.1068 

i 
2 
9 
2 

9 

8% 
9 
8 
10  . 

>  (a)  6-  I3ei86(nirj« 

+  795) 
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Nr. 

DmI. 

AI 

£9-9' 

B«ob. 

24 

+  37?3 

e»  43!o4 

0!0002 

2 

27 

39.8 

43.35 

0.0462 

2 

U 

41.4 

43.40 

0.0212 

47 

42.4 

43.39 

0.0724 

9 

S3 

42.4 

43.47 

0.0040 

2  > 

42 

43.8 

0.1047 

8% 

20 

ii.3 

43.37 

o.uooo 

2 

19 

49.2  1 

43.34 

0.2i9l> 

8  J 

6*  437373  (für  d  »  -I-  43?5) 


DieAequatorealsteroe  geben  also  Werthe  («)  (Ür  die  LttngeDdiflerenz. 
welche  erbeblich  grosser  sind,  als  die  Werlhe  (;)  aus  den  Zenübslemen; 
es  ist 

(«)  —  (Ö  für  die  A.-  und  O.-B.  =  -I-  0^084  in.  F.  =  ±  0?027 
,.    „  RegisU-.-B.      =  H-  0.ÜÖ3  ra.  F.  =  ±  0.025 

Die  angegebeoea  m.  F.  dieser  Differenzen  folgen  aus  den  Wertben  des 
Ol.  F.  einer  Langendifferenz  aus  einem  Paar  correspondirender  Beobacli- 
taogen 

A  («)  ±  0!U9;  A  (Ö  ±  B  (a)  ±  0M39;  B     ±  m\% 

welche  sich  nns  den  Abweichungen  der  HesuUale  aus  den  einzelnen 
Sleraon  von  den  vier  Mitteln  ergeben.  Die  ni.  F.  linden  sich  auf  diese 
Weise  für  die  Gruppen  (a)  grösser  als  für  die  Gruppen  (C) ;  wenn  man 
diesen  Unterschied  aber  wegen  der  IJcberoinstimiuung  der  beiden  Be- 
obachtaugSBiethoden  in  Bezug  auf  denselben  filr  reell  halten  will »  wird 
man  seine  Erklärung  wohl  nur  in  der  grüssem  Ausdehnung  der  Gruppen 
(«)  im  Sinne  der  Dedination  suchen  und  darin  eine  weitere  Bestatignng 
der  Aenderung  der      mit  den  Zenithdistanzen  sehen  dttrfen. 

Vergleicht  man  die  Beobachtungen  der  einzelnen  Tage  untereinan- 
der, so  erhält  man  folgende  Differenzen  («)  —  (^) : 


April 
4.  \ 


B 


0^291  6.  2.4 


0;03  G.  3.4) 


8. 
40. 

Ii. 

16. 
17. 


2  0.05 
0.24 
-hO.01 

+  0.17 
+  0.17* 
-  0.08* 


1 


0.19* 


2.4 

2.4 
4.9 
2.4 

2.0 
2.4 
1.1 


Mittel 


0^09  G.  8.2 


0.09 
0.07 
0.33 

0.00 
0.07 


4.0 

3.6 
3.2 

3.8) 

a.ö) 


0.45 

0.05 
0.26 

0.17 


6.4 
6.5 
5.6 

2.0 


0.02  40.8 
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April  A  B  Mittel 


0!08  G.9.$ 


19.  1  —  O'Or  (>  i.4        0?08  G.  2.31 
2-1-0.21*     1.3  —  0.04  3.5) 

20.  +  0.05*  2.4  —  0.02  4.0  -i-  0.01  6.4 
24.  —  O.fO*  2.4  0.00  4.0  —  0.04  G.4 
24.      -hO.U      2.4  +  0.06      4.0  -h  0.09  6.4 

Mittel   -I-  0.102  H-  0.045  -h  0.068 

Abb  den  Abweicbimgen  der  Tagesmittel  (ans  A  und  B)  von  dem  Ge- 
saromtmittel  0^068  würde  der  m.  F.  für  Gew.  1  =  ±  0?222 ,  also 
derm.  F.  des  Ictztcra  Mittels  =  ±  0-027  folgen.  Die  Gewiclile  selbst 
beruhen  aul  dv.a  Annahmen  des  Gewichts  eines  A  i  aus  einem  Stern 
Af  =  1.00,  Aa  =  1.20.      =  1.33,  Ba  =  2.59. 

Die  UebereinslimmaDg  der  einzelnen  Tagesresatlate  bestsUgl  also 
die  Realität  des  Uelerschiedes  (a)  —  (;).  Bei  der  Laogenbestimmong 
zwiachen  Berlin  und  Leipzig  fand  sieb  fusi  ganz  derselbe  Unterscbied, 
nümlicb  h-  0^084  mit  dem  m.  F.  ±  O'OiO.  Man  könnte  dnrcb  diese 
Uebereinstimmnng  dazu  veranlasst  werden«  die  Ursache  des  Unterscbie- 
des,  von  dessen  Interpretation  die  weitere  Behandlung  der  bis  hierlier 
erlangten  SSablen  weaoitlich  abhängt,  in  dem  Leipziger  InstnmHmte  zu 
snchen.  Anderendts  ist  es  Jedoch  nicht  unwahrscbeinlicb ,  dass  wenig- 
stens ein  Theil  des  Unterschiedes  nicht  den  Instrumenten,  sondern  in 
Folge  einer  Abhüngigkeit  der  persönlichen  Gleichung  von  der  Zcnilh- 
distanz  der  beobachlcleo  Objecle  deu  Beobaciilera  zur  La^l  lallt. 

Wenn  man  die  persönliche  Gieicbang  constant  und  den  Gangnnter* 
schied  der  Relais  nach  denUnlersucbmigen  von  Bmhns  «  0  annimml,  so 
gibt  die  Vergleichung  der  vorhin  abgeleiteten  vorlfiufigen  Mitlei  I  und  II 
(in  naher  Udbereinstimmung  mit  der  weiter  unten  mitzolheilenden  defi- 
nitiven Rechnung)  die  persönliche  Gleichung  B.  —  A.  für  Auge-  und 
Ohr-  Beobachtungen  w  +  0!332  und  für  Registrirbeobachlungen 
M  •4*  07447,  wo  das  Piusseiclien  angibt,  dass  Brohns  Air  dasselbe 
Moment  grössere  Zeiten  nolirt  als  Auwers.  Für  die  erste  Art  von  Be- 
obachtungen haben  wir  bei  Gelegenheit  des  ersten  Ortswechsels  Aprill2 
die  personliche  Gleichung  am  Leipziger  Instrument  direol  bestimmt  und, 
indem  jeder  3  —  6  Antritte  desselben  Durchgangs  beobachtete,  folgende 
Werlhe  gefunden : 
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X  UrMte  iD^j.  B.— A. 

as  ^-  0!3S  D«el. 

-l-$0?6 

/  Leonis 

-1-  0.41 

11.3 

0)  Ursae  maj. 

+  0.32 

43.9 

47  ürsac  maj. 

-1-  0.08 

X  Leonis 

-H  0.30 

8.1 

V  Virgini.s 

-1-  0.22 

7.3 

ß  l>eoni.s 

-H  0.25 

IÖ.3 

y  ürsap  maj. 

H-  0.31 

67  Ursae  maj. 

+  0.57 

43.8 

0  Virginis 

-1-  0.37 

9.5 

im  Mitlei  B.— A.  =  -+-  0^318  mil  dem  ni.  F.  ±  0^036.  indem  der 
m.  1".  eines  einzelnen  B. —  A.  siich  aus  den  .Aljwoichuni'en  derselben 
von  jenem  Mittel  =  ±  OM 1 3  ergibt.  Zwischen  Zenith-  uod  stidlichen 
Sternen  zeigt  sich  kein  Unterschied ,  indem  die  MitteJ  filr  die  beiden 
Gruppen  +  0-326  und  +  0-310  für  idcntisdi  za  erachten  sind. 

Eine  weitere  Verfolgung  dieses  Gegenstandes  schien  uns  dauMls 
zwecklos.  Bei  der  AeducUon  der  BeotMchtongen  über  wurden  wir  zo 
der  Annahme  geftibrt,  dass  wir  einen  gsnz  anderen  Werth  fUr  die  per- 
sönliche Gleichang  erhalten  haben  worden,  wenn  wir  dieselbe,  anstatt 
am  Leipziger,  am  Gothaer  Instrument  bestimmt  hftttea.  Der  Untersohted 
zwischen  den  gehörten  und  registrirten  Zeilscalen  ist  n&mlich  nach  dem 
Zengniss  der  Goincidenzbeobachtnngen  in  Leipzig  0<28S  grosser  als  in 
Gotha,  um  dieselbe  Quantität  hatten  also  die  Differenzen  zwischen  dem 
übrcorrectionen  nach  Ohr«  und  Begistrirbeobachtungen  in  Leipzig  grosser 
ausfeilen  mOssen.  Dieselben  sind  aber,  wie  in  Abschnitt  L  angegeben 
ist,  gewesen: 

in  Gotha  für  A.  Corr.  (0}  —  Corr.  (R)  a  —  O'iS,  für  B  s  —  0!dd 

in  Leipzig  ^  0.75  —  0.43 

Differenz  ^  om  —  OMO 

Die  Abweichung  —  0?06  von  *  0*28  für  A.  ist  kaum  oder  gar  nicht  zu 
verbilligen,  die  Abweichung  •+-  OH 8  ftlr  B.  aber  so  gross,  dass  sie  eine 
nähere  Untersuchung  um  so  mehr  nolhwendig  machte,  als  sich  in  der 
That  fllr  eine  Veiscliiedenlieil  in  der  Uebertiaüunp  der  Anlriltsmoraente 
auf  die  liüi  tr  Zeitscale  au  den  b(?iden  Orlen  eine  iiaiie  liegende  Er- 
klai  Ulli;  lyot,  indem  in  Gotha  an  einer  Uiir  mit  scharfem  eiiUiichen  Schl<»g 
iicubaclitet  wurde,  wUbrend  ir»  i.eip/.ig  eine  elektrische  Uhr  mit  wenig 
pracisem  Doppeiscblag  zur  Auwendung  kam ,  weicher  um  so  unauge- 
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nehmer  war,  weil  bei  der  damaligen  Braricblnng  der  Schlag,  welcher 
den  Anfang  der  Secunde  bezeichnen  sollte,  der  folgende  war  und  ein 
nicht  viel  schwächerer  etwa  eine  Dritlclsecunde  vorangieng.  Hier  ächcinl 
nun  Brulins  den  HaupfscIil.iL'  lioi  der  Vergleichiin.i;  iiiil  den  Heiaisschlägen, 
so  lange  iiiimlicli  nur  der  di  Ihm  - nt)  ;i!lein  in  Thüligkeit  war,  richtig  auf- 
gcfassl  zu  fiahen.  heim  H(?oi)acliten  der  Stemdiirchgänge  dagegen,  wo 
die  Aufnierk.s.iiiikcit  auf  die  Coatrole  zweier  verti  hiedenen  Sinne^;tll;uig- 
keiten  zu  verlheileu  war  und  sich  vielleicht  derjeuii^'en  des  Sehens  vor- 
zu-jjsweise  zuwandte,  den  Secnndcnanfang  ungefähr  auf  ilic  Mitte  7Avi- 
schen  beiden  Schlägen  verlegt  zu  haben,  wahrend  in  (lolha  zu  einer 
Verschiedenheil  der  Zahlung  der  Uhrschläge  bei  den  Cnincidenz-  und 
Antritlsbeobachtungen  keine  Veranlassung  war.  In  dieser  Intnrprelalion 
der  gefundenen  Abweichung  i<:t  die  Voraussetzung  enthalten,  dass  der 
Ortswechsel  nichl  zugleich  auch  eine  wesentliche  Veränderung  in  der 
Art  zu  regiatriren  zur  Folge  gehabt  hat ,  deren  hinlänglich  genähertes 
Zutreffeo  man  wohl  annehmen  kann ,  da  die  beiden  Instrumente  und 
ihre  YergrOaserongen  nichl  viel  verschieden  geweaeo  aind  und  jeder 
Beobachter  an  beiden  Orten  denselben  Signalgriff  benutzt  hat. 

Wenn  Bruhos  in  seiner  Zahlung  in  Gotha  OMS  gegen  Leipzig 
Korttck  war,  Auwers  dagegen  an  beiden  Orlen  gleich  beobachtete,  so 
musste  die  Differenz  B.  —  A.,  die  sich  in  Leipzig  «=  0^32  gefunden 
hatte,  in  Gotha  s  <+>  0?14  sein.  Zwei  zur  Entscheidung  der  Präge, 
freilich  erst  beinahe  ein  halbes  lahr  nacb  der  Lttngenbestimmung,  an 
Gothaer  lostrament  angeslellte  Beobacblungsreihen  gaben  (1 865  Octo- 
ber  2  und  3)  in  der  That  B.  —  A.  s  +  0!1ö.  zugfeich  aber  noch 
andere  Resultate,  welche  es  nothwendig  machen,  diese  Beobachtungs- 
reihen hier  ausftlbrlicher  zu  besprechen. 

Am  2.  October  wurden  31  Sterne,  von  jedem  Beobachter  fhst 
immer  an  6  -  7  Fäden ,  gemeinschaftlich  bed>achtet.  Die  Differenzen 
B. — A.  fanden  sich  durch 


62  Scrpenlis 

■i  Cyirni 

+0M4 

B.A.C  6928 

— 0!23 

10  Aquilae 

+0.31 

9  Viilpeculae 

+o.o:i 

,  Aquilae 

+0.18 

1 4  Aquilae 

+0.08 

o  Aquilae 

+0.49 

ß.  A.C.  6966 

—0.08 

^  Aquilae 

+0.16 

X  Aquilae 

+0.?1 

30  Cygni 

+0.04 

/  Lyrae 

+0.16 

y  Aquilae 

+  0.44 

B.A.C.70I4 

+0.22 

B.  A.C.  CöGti 

+0.27 

u  Aquilae 

— 0.-22 

08  Aquila»^ 

+0.10 

B.A.C.  6379 

+0.02 

^  Aquilae 

+0.39 

Cygni 

+U.05 
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(w  Aquilai' 

+0?22 

Cygni 

— 0!02 

70  Aquilae 

H-0M9 

ß.  A.C.  firuM'. 

—  O.U 

1 5  Vulpot;ulae  -#-0.13 

B.A.C.7IÜ3 

+0.13 

ä  Aquilae 

.  -I-Ü.ÜG 

ij  Sagiltaü 

+0.11 

—0.1 4 

35  Aquilae 

—0.07 

Das  Mittel  aus  diesen  31  Wertben  ist 

=  +  0M08.  Ordnet 

man  die- 

setbeD  aber  Dach  den  OecÜDationen  der  Sterne,  so  bat  man  B. 

—  A. 

Ihr  ..AtO   

"^■if  »wo 

Alf»  ^JAfü 

Air  -4-  3i?fiB 

+0704 

—3.8 

-hO.IO 

11.4 

+0.22 

35.9 

+0.16 

—3.0 

+0.49 

11.5 

+0.21 

44.8 

—0.14 

—1.4 

+0.18 

13.7 

+0.16 

48.5 

+0.05 

—0.07 

13.7 

+0.31 

49.3 

—0.14 

S.8 

+0.06 

19.5 

+0.03 

49.6 

+0.02 

4.9 

+0.22 

19,6 

+0.11 

50.1 

+0.27 

5.4 

+0.49 

25.2 

—0.08 

52.1 

—0.02 

6.5 

+0.10 

27.4 

+0.13 

52.5 

+0.13 

6.0 

+0.39 

27.7 

+0.14 

52.8 

—0.23 

8.5 

—0.22 

für  = 

-»-0-138 

für -hl  8-0  s= 

-H0-IG9 

für  +  47-0  = 

!H-0:0I4 

m.  F.  = 

±ü.048 

±0.050 

±0.ÜÖ0 

Die  Uebereinstifomung  unter  den  einzelnen  Werthen  ist  zwar  sehr  geriog 
(der  OQ.  F.  eines  B.  —  A.  folgt  aus  den  Abweich iingeo  von  den  drei 
Mitteln  ±  0*1 58),  ohne  Zweifel  weil  die  Lufl  schlechl  war  —  unge- 
ftibr  wie  im  Durchschniii  bei  der  iAngeDbeaUmmuAg  —  und  eiDmal  die 
zufttlligen  Antrittsfehler  deshalb  gross  ausfielen,  bauplsHchlich  aber  auch 
die  perBönliche  Gteidmog  aelbat  sehr  nnbesliodig  war;  eine  Venchie* 
denbeit  derselben  lllr  Zenidul-  und  attdliche  Sterne  tritt  indesa  troixdem 
deollich  hervor. 

Am  3.  October  gaben  30  gemeinschaftlich  an  je  6—7  Fttden  be- 
obachtete Sterne  dir  B.^A.  folgende  Werthe: 

loVulpeculae  +0^38  B.  A.C. 71 53  +0!06  C  Cygni  -hOm 

jj  Sagittae  -#-0.29      a  Cygni  +0.02  .UVulpcculae -1-0.38 

B. A.C. 6928  +0.19  ;)2  Cygni  +0.09  Ü  Aquarii  +0.14 

66  Aquilae  +0.31  ;i5(>  uni  +0.36  3r)  Vulpecuiac +0.07 

B.  A.C. 6966  —0.01  07  Cvi-ni  +0.15  Aquarii  +0.27 

36  Cygni  +0.07  18  Delphini  +0.;i8  M.  A.C.  7499  +0.<?8 

B.  A.C.  701 4  +0.28     2  Kqmilei  +Ü.24  74  Cygm       — 0.Ü6 

AltliauUl.  i.  K.  S.  CMclUch.  d.  WiMeoMli.   XIU.  SO 
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68  Aquilae 

4  Equolei 

-h0?09 

B.A.C.  7648 

-HO?  17 

-1-0.07 

63  Cygni 

— 0  Oi 

9  Pegasi 

-1-0.14 

70  Aquilae 

-1-0.40 

0  Equulei 

-i-ij.ii 

81  Cygni 

-+-0.17 

im  Mittel  +0-193.  Ordnet  man  diese  Werlhe  aber  wieder  nach  dea 

Declioatiooeo,  so  findet  sich  B. — A.: 

fUr  » 

IUI 

+0i27 

filr-l-10?3» 

-fr>0!38 

für  -1-39*8  « 

— o;o6 

4-0.28 

46.7 

-1-0.14 

43.9 

-1-0.45 

-4.1 

•4-0.14 

49.6 

-1-0.29 

44.8 

-1-0.02 

—3.8 

-1-0.48 

23.3 

•1-0.38 

45.6 

-fr-0.36 

—3.0 

-1-0.40 

25.2 

—0.01 

47.4 

—0.04 

—4.4 

-1-0.34 

27.0 

-1-0.07 

48.5 

-h0.07 

-i>4.9 

+0.88 

27.4 

4-0.38 

48.7 

-1-0.17 

5.4 

4-0.09 

29.7 

-•-0.05 

49.1 

4-0.17 

6.6 

•1-0.24 

30.2 

-1-0.09 

52.5 

-1-0.06 

9.5 

-1-0.42 

34.6 

-►0.07 

52.8  ~ 

-1-0.49 

Ar  -i-O^d  «I 

-l-0;285  air-»>24U  » 

-I-0M84 

mr  ••-47?8  » 

-I-0M09 

m.  P. 

±0.045 

±0.045 

±0.045 

Bei  etwas  besserer  Luft  waren  die  Antrittsfchler  und  die  Schwankungen 
der  persünlichen  Gleichung  seihst  etwas  geringer,  als  am  vorhergehenden 
Tage,  aber  immer  noch  sehr  belrUchtlich,  indem  die  Abweichungea  vod 
den  drei  Mittelu  für  den  m.  F.  einer  Differenz  ±  0*141  geben. 

Die  Abhängigkeit  der  pcrsünlichen  Gleichung  von  der  Zonilhdislaoz 
zeigt  sich  in  dieser  Reihe  noch  besser  und  mu^s  für  unsere  Beobach- 
tungen am  Ciolhaer  Instrument  als  bewiesen  angesehen  werden.  Sie 
ist  für  Zeailhalsterne  etwa  0*1  4  kleiner  gewesen,  als  ftlr  südliche  Sterne. 

Die  Aendening  von  Bruhos  beim  Uebergange  von  Leipzig  nach 
Gotha  kann  ebenfalls  nicht  mehr  bezweifelt  werden ,  obwohl  der  Betrag 
derselben  sich  nicht  sehr  genau  festselzen  lAsst.  Die  Differeos  xwischen 
deo  beiden  TagesreipullateD 

October  2.  B.— A.  »  -fr-  0M08    m.  F.  ±  0^026 
3.  4-0.193  ±0.026 

ist  nSmlich  wiederum  so  gross,  dass  sie  nur  durch  eine  lietrtchtlidie 

reelle  Aenderung  der  persönlichen  Gleichung  von  einem  Tage  zum  an- 
dern zu  erklären  ist. 

In  Leif)zig  war  tlie  persönliche  Gleichung  im  Zenith  diesclhe  wie 
fiii*  2»üdliciic  Siuruu.  Die  Aenderung  lu  Gotha  wird  man  eher  geneigt  sein, 
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ia  der  Auflassung  der  Antritte  von  Hruhns  zu  suchen,  der  an  einem 
fremden  Instrumente  mit  ungewohnten  und  ihm  weniger  bequemen 
Einrichtungen  beobachtete,  als  bei  Auwera ,  desmn  AuÜassungsart  sich 
bei  Yergleicbang  mit  anderen  Afitroßomen  sehr  constant  gezeigt  hat.  In 
diefiem  Falle  ist  aber  an  di^enigen  (a)  —  (£)  der  Gruppe  A. ,  welche  in 
der  oben  gegebeaen'Ziuammeiistellang  mit  einem  Stern  bezeichnet  sind, 
die  Gorreclion  <— 0*14  anzubringen;  die  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen 
geben  dann  für  den  Tbell  der  Dillbrenz  (a)  —  welcher  durch  die 
Eigenthümlichkeiten  der  Instrumente  oder  Fehler  in  den  angewandten 
Werthen  ihrer  Aulsieliiins;  zu  erklären  sein  würde,  nur  noch  das  Mittel 
-l-0'Ü32,  dessen  Realität  an  üich  gar  nicht  luehr  zu  verbilrijen  ist  und 
nur  durch  seine  Ueherein&timmung  mit  dem  Milte!  nach  deu  iiegistrir- 
beobachtuügon  einigermaassen  wahrscheinlich  gemacht  werden  kann^ 
das  allgemeine  Mittel  würde  +  0^04  mit  dem  m.  F.  ±  OtO^ 

Als  Resultat  dieser  Betrachtung  kann  nur  angenommen  werden, 
dass  eine  jede  auf  einer  bestimmten  Interpretation  der  Differenz  («) — (Q 
beruhende  Behandlungsart  der  TOrlttufig  eriangten'LlIngenunterschiede 
sich  so  wenig  sieber  begraoden  lassen  würde,  dass  man  die  Berttck- 
sichtignng  dieser  Differenz  ganz  aufgeben  und  dieyerscbiedenenWerthe 
?on  mit  dcnjeuigeu  Gewichten  combiniren  muss,  welche  sich  aus 
den  Beobachtungen  selbst  für  die  einzelnen  Sterngruppen  ableiten  lassen. 

Zu  diesem  Beiiuf  sind  zunUclisl  die  mittleren  Wcrlhe  der  reinen 
Beobachtungsfehler  der  Durcbsiüico  aufijesueht  worden. 

Aus  den  Reohacliliin-oii  .hü  (iolliari  Inslrument,  bei  126ma]iger 
Vei^rösserung  und  fast  immer  sclilecliler,  üricrs  üussorst  unruhiger  Luft, 
ergaben  sich  die  mittleren  Fehler  eines  Antritts  für  die  Auge-  und 
Obr*Melbode: 

aus  Air  Auwers  Ar  Brubns 

Aequat.-Sl.      ±0M  Haus  42  Dchg.,  338  F.  ±0M97aus35Dchg ,  305  F. 


Zenith-St. 

0.147 

1' 

31 

»» 

237 

»» 

O.iil 

251 

tl 

Polst.  I 

0.aü8 

»> 

18 

tt 

235 

11 

0.828 

1» 

II 

«1 

70 

II 

Pulst.  II 

0.8^6 

2 

ti 

12 

•1 

1.401 

»» 

3 

>> 

23 

tt 

u  Urs.  min.  0.  C. 

1.614 

»» 

20 

f« 

294 

!♦ 

1.639 

it 

9 

*i 

415 

tl 

a  Urs,min.U.C. 

1.832 

»t 

& 

tl 

96 

tt 

2.034 

tt 

6 

tt 

77 

tt 

and  für  die  Beobachtungen  am  liOipziger  Instrument,  bei  lOiroaliger 

VergrOsscrung  uad  durchscltniltlich  i^uler  Luft : 

20' 
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aus  für  Bruhns  für  Auwers 

Aeqiial.-St.      ±0;248aus  29  Dchg.,  246  F.,  ±0M  06 aus 39  Dcbg.,  38 4  F 


/(•nitli-Sl. 

0.231  „ 

23 

201  „ 

0.130 

>f 

30 

t* 

303  „ 

Folül.  I 

0.803  „ 

12 

1 33  „ 

0.588 

«» 

12 

t> 

135  „ 

Polst.  I! 

1.085 

2 

22 

0.759 

4 

tl 

45 

«  Urs;,  min.  0.  C. 

1.946 

>» 

6 

I* 

61.1 

tt  Urs.  min.  ü.  C. 

2.319  „ 

7 

73 

1.752 

tl 

10 

»f 

124 

Der  mittlere  Fehler  eines  Durchgangs  isl  hiemach: 

ID  Gotha  in  Leipzig 

.   I  II 


ßlr  Aequal.-Sl.  A.  ±0  0402   B.  ±0^0668    B  +0?0853  A.  ±0-0337 
Zenith-St.  0  0o30         0.0757  0.0780  0.0410 

und  der  m.  F.  einer  Differenz 

A,  —  Bi  ±  0;0943  resp.  ±  0!0943 
—  A,  ±  0.0748  resp.  ±  0.0861 

oder  hn  Kittel  aus  beiden  Reihen 

für  Aequatorcaisterne  ±  0"085 

..  Zenilhalslerne       ±  0.090. 

Für  die  Hei^istrirmethode  fand  sich  für  die  luiUleren  Fehler  eines 
Antritts  mit  Einschtuss  der  Fehler  der  Verzeichnung  und  Ablesung : 

nach  den  Ablesungen  vom  Gothaer  Streifen 

Gothaer  Instr. 


Tür  Auwers  ßrulins 

Acq.-St.  ±0:077  30  D.  699  V.  ±0M  18  34  D.  8i0  F., 
Zeo.-St.     0.141  19  „  414        0.174  22  ,i  496  „ 

Leipiiger  Instr. 

_ 


für  Bruhns  Auwers 

Aeq.-Sl.  ±0M24  29  D.  660  F.  ±0'0'J8  34  D.  775  F 
Zeu.-Sl.     O.Uü  20  „  4öO        0.123  U     572  „ 

nach  den  Ablesungen  vom  Leipziger  Streifen 

Gothaer  Instr. 


für  Auwers  Bruhns 

Aeq.-Sl.  ±0:0S3  30  I).  701  F.  ±0-109  36  D.  842  F.. 
Zen.-Sl.     0.143  19  „  414  „     0.157  U  „  555  „ 
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Leipziger  lostr. 

för  Bruhns  A  uvvers 

Aeq.-St.   ±0H27  29  D.  070  F.  ±U-083  ;]9  D.  912  F. 
Zen.-St.      0.U7  20  „  451  „     0.121  29  .,  636,, 

Die  Unleracbiede  zwischeD  den  Weitheo  der  m.  F.  nach  den  Ablesungen 
von  den  beiden  veracbiedeoen  Streifen,  welche  allerdings  nicht  durch- 
weg denselben  Momenten  angehören,  zeigen,  dass  sowohl  die  Able- 
«tngea  als  auch  die  Verzeidinungen  selbst  von  merUich  verschiedener 
Genauigkeit  gewesen  sind.  Der  Unterschied  in  Bezug  auf  den  letztem 
Punct  findet  seine  Erfcltfroog  in  dem  Umstand,  dass  am  Gothaer  Regi- 
strirapparat,  dessen  Bewegung  nur  durch  einen  Wmdlhng  regulirl  wird, 
nicht  nur  im  Laufe  eines  Abends «  sondern  auch  wahrend  der  einzelnen 
Durchgänge  beirlichtliche  Arademngen  der  SecundenUingen  voigekom» 
men  sind  und  einen  schädlichen  Einiluss  ansttben  konnten,  weil  die 
Signalspilze  etwas  vor  der  Uhrspitse  voraas  stand,  so  dass  eigentlich 
von  allen  Signalen  eine  in  Rocksioht  auf  UneaigrOsse  constante,  aber 
in  Zeit  nicht  unbedeutend  va-Hnderlidie  Correction  hatte  abgezogen 
werden  müssen.  Die  Vcrgicichung  der  m.  F.  gibt  our  den  Untersdiied 
in  der  Genauigkeit  der  Registrirung  an,  setzt  man  aber  für  den  m.  F. 
der  Verzeichnung  eines  Si.i;adls  durch  den  Leipziger  Apparat  ±  0-01, 
so  bat  man  forden  Gothner  Apparat  dm  m.  F.  s=  1/^0^01^  +  0^00078 
=  -f-  o^OHO.  Die  L'nregelmtissigkeilen  in  der  Bewegung  des  Golhaer 
Apparats,  welche  von  Zeit  zu  Zeit  eintraten  und  eben  diese  Ver- 
grösscriing  hervorgebracbl  haben,  sind  natürlich  fur  die  Kesultate  ohne 
jeden  schädlichen  PJinfluss ;  die  allmSlig  fortschreitenden  Aeoderungen 
konnten  eine  grossere  ZcitdifTerenz  allerdings  etwas  beeinflussen,  sind 
aber  fUr  das  Intervall  von  7"  zwischen  den  Leipziger  und  Gothaer  Re^ 
gistrirsignaIeD  gfiinzlich  zu  vernachlässigen. 

Für  den  m,  F.  der  Ablesung  eines  Signals  ist  anzunehmen  fiir  A. 
etwa  ±  miO  und  damit  fUr  B.  /O^OSO«  +  0^00185  —  ±  0;047, 
wahrscfaeinltch  aus  dem  Grunde  grösser,  weil  auf  den  von  Bmhns  ab- 
gdesenen  Leipziger  Streifen  d»  Beobachtungsmomente  nicht  durch 
Pnucte,  sondern  durch  die  AofUnge  von  Strichen  bezeichnet  gewesen 
sind.  Die  reinen  Beobachtungsfehier  e  (ro.  F.  des  Sehens  und  Signal- 
gebens) für  einen  Antritt  und  die  m.  F.  /  eines  doppelt  abgelesenen 
Durchgangs  ergeben  sich  dann : 
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iflir  A.  iü  G.  Aeq.-Sl.  e'  =  ±  O^OGS  «"  =  ±  0?0153 

Zen.-Sl.  0.1 3ö  0.0289 

für  B.  in  L.  Acq.-St.  0.118  0.0254 

Zen.-Sl.  0.137  0.0297 

Iflir  B.  io  G.  Aeq.-Sl.  «'  =  ±  0M05  e"  «  ±  0-0224 

Zcn.-Sl.  0.160  0.0341 

fUr  A.  in  L.  Aeq.-St.  0.080  0  0177 

ZeD.-St.  0.114  Ü.0il47 

folglicb  ist  dor  m,  F.  einer  Durchgaogadifferenz 

in  Reihe  I  flir  Aeq.<St.  ±  0^0296  flir  Zeo.-St.  ±  0?041 4 

m Reihen  ±  O.OgSS  ±  0.0481 

im  MHlel  ±  0?0S9  ±  O^OiS 


Dass  der  m.  F.  eines  Antrills  in  Gotha  im  Zcnilh  lür  A.  doppelt  so  gross 
gewesen  ist  als  ftlr  südliche  Sterne,  küriiiai  daher,  weil  die  Bilder  io 
Gotha  im  Zenilh  immer  am  schlechtesten,  in  der  Regel  ganz  zerflie&send, 
gewesen  sind.  Der  einzige  Tag  mit  guter  Lufl  fAprii  10)  gab.  den  m.  F. 
eines  Antritts  mit  Einschluss  des  Verzeichnungs -  und  Ablesuncsfehlers 
(±  0-036)  für  Aequalorealsterne  =  ±  0?06G  und  für  Zeuithsterno  ±  0:077. 

Ans  den  Quadrafsummen  der  Abweicliungen  der  rcducirlen  Tjinj?en- 
differenzcn  von  den  Mitteln  für  die  einzelnen  Sterne,  wclclic  oben  zu- 
sammengestellt sind,  ergibt  sich  der  niiltlerc  Fehler  einer  Lsnpen- 
diflerenz,  abgesehen  von  dem  zu  befürchteuden  mittlem  alleo  fieobacli- 
tuogea  eines  Abends  gemeinschaHlichen  Tagesfehler, 

für  Auge-  and  Ohr-Beob.  eines  Aeq.-St.  =  ±  OM  36 
„     ,,       „     „  Zen -St.  =  ±  0.144 

für  UegisUir-Beobacbl.  eines  Aeq.-St.  =  ±  0.088 
„        „    Zen.-St.  =  ±  0,120 

Die  reinen  BeobiMshtungsfebler  treten  demnach  sehr  zorttck  gegen  ander- 
weitige Schwankungen  am  die  Tagesmittel,  deren  miula«r  Beirag  ans 
den  eben  gegebenen  Zahlen  für  Zenithsterne  fUr  beide  Arten  der  Be- 
obachtung identisch  ä  ±  0-112,  für  Aequatorsterne  fllr  Auge-  und 

Ohi  -Boobachlungpn  =  ±  0-1 OO,  für  registrirle  =  ±  0?083  fuIi^t.  Die 
slai  koTi  Schwankungen,  welche  sich  bei  den  directen  Bc^lininjungen  der 
persönlichen  Gleichung  für  die  Auge-  und  Ohr-Methode  in  dieser  gezeigt 
haben,  berechtigen  uns  in  RefrefT  der  Beobachtungen  nach  dieser 
Methode  zu  d<M  .\nnahme,  fla^is  die  hier  gefundPHo  Vergrössernng  des 
miUlern  Beobachtungsfehlers,  wenn  nicht  ausschliesslich,  so  doch  zum 
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tifaerwiegead  grOssten  Tbeile  in  der  Variabiliiät  der  persOnlicben  Glei- 
choog  ihren  Gntod  bat,  wabreod  die  angewandten  Werihe  der  Inatra- 
menialcorrecUonen  ala  dnrchaos  den  Beobachtungen  entsprechend 
ansaaeb«!  aein  worden.  Die  mittlere  Abweichung  der  personlichen 
^eichaag  vou  ihrem  Tageswerthe  ist  nlmlicb  für  einen  einielnen 
nach  dem  Gehör  beobachteten  Stern  am  8.  October  =  ±  0M84  und 
am  3.  October  »  ±  OMOi  gewesen  (wie  man  findet,  wenn  man  von 
den  oben  Air  diese  Tage  angeAlhrlen  m.  F.  die  reinen  Antrittsfehler 
abzieht) ,  und  zvrar  bei  einem  Luftzustande ,  welcher  nngirfllhr  eben  so 
ungUDstig  war,  wie  bei  der  Längenbeslimmung  duFchscbnittlich.  Bei 
guter  LuA  haben  wir  dagegen  für  dieselbe  Methode  unsere  Gleicliung 
^Leipzig,  April  t  '2  völlig  conslant  gefunden,  indem  die  DilTerenzen  zwi- 
schen den  Wci  tlien  aus  den  einzelnen  Slerneo  genau  so  gross  waren, 
wie  die  milderen  Anlrittsfehler  erwarten  Hessen.  Es  ist  daher  wohl  ge- 
stallpt.  auch  für  die  Kegistrirmethode  die  Ve^gr^>s^^^llng  des  Beobach- 
fiinssff  hir rs  durch  eine  Variabilität  der  persönlichen  Gleichung  io  Folge 
(\rr  ungünstigen  Luflzuslämie  zu  erklären,  obwohl  fUr  diese  Methode 
der  direcle  Nachweis  derselben  fehlt.  Bei  der  einzigen  Beslimmiing 
unserer  persönlichen  Gleichung  heim  Registriren,  welche  wir  auszu- 
führen Gelegenheit  halten  (in  Leipzig  I86()  Januar  2),  wurde  dieselbe 
zwar  vülhg  constant  gefunden ,  aber  wahrscheinlich  nur  deshalb .  weil 
die  Luft  bei  diesen  Beobachluogen,  wie  bei  der  ersten  Bestimmung  nach 
der  andern  Methode,  ruhig  war.  Es  fand  sich  aus  1 6  Sternen  der  Werth 
B.^A.  =  +  0-108  mit  dem  m.  F.  ±  0^012.  dass  indess  auch  Air 
diese  Methode  Tagesresullate  betrachtlich  varüren  können,  zeigt  die 
Abweichung  dieses  Wertbes  von  dem  kurz  zuvor  zwar  indirect  (durch 
Yergteichungen  mit  Dr.  Bogelmana)  aber  anscheinend  ebenfalls  sieber 
erhaltenen  Resultat  B.  — A.  «  -|-  0-123  (m.  F.  ±  0-025)  —  OH  05 
(m.  F.  ±  0^011)  »  +  0!048.  — 

Aus  den  Werthen  der  m.  F.  einer  reducirten  L&ngendillbrenz 
±0'1i4  uad  ±0*1 36  flir  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen  von  Zenith- 
resp.  Aeqnalorstemen  folgt,  dass  zur  Bildung  der  definitiven  Tagea- 
mittel  nach  den  Beobachtungen  dieser  Art  die  bdden  Gruppen  mit  Be- 
mcksicbtignng  dtes  Gewichtsverbttltnisses  4:1.11  zu  vereinigen  siad. 
Die  von  Verschiedenheiten  in  der  Anzahl  der  beobachteten  Antritte  her- 
rtibrenden  Schwankungen  uro  diese  Mittelwerthe  sind  ganz  geringlligig 
und  daher  vernachlässigt  worden. 
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An  die  einzeloen  Lfingendifferenzen  des  Abichmu.s  II.  sind  nur  die 
Corrcctiooen  — 0!04  für  W.O.  und  -+-0:04  ftlr  0.  W.  (April  4,  8  und  !0) 
aogebracht  (deren  Einflugs  in  den  Mitteln  fast  völlig  verschwindet).  Die 
folgendea  Zableo  «od  demnach  noch  wegeo  des  Gaoges  der  GoU»«r 
Uhr  zu  verbessern. 

Es  findet  sich 

April  4. 


aus  Nr.  4. 

€•  43?09  G. 

1.00       ans  Nr.  26. 

6-43M4 

G. 

1.11 

2, 

43.16 

27. 

43.  IG 

1.00 

3. 

43.03 

1.11 

28. 

43.33 

1.00 

4. 

43.23 

1.11 

29. 

42.96 

in 

5. 

42.78 

1.00 

30. 

43.09 

1.11 

6. 

43.21 

1.11 

31. 

43,12 

1.11 

7. 

42.79 

1.00 

32. 

43.40 

1.11 

8. 

43.15 

1.00 

33. 

43.10 

1.00 

9. 

43.19 

1.11 

34. 

42  82 

1.00 

TagQsmittel  AA     6"  43M00    Gew.  19.10 

Conr.  für  Ubig.  mm  —  0.001 

April  8. 

April  fO. 

April  1 1 . 

April  24. 

aus  Nr.  \.      4i  HO 

6  42^97 

6"  43M7 

42:86 

G. 

1.00 

St.  43.07 

42.97 

43.31 

42.95 

1.41 

3.  43.13 

42.93 

43.32 

43.29 

1.11 

4.  43.14 

43.15 

42.77 

1.11 

5.  42.76 

43.12 

42.86 

1.00 

6.  4f.93 

42  97 

43.08 

43.11 

1.11 

7. 

42.79 

42.95 

43.09 

1.00 

8.  42.78 

42.93 

42.97 

43.01 

1.00 

9.  42.96 

42.77 

43.23 

43.36 

1.11 

Tagesmittel 

=  6""  42^938 

0"  4aM49 

6"  43^037 

Corr.  f.  Uhrg.  0.003 

—  0.003 

—  0.004 

—  0.003 

Gew« 

9.55 

7.44 

9.55 

9.55 

April  16. 

aus  Nr.  1.  6"  43?65  G.  1.00 

2.  43.74  1.11 

3.  43.86  1.11 

4.  43.77  1.11 

5.  43.74  1.00 

6.  43.93  1.11 

8.  43.62  1.00 

9.  43.90  1.11 

Tagesmiticl  =  6"  43*780  Gew.  8.55 
Corr.  r.  ührg.         —  0.003 


Digiii^uü  L^y  Google 


S9]  BisrnnoM  »es  LiiioBiiiJimiMCfliBDis  etc.  313 


April  17. 


April  1 9. 


aus  Nr 


r.  1. 

6""  43:70 

G.  1.00 

6"  43?38 

G.  1.00 

S. 

43.73 

1.4t 

43.45 

1.11 

3. 

43.77 

KM 

43.46 

1.11 

4. 

43.80 

\M 

43.41 

1.11 

5. 

43.42 

1.00 

43.58 

1.00 

6. 

43.78 

1.11 

43.99 

1.11 

7. 

43.85 

1.00 

43.86 

1.00 

S. 

43.88 

1.00 

43.83 

1.00 

9. 

43.83 

\M 

43.87 

1.11 

29. 

44  03 

1.11 

30. 

43.76 

1.11 

31. 

4^.81 

1.11 

43.6Ö 

1.11 

32. 

43.87 

\M 

43.87 

1.11 

33. 

43.60 

1.00 

43.61 

1.00 

34. 

43.70 

1.00 

43.63 

1.00 

1  ai 

6-  43?7 49  6.13.77 

6"  43!694  6.16.99 

HS. 

—  0.004 

—  0.004 

April  20. 


aas  Nr.  1. 

% 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 


6" 


43^63 
43.55 
43.57 
43.60 
43.65 
43.51 
43.58 
43.66 
43.66 


6.  1.00 
1.11 
1.11 
1.11 
1.00 
1.11 
1.00 
1.00 

1.11 


Aprfl2l. 

6-43!65     G.  1.00 


43.51 
43.52 
43.48 
43.99 
43.65 
43.62 
43.62 
43.81 


1.11 
1.11 
1.11 
1.00 
1.11 
1.00 
1.00 

1.11 


Tagcsmiltel  =  6"  43'60()    G.  9.55 
Corr.  f.  Uhrg.    —  Ü.00  5 

Wit  üerücksichtiguni,'  der  Gewichte 

aus  Reihe  I  =  6"  43:0in  B,— 
aus  Reihe  II  6  43.69i -1- Af 


6"  43^647    G.  9.55 

—0.005 

werden  die  (jesammtmittel : 

Aj  =  6"*  43!358fGew.  55.19) 
B^_as  6    43.542  (Gew.  57.41) 


MiUel       A^-  =  ti"  i;ri50 

.^ddirl  man  zu  den  Tagesmiltcin  der  Reihe  I  daher  0-410  und  subtrahirl 
VOD  denen  der  Reihe  II  0-242,  so  werden  dieselben 


April  4. 

6"  432509 

Abw.  +  0-059 

8, 

43.345 

~  0.105 

10. 

43.312 

—  0.138 

11. 

43.555 

0.1 05 

16. 

43.535 

-h  0.085 

17. 

43.503 

0.053 

49. 

43.448 

—  0.002 
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April  20.   6-4a?3S3     Abw.  —  0^097 
21.       43.400  ^  0.050 

24.       43.444  »  0.006 


Die  Abweichangen  dnd  viel  gKfsser,  als  sich  mil  den  id.  F.  der  Tages- 
mittel  (±  0?04  bis  ±0!05)  TertnigeD  wurde,  weoD  num  dieselben  aus 
den  angegebenen  Gewichten  der  lelzteni  und  dem  m.  F.  ±  0M44  für 
Gew.  i  berechnen  wollte.  Bs  ist  also  noch  eine  Feblenirsacbe  vorhan- 
den gewesen,  welche  alle  Beobachtungen  eines  Abends  in  demselben 
Sinne  beeinflnsst  hat,  und  zwar  Ondet  sich  aus  den  obigen  Abweichun- 
gen ihr  mittlerer  Einfloss  b  ±  0^072.  Wir  glauben  in  dieser  Zahl  die 
mittlere  Tagesunsicbeibeit  der  persönlichen  Gleichung  sehen  zu  müssen, 
wie  denn  auch  die  beiden  directen  Beslimmungen  derselben  in  Gotha 
an  zwei  auf  einaoder  folgenden  Tagen  unter  wenig  verschiedenen  äusse- 
ren Umständen  0?085  von  einander  abwichen. 

Behufs  detiDiliver  Zusammenfassung  sind  demnach  die  m.  F.  der 
einzelnen  TagesmittrI  mit  den  vorläufigen  Gewichten  g 


zu  setzen.  Für  April  4,  17  und  19  ist  mtiess  eine  Verringerung  der  Ta- 
gesunsicherhoil  der  persönlichen  Gleichung  wegen  der  betrjichtiicheu 
Entfernung  der  in  l  i!  a  Beubachtungsgruppen  von  einander  anzuuebmen 
und  daher  fUr  diese  Tage  der  m.  F.  der  Mittel  durch  die  Formel 


berechnet.  Die  Resultate  der  Auge-  und  Ohr-Beubuciitungen  werden 
damit  schliesslich : 


April  4.       =  6°  43:099    m.  F.  ±  O'Ml    Verb.  Gew.  2.20*) 


Reihe  I. 


8.  42.935 

10.  42.902 

41.  43.U5 

24.  43.034 


0.086 
0.089 
0.086 

0.086 


1.36 
1.25 
4.36 

1.36 


Mittel  6"  43^033 


±  0^036 
±  0.080 


7.63 


Corr.  f.  pers.  Gl.  H>  0.348 


*)  Hlw  sBi  nrm.F.  «±0'l. 
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Reibe  II. 

April  16.  Ail     6*  43^77    m.  F.  ±  0!087   Verb.  Gew.  1 .32 

17.  43.745  0.070  2.02 

19.  43.690  0.0Ü9  2,10 

20.  43.395  0.08G  1.36 

21.  43.G42  0.086  1.36 

Millel  6"  43^694  ±0^035  8.16 


Corr.  f.  per».  Gl.   —  0.150  ±  0.054 

Die  Correclion  fUr  persönliche  Gleichung,  welche  das  erste  Milte 
(•rforderl,  ist.  wie  vorhin  angeführt,  =  B,  —  A^,  und  diejenige  de«  «wei- 
len =  Ai  —  Bg.  Direct  Lestituiuf  >iirI  aber  die  Quantitäten  B,  —  A|  und 
Bg  —  Aj,  und  man  kann  die  aazuweudcnden  Correctionen  hieraus  nur 
ableiten,  indem  man  flir  eine  der  Differenzen  B,  —  B,  oder  A,  —  A^  einen 
willkui  lirlien  Werth  anninunt,  oder  indem  man  für  dieselben  diejenigen 
Zahlt  ti  s(  fzt,  welche  die  Vergleichung  der  verschiedenen  Gruppen  von 
Uhrriii'rt'c-lioiieii  \ ci iiiitli 'Ist  des  MoMillals  der  Coincidcnzlir"jlKU'litnngen 
L'CL'i'ln  n  lial  und  die  \n  r  Werthc  ausgleicht.  Auf  dem  ietzlern  Wege 
erhält  man  die  ausgegliclu  nen  Wer!he  B, —  =  -i-  GM  65,  Ai  —  A^ 
--  —  0^035,  B,  — Ag  =  -H  0^300  und  Ai  —  B,  =  — 0^170,  oder  die 
Correclion  des  Mittels  aus  den  beiden  durch  den  Ortswechsel  der  Beob- 
achter unterschiedenen  Reihen  =  -i-  0-065.  Da  aber  diese  Ableitung 
die  Voraussetzung  einschliesst,  dass  jeder  Beobachter  an  beiden  Orten 
getan  gleicb  registrirt  bat,  und  zudem  die  gefundene  Differenz  A,  — >  ^ 
ihre  voo  anderen  Fehlerursachen  herrührende  Unsicherheit  wohl  kaum 
übersteigt ,  so  haben  wir  vorgezogen,  die  beiden  Beobachtungsreiheo 
nDter  der  Annabme  A]  —  Ag  «  0 ,  also  mit  dem  directen  Resultat  der 
Vergleicbaogen,  oder  das  Mittel  mit  der  Correcttoa  H-  0!0S4  su  verbes^ 
sem.  Die  m.  F.  der  Verbesserungen  -h  0*31 8  und  —  O'l  50  der  beiden 
Reiben  sind,  aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  Gleichungen  von 
einander  berechnet,  den  oben  mitgetheilten  Zahlen  zufolge  ±  0^036 
resp.  ±  OtOlO;  aossefdem  ist  aber  noch  die  mittlere  Tagesunsicbeibeit 
±  0!072  der  persönlichen  Gleichung  zu  berflclcsichtigen,  und  es  werden 
daher  die  m.  F.  der  b^den  Correctionen,  da  die  erste  nur  an  dnem,  die 
andere  an  zwei  Tagen  bestimmt  ist,  ±0!OSO  resp.  ±0?064,  wie  oben 
angegeben. 

Die  veriioffierlen  Mittel  aas  den  beiden  Reihen  werden  hiemadi 

I.  AA  SB  6-  43?35l      m.  F.  ±  0!088 

II.  6  43.544  ±0.064 

Aus  diesen  beiden  Werthen  muss  das  arithmetische  Mittel  genommen 
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werdeo,  da  eine  anderweitige  VerUieilung  der  zwischen  deoaelben  noch 
bestehenden  trotz  der  GrOfise  der  m.  F.  immerhin  aalfalienden  Differenz 
II  —  I B  +  OM  93  wegen  der  Unbekanntschaft  mit  ihren  Ursachen  nicht 
gestaltet  ist.  Das  Resoltat  der  Auge-  and  Ohr-Beobachtongen  Air  den 
üingenunterscbied  ist  also 

6"  43U47  mit  dem  m.  F.  ±  0?054&. 

Far  die  Regisirirbeobachtungen  ist  das  VeriiVlIiiiss  der  Gewichte 
der  LSogendiffiarenzen  aus  Zenith-  and  Aequatorstemen  für  jeden  Tag 
B  4:  4.86  anzunehmen.  Fttr  die  auf  einer  Station  sehr  unvoHstSndig 
beobachteten  Durchtiänge  der  Sterne  Nr.  12.  April  4  und  10,  Nr.  13. 
April  17  und  Nr.  15  uml  18.  April  10  bind  ausserdem  die  Fadeiizahlen 
borücksichtigt,  sonst  aber  nirgends,  und  April  4  bis  10  wieder  die  Cor- 
reclionen  —0-04  für  W.O.  und  ■+-  0"04  für  O.W.  angebracht. 

Daiuit  geben  die  Mittel  der  auf  beiden  Streifen  geme^^ienen  L^ingen- 


difFcrenzen  (resp.  die  auf  das  Mittel  auf  beiden  Streifen  reducirten),  welche 
also  wieder  noch  we^en  des  Ganges  der  Uliren  zu  verbessern  sind: 


Apn 

1  i. 

Aj.ril 

8.               April  10. 

aus  Nr.  10.  6"  43'47 

G.  1.8Ü 

G.  1.86     6"'43:17  G.1.86 

11.  43.24 

4.86 

43.32 

1.86       43.40  4.86 

42.  43.15 

0.73 

43.14 

1.00        43.24  0.90 

43.  43.41 

1.86 

43.23 

1.86        43.16  1.86 

44,      43. 2i 

1.00 

43.16 

1.00        43.00  1.00 

45.  43.44 

1.86 

43.24 

1.86       43.05  1.49 

46.  43.43 

1.86 

43.18 

4.86      ,   —  — 

47.  43.44 

1.00 

43.24 

1.00       43.09  1.00 

48.  i•^i8 

1.86 

43.39 

1.86        43.24  1.19 

19.  43.47 

1.00 

43.10 

1.00        43.06  1.00 

Tagesniillel  6"  43^390  (14.89) 

6"  43:241  (15.16)    6"'43';126  (12.16) 

Corr.f.Uhrg.  -1-0.002 

4-0.001 

+  O.OOo 

Ap 

i-il  1  1 . 

April  24. 

aus  Nr.  10. 

43.39    G.  1.86 

6"'  43U0    G.  1.86 

41. 

43.40 

4.86 

43.48  1.86 

42. 

43.18 

1.00 

43.32  4.00 

43. 

43.29 

4.86 

43.43  4.86 

44. 

43.41  1.00 

45. 

43.53 

1.86 

43.51  1.8« 

46. 

43.40 

1.86 

43.38  1.86 

47. 

43.07 

1.00 

43.38  4.00 

48. 

43.41 

1.86 

43.53  1.86 

19. 

42.81 

1.00 

43.30  1,00 

Ta.^e.s-mtttel  6"" 

43^322 

(14.16) 

6-  43  42S  (15.16) 

Gorr.f.Uhrg.  -1-0.004 

0.000 
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April  16. 


aus  Nr.  1 0. 

6"  43^60 

G.  1.86 

11. 

43.60 

1.86 

Tage^miUel 

6"  43^600 

(3.72) 

Gorr.r.Ubrg.  —0.003 

April  17. 

April  19. 

aus  Nr.  1 Ü. 

G'"  — 

G.  — 

6"  43:60 

G.  1.86 

11. 

43?41 

1.86 

43.51 

1.86 

12. 

43.48 

1.00 

43.52 

1.00 

13. 

43.57 

1.67 

43.50 

1.86 

14. 

43.52 

1.00 

15. 

1  .OO 

1 .00 

16. 

43.65 

1.86 

43.70 

1.86 

17. 

43.60 

1.00 

43.44 

1.00 

18. 

43.63 

1.86 

43.55 

1.86 

19. 

43.61 

1.00 

80. 

43.52 

1.00 

43.4ü 

I.ÜO 

Zl. 

43.54 

1.86 

43.47 

1.86 

2S. 

43.60 

1.86 

43.56 

1.86 

83. 

43.59 

1.00 

43.58 

1.00 

U. 

43.68 

1.00 

43.62 

1.00 

25. 

43.57 

1.86 

43.44 

1.86 

26. 

43.40 

1.86 

43.34 

1.86 

27. 

43. Ö9 

1.00 

43.32 

1.00 

1  agC&lllliiei 

6"  43?570 

(24.55) 

6"  43^504 

(24.60) 

viOrr.  1.  UDi^. 

-1-  0.003 

0.000 

April  20. 

Aprii  21. 

aus  Nr.  1 0.  6 

"  43U1 

G.  1.86 

6"  43!37 

G.  1.86 

11. 

43.40 

1.86 

43.37 

1.86 

18. 

43.57 

1.00 

43.34 

{.00 

13. 

43.47 

1.86 

43.36 

1.86 

14. 

43.44 

1.00 

43  48 

1.00 

15. 

43.37 

1.86 

43.65 

1.86 

16. 

43.41 

1.86 

43.73 

1.86 

17, 

43.45 

1.00 

43.66 

1.00 

18. 

43.47 

I.8G 

43.72 

1.86 

19. 

43.47 

1.00 

43.63 

1.00 

Tagesmillel  43-438 

(15.16) 

6-  43:538 

(15.16) 

Corr.  f.  Uhrg. 

—  0.001 

—  0.001 

Im  Millel  gibl  die 

Reihe  T  —  6"  43^310  B'—  A'  Gew.  71.53 
Heihe  II.  6  43.521  -h  A'— B'    Gew.  83.19 


Mittel   A^  =  6~4ät416 
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Addirt  man  za  deo  fünf  Tag6BiDittelD  der  Hohe  I.  OM06  and  aobtnbHt 
von  den  andern  . OM  05,  80  erhalt  man  die  Warthe 


Apnl  i. 

=  6"  43U98 

Abw.  +  0!082 

8. 

43.348 

—  0.068 

10. 

43.237 

—  0.179 

11. 

43.432 

+  0.016 

16. 

43.492 

H-  0.076 

17. 

43.468 

+  0.058 

19. 

43.399 

—  0.017 

20. 

43.332 

^  0.084 

81. 

43.426 

-h  0.010 

n. 

43.534 

-h  0.118 

Die  Ahwcichuiigeo  sind  wieder  viel  grösser,  aKs  bei  einem  rn.  F. 
von  ±  0'03  zu  erwarten  gewesen  wöre,  zu  welchem  vielmehr  noch 
eine  miniere  Tagesunsicherlieit  von  ±  0'083  hinzutrilt.  Erklürl  man 
dieselbe  wiederum  durch  die  N'cranderlichkeil  der  persönlichen  Glei- 
chung, so  ist  es  autlaliend,  dass  diese  sich  für  die  RegistrirbeobachtungeQ 
grösser  ergibt,  als  für  die  Beobachtungen  nach  dem  Gehör;  indess  kann 
man  hierfür  den  lilrklärungsgrund  angeben,  dass  sichinGolba  jeden  Abend 
die  Lud  rasch  verschlechterte  und  deshalb  bei  den  Registrirbcobachtuogen 
im  OurchachniU  erheblich  unruhiger  gewesen  ist,  als  bei  den  anderen. 

Der  m.  F.  eines  Tagesreaaltala  der  Registrirbeobachtungen  mit  dem 
vorläufigen  Gewicht  g  ist  also 

=  ]/0!Ö8pT^ 
an  aetaeo,  wolUr  jedoch  wieder  April  17  und  19 

|/  0*088'  ^'^^ 

genommen  ist.  Man  erhalt  damit 


Reihe  I. 


April  4. 

=  0"  43^392 

m.  F.  ±  0^089 

Verb.  Gew.  1  27 

8. 

43.242 

0.089 

1.28 

10. 

43.131 

0.090 

1.84 

11. 

43.386 

0.089 

1.86 

24. 

43.488 

0.089 

1.28 

Mitlell. 

6-  43!305 

±  0!040 

6.33 

Reihe  II. 

Apnl  16.  ^X 

=  6"  43^597 

m.F.  ±  ()-lU4 

Verb.  Gew.  0.92 

17. 

43.673 

0.Ü72 

1.93 

19. 

43.304 

0.072 

1.93 

80. 

43.437 

0.089 

1.88 

21. 

.i3.ö31 

0.089 

1.28 

Mittel  11. 

6-  43?686 

±  0;037 

7.34 
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Das  Resultat  der  Registrirbeobachtungen  (ur  die  Läugendiffereoz 
ist  das  arithmetische  Büttel  der  beiden  Mittel  1  uod  U,  nanilich 

6-  43t416  mit  dem  m.  F.  ±  0!027l. 

Die  Differenz  II  —  I  =  Hh  0-221  stimmt  sehr  genau  mit^  dem  Ke- 
sullal  der  voihiu  wahiit*Mi  iiirccton  Veigleicbung  B.  —  A.  =  -h  0^108 
Uberein;  inde.>s  kann  dicss  nur  als  zuliilb'g  angesehen  werden,  ziiniul 
da  Auvvers  bei  dieser  Vergleichung  nicht  seinen  eigenen,  sondern  den 
auf  eine  bedeutend  ^rüssere  Hubhohe  ^estellteo  Leipziger  SigualdrUcker 
beoutzte.  — 

Die  regiatrirleo  Goincidenzen  sind  nur  zur  Conirole  der  gehtfrlen 
beobachtet.  Dicht  aber  zur  Befitimmaog  der  LaogeodifferoDz.  weil  sie 
Dar  auf  einem  weniger  directen  Wege  zu  einem  bis  anf  die  kleinen 
Fehler  der  Zeitttbertragungen  selbst  mit  der  unmittelbaren  Messong  der 
Lftagendifferenzen  auf  den  Streifen  idenliscben  Resnllale  fUhren  müs- 
sen. Indess  ist  noch  eine  Bemerkifng  Uber  dieselben  hinmzQfägen. 

Bildet  man  nämlich  die  Werlhe  der  Langendifferenzen  aus  den 
Hei^istrirbeobachlungen  mit  Hülte  der  registrirten  Goincidenzen,  indem 
man  zu  den  Differenzen  der  Uhrzeilen  des  Durchganü;s  durch  den  Me- 
ridian in  Leipzig  nach  der  Verzeichnung  auf  dem  Leipziger  Streifen  und 
des  Durchgangs  durch  den  Gothaer  Meridian  nach  der  Verzeichnung 
auf  dem  Golhaer  Streifen  die  aus  der  Tafel  (b)  am  Anfange  dieses  Ab- 
schnitts zu  interpolirende  Zeitdifferenz  addirt,  so  sieht  man  sogleich  eine 
besUlnd%e  Abweichung  der  erhaltenen  Werthe  von  den  Mitteln  der  auf 
den  beiden  Streifen  durch  die  entsprechenden  Steine  gemessenen  Lan- 
gendifferenzen.  Der  mittlere  Werth  dieser  Abweichung  ist  (mit  Berttck- 
aichtigung  der  Gorrectionen  wegen  des  Uhrganges) : 

April  H.     -I-  ü-OöG  aus  9  Sternen 


13. 

0.059 

6 

I» 

16. 

0.020 

2 

tl 

17.  1 

0.035 

M  3 

*t 

II 

0.030 

„  8 

•* 

19.  r 

0.027 

8 

.t 

II 

0.007 

8 

it 

20. 

0.016 

„  9 

»» 

21. 

0.01 1 

„10 

24. 

o.on 

..10 

im  Mittel  also  die  Längendifferenz  nach  den  Goincidenzen  scheinbar 
etwa  0-01  a  kleiner. 
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Da  die  Bpocbea  dear  Coiocidenzen  vod  dem  Mittel  der  Durchgang»- 
Zeilen  der  Registrirsteme  in  der  Regel  erheblich  (im  Mittel  1^)  ver- 
schieden gewesen  sind,  so  wird  man  diesen  Unterschied  wohl  dorch 
eine  Ideioe  Abweichung  des  nSchtlichen  rehitiven  Uhrgangs  von  dem 
bei  den  Zeilttberiragungen  aogewandten  mittlem  SistUndigen  Gange  au 
erkittren  haben,  und  zwar  mussle  sich  der  Unlemchied  der  beidersei- 
tigen Uhrzeiten,  da  die  Coincidenzen ,  ausser  April  13,  16  und  19  II, 
nach  den  Sternbeobacbtungen  regislrirl  sind,  während  der  Dauer  der 
BeobachtungcQ  langsamer  verringert  haben,  als  anpenoronien  worden 
ist.  Trennt  man  die  Beobachtungen  eines  jeden  Abends  der  Zeit  nach 
in  mehrere  Gi  uppen,  so  gibt  in  der  Thal  jedes  Mal  die  vun  den  Coin- 
cidenzen entfcrniere  Gruppe  die  Längendiflerenz  fehlerhafter  als  die  nä- 
here, und  zwar  ist  der  Unterschied  in  den  Fehlern  im  Mittel  =  0-007 
bei  einem  Unterschied  der  .Mitlelzeiten  von  0^S8.  —  Wahrscheinlich 
hat  die  Golhaer  Uhr  ihren  Gang  am  Abend  etwas  beschleunigt;  von 
diesem  Umstand  würde  auch  ein  kleiner  bintbiss  auf  die  Bestimmung 
der  Längendillerenz  aus  den  Auge-  und  Ohr-Beobachtungen  vorauszu- 
setzen sein,  da  die  mit  denselben  verbundenen  Coinciden/en  in  der 
Regel  ebenfalls  einer  späteren  Epoche  angehören.  Indess  ist  der  Un- 
terschied der  Epochen  im  Mittel  nur  der  dritte  Theil  decgenigen,  welcher 
für  die  Registrirbeobachtungen  stattgehabt  hat,  ein  etwaiger  davon  her- 
ittbrender  Fehler  also  jedenfalls  äusserst  klein.  — 

Die  beiden  Werthe  ftlr  die  Längeudifferenz 

A.    6"  43Hi7  mit  dem  m.  F.  ±  and 
6  43.446  mit  dem  m.  F.  ±  0.0271 
geben  als  wahraeheinlichsten  Bndwerth 

6**  43USS  mit  dem  m.  F.  ±  0?0243 
Rlr  die  LSngendiiferenz  zwischen  dem  Leipziger  Fassageninstnimeot  ond 
dem  Gothaer  Meridiankreis.  Das  Gentnun  des  Hauptpfeilers  ist  in  Leip- 
zig 10.4  Meter  {fstlich  ?om  Paasageninstrament,  in  Gotha  7.9  Meter 
westlich  vom  Meridiankreis.  Die  Diiferenz  zwischen  den  Hauptpfeüern 
der  beiden  Sternwarten  ist  demnach  im  Parallel  18.3  Meter  oder  0!06S 
grosser,  also 

IT*  43-485  mit  dem  m.  F.  ±  oder  dem  w.  F.  ±M1M. 
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W.  G.  HANK  EL. 


SIEBENTE  ABHANDLUNG. 

ÜBER  DIK  THKRiMOFlEKTRISniFJ  EIGENSCHAFTEN  DES 

BEKGKRYSTALLES. 


Ab)M«4i.  d.  K  S.  ticMliick.  >l.  WiMciwh.  XIII.  U 
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Unter  den  von  Brewster  in  seinen  »Bemerkungen  Uber  die 
ThomioelektricilUl  der  Mincriilien«  *)  als  thermoelektrisch  aurgePulirten 
Kryslallcn  Hndof  sirh  auch  der  Amothysl  und  dor  Qnnrz  aus  ihm\  Dau- 
pliinc,  unter  weh  hem  letzteren  jedculalls  diojeniü;G  Vauetai  dieses  Mi- 
nerals zu  verstehen  ist,  welche  gewöhnlich  mit  ^lem  Naiueu  des  üerg- 
krystalles  bezeichnet  wird.  Iiidess  macht  Brcwstcr  durrlmuf?  keine 
weiteren  MittheilongeD  weder  Uber  die  Lage  und  Anzahl  der  Pole,  noch 
Uber  die  Starke  der  erregten  ElektriciUlt,  noch  auch  ttber  die  Tempe- 
relurerhohung»  bei  welcher  dieselbe  auftritt;  es  würde  das  von  ihm  an- 
gewandte Verfehren  (Anziehung  einer  auf  einer  Spitze  leidit  beweglichen 
messingenen  Nadel  oder  sehr  danner  Stückchen  der  innem  Membran 
von  Arundo  Phragmites)  dazu  auch  nicht  ausreichend  gewesen  sein. 

Bei  meinen  mit  Unterbrechungen  von  1834  bis  1839  Uber  die 
Thermoelektricitnt  der  Krystalle  ausgeführten  Untersuchungen**)  halle 
ich  mir  nicht  suwohl  die  Auffindung  neuer  thci  inoolektii.selier  Krystalle 
als  vielmehr  die  Ernultelung  der  besondereii  Vcrllieiltinj4  der  Elekfri- 
citäl  an  den  bereits  bekannten  elektrischen  Kryslallen  und  ihres  Zusani" 
menhanges  mit  der  Form  derselben  zur  Aufgabe  gestellt,  und  es  gelang 
mir  damals,  nicht  nur  die  Angabe  Brewster's  Uber  die  durch  Erwär- 
mung am  Bei^krystall  hervortretende  Elektridtllt  im  Allgemeinen  als 
richtig  zu  erkennen,  sondern  auch  speclell  die  Anzahl  und  Lage  der 


*l  Tbe  Ediub.  Journai  ot  Scieuce,  coiiiiucteii  by  ÜaNid  Üre  wsler  iSii ,  lieft 
S;  fibmairt  im  Jahrbiidi  dwChende  and  Physik  von  Sohw ei gger,  1825,  Btl.43, 
S.  87  IT. 

**]  De  ttennosleclricilale  erystalloniiD ,  IlaUi«  I  Sdft ;  Qoawlionis  de  ibermo- 
eieclricilato  par-t  altera,  llalae  1840.  Po^.  Annal.  IM.  49,  fi.  493  IT. ;  Bif.  SO, 
8.  237  fr.,  S.  47  ff.,  S.  C05ir. 

II* 
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W.  G.  Hakkbl, 


Pole  bei  einer  grüsscrn  Zahl  mir  zur  Vcrrugung  siebender  Bcrgkryslalle 

festziislellen.*) 

Es  kann  daher  nur  ein  uufiliickliclior  Zufall  gewesen  sein .  wenn 
bei  der  einige  Jahre  spüler  von  Ries.-  inul  G.  Rose  ausgeführlen  Prü- 
fung des  Bcrgkrystalles  **)  ftlnf  einige  Zoll  lange  ziemlich  dicke  Exem- 
plare nach  der  stiirkslon  Erhilznng  keine  Elekit iciiat  zeii^len,  wenn 
auch  ein  kleinoi  m  i  i  dir  <>  Linien  langer  und  i  Linien  dicker  Krystall 
unelektrisch  Llicl)  und  nur  hei  einem  diesem  letzteren  gleichen  kleinen 
Kryslaüp  nnf  einer  riiielie  der  sechsseitigen  Zuspitzung  beim  Abk(Jhlpn 
negative,  auf  einer  Flüche  des  sechsseitigen  Prismas  aber  positive 
Kleklricilül  gefunden  wurde.  Obwohl,  wie  ich  spüter  zeigen  werde, 
die  Elektricitüf  do>  Bergkryslalles  bei  holieion  Temperaturen  verschwin- 
det, so  ist  es  iloeli  nicht  wahrscheinlich,  dass  bei  den  Versuchen  von 
Rie?;.«;  und  C.  Hose  das  Ausbleiben  der  elektrischen  Anzeichen  in 
einer  (Ur  diese  Erregung  zu  hohen  Ten)peralur  sdnen  Grund  f^elial)t 
hat,  sondern  vielmehr  in  dem  Umslande,  dass  es,  wie  gleichfalls  die 
nachfolgenden  Versuche  lehren  werden,  in  der  That  Krystalle  gibt,  die 
nur  sehr  schwach  thermoelektrisch  werden,"^}  und  dass  naoaentlich  die 
fUnf  grossen  von  R  iess  und  G.  Rose  geprüften  Kryslalle  gerade  dieser 
Klasse  angehört  haben. 

Bei  der  Wichtigkeit,  welche  wegen  ihres  Zusammenhanges  mit  der 
Krystallform  und  der  Warmebewegung  der  Thermoelektriciläl  beizu- 
legen ist,  habe  ich ,  wie  dies  auch  meine  im  Jahre  \  8a7  verOlTentlichlen 
Untersuchungen  tiber  die  Ihermoelektrisclien  Eigenschaften  des  Bora' 
dtsf)  darlhun,  so  wie  Zeit  und  vorhandenes  geeignetes  Material  an 
Krystallen  es  gestatteten,  dem  Studium  dieser  Vorgänge  meine  Aufinerk- 
samkeit  zugewandt ;  aus  diesen  Untersuchungen  theile  ich  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  die  auf  die  thermoeleklrischen  Eigenschaften  des 
Bergkrystalics  bezüglichen  Beobachtungen  und  Resultate  mit,  weil  es 
mir  {gelungen  ist,  die  elektrische  Verlheiiung  un  demselben  vollstündig 


•)  Ich  führe  Hie  von  mir  rlninnl?  pnrundenen  und  jetzt  wieder  beslUtiglen  Re- 
sultate an  dieser  Stelle  nicht  an,  weil  ich  sie  später  etwas  ausführliclier  miUliei- 
len  muss. 

**]  C«b«r  die  Pyraelektridlit  der  Hinerallen  von  Rie«s  und  G.  Rot«,  Ab- 
handlungen der  Akad.  d.  Wisscnseb.  su  Berlin  1843)  phyftik.  Ablb.  S.  96. 

•••)  s.  das  V.ivh"  des  Vlll.  Ahsohnilles. 
t)  Bd.  VI  diener  Abhandlungen  S.  149  (T. 
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zu  ermilleln,  und  %veil  gerade  die  Krystallc  dieses  MincraU  noch 
ausserdein  ein  gauz  besonderes  anderweitiges  Interesse  darbieten.  Be- 
reits im  Jahre  1844  *)  habe  ich  nämlich  zuerst  auf  den  durcli  die 
Krystallform  vermittelten  Zusammenhang  zwischen  Therrooelektricitat 
und  circttlarer  Polarisation  hingewiesen;  nun  ist  (abgesehen  vom  chlor* 
sauren  Natron  und  von  den  ihm  isomorphen  Verbindungen »  sowie  vom 
schwefelsauren  Strychnin  und  dem  Zinnober,  von  denen  ich  mir  noch 
keine  zur  therinoelektrischen  Prüfung  geeigneten  Krystalle  habe  ver- 
schaffen können,  und  abgeselieu  vom  ßoracit ,  dessen  oplisches  Ver- 
halten noch  üiclit  gehörig  festsestelll  wrrilt  u  kuiniii';  dor  ncrgkryslull 
die  einzige  bis  jetzt  bekannte  thernioelektrifiiche  Sii!)slanz,  welche  im 
festen  Zustande  die  circulare  Polarisalioa  zeigt;  ein  Umstand,  der  wo- 
senllich  zur  Erhöhung  unseres  Interesses  an  der  Kenntniss  seines 
thermoelektrischen  Verhaltens  beitragen  muss. 

Bevor  ich  indess  auf  meine  Untersuchungen  sowohl  rttcksichtlich 
des  Verfobrens«  als  auch  der  erlangten  Resultate  eingehe,  halte  ich  es 
mit  Rttcksicht  auf  das  Verstftndniss  des  Folgenden  Air  zweckmassig, 
eino  allgemeine  Darstellung  der  bisherigen  Ansichten  und  Untersuchung 
gen  über  die  Kr^stallisations-  und  Structorverhaltnisse ,  sowie  Itber  die 
Bescbailcuheil  der  BegrenzuugsflUchen  des  Bergkryslalles  vorauszu- 
^euden. 

1.  Krystallisations'  und  Slructurverfatltnisse  des  Bergfcrystalles.**) 

1.  Krystallsystem. 

Die  Ansirttlen  der  iMineralogen  über  diis  Krys^lallsyslt  ni  des  Quar- 
zes sind  seil  Uauy  sehr  verschieden  gewesen  und  auch  bis  jetzt 


*)  lieber  TbennoeleklriciUll  und  Krystallgeslall  des  oeutralen  weiiiaauren  Ka- 
ils u.  s.  w.  PopR.  Annal.  Bd.  53.  S.  620ir. 

"i  Die  ällere  Lileratur  über  die  KrysUillisalion  des  ()u.ir/cs  ist  voci  G.  Rose  in 
spiiicr  Ahliaiidlung  -üher  tlü!?  KrystrUlsyslem  des  Quarxesu  (AhhandliiiiL'pti  dpr  Ak.idp- 
iiiic  ilor  \Vi<;senschatlt*ii  lu  ßerltti  (Sil  S.  2  I  ä  u.  ii9)  zusaiiimeiigesiellt  wurden. 
Uiiiicu7.urügcii  isl  diesen  Angaben  ausser  der  obengenauiiten  wiclitigeu  Abhandlung 
von  G.  Rose  daa  «ehr  QmfaMende  Memoire  aar  la  cryslalUsalion  el  la  atructure  inlö- 
rienn»  da  qaarta  von  Desciolieaux  (Annal.  de  Cbim.  et  de  Phya.  3.  Sir.  fSSS  Bd. 
15.  S.  119  ff.},  ao  wie  Beineritimgen  von  Webaky  (Pogg.  AonaL  99,  S.  196),  Gi- 
rard  (Abb.  der  natorr.  Ges.  m  Halle  IS5S  8d.  i),  Uessenberg  (Abb.  der 
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isl  in  die&cr  UczieiiuDg  ooch  keioe  ücbereinstiuiwuujj;  erzielt  wor- 
den. 

Die  gewöhnliclie  Kryslallform  des  Bergkrystallcs  isl  ein  roguiares 
sechsseitiges  Prisma  mit  sechsflächiger  Zuspitzung  an  den  Enden.  In- 
dess  zeigen  sich  in  der  Ausdehnung  der  Flachen,  welche  diese  Zu- 
spitzungen bilden,  grosse  ÜDgleichmassigkeiten  ;  nameiitHch  erscheinen 
an  dem  einen  meist  allein  ausgebildeten  Ende  diese  Plächon  w  echselnd 
grOf^scr  und  kleiner,  sn  dusa  es  nahe  liegt,  die  sechsflächige  Zuspitzung 
nicht  als  die  gewöhnliche  holoedrische  hexsgonale  Pyramide  zu  be- 
Irachlen,  sondern  vielmehr  diese  Pyramide  in  ihre  beiden  hemiedrischen 
Hälften»  d.  h.  in  zwei  ihrer  SteHuog  nach  um  60*  oder  180'  gegen  ein- 
ander verdrehte  Bhomboeder  von  gleichen  Winkeln,  deren  Flachen  eine 
verschiedene  Ausdehnung  erhallen  haben,  zerl^t  zu  denken.  Dieses 
Vorherrschen  dreier  Fischen,  sowie  auch  weitere  Eigentharolichkeiten 
im  Auftreten  anderer  g^n  die  Hauplaxe  geneigter  Flachen  bewogen 
Hauy  in  der  That  auch,  als  Grundform  fUr  den  Quarz  das  Bhomboeder 
anzunehmen;  dagegen  vermochte  er  keine  Merkmale  au&ustellen,  um 
die  zuvor  genannten  beiden  Bhomboeder  von  einander  zu  unter- 
scheiden. 

Der  eben  erwähnte  Mangel,  sowie  die  WillkOr  welche  zum  Theil 
infolge  davon  in  der  Hauy'schen  Darstellung  der  Krystallformen  des 
Quarzes  hervortrat,  bestimmte,  wieG.  Rose  angibt,  Weiss,  als  Grund- 
form dieses  Minerals  dio  hcxagoiiale  Pyramide  zu  wühlen,  dabei  ahcr 
auch  die  Neiguuij  des  Quarzes,  ins  Rhombocdrische^  uberzugchuu ,  an- 
zuerkennen. 

Dagegen  hielt  sich  Naumann,  gesiliitzt  auf  das  Aullreleii  der 
Irigonalen  Trapezoeder  und  Pyramiden  bereits  im  Jahre  1820  lUr  be- 


Seockeiibergiscben  Ges.  I.  Bd.),  Sella  {Denkschriflen  der  Turiner  Akad.  n.  Bd.), 
di«  kiyttallographtsche  Bnlwickdung  de»  Quarzsysteme«  Ton  B.  Weiss  (Abb.  der 
nsinrf.  Ges.  su  Hille  5.  M.  S.  5t),  and  Leydolt,  über  eine  neue  Helbode  die 

Siructur  lind  Zusammensetzung  der  Rryütalle  zu  erkcnrion  u.  s.  w.  (Silzungsbericfale 
der  Akad.  der  \Vi*s   in  Wien  :  iimtli  -nHliirw.  KI.i>so  (854.  HJ.  <5.  S. 

*)  Ich  berichte  in  diesem  Abschnitte,  wie  bereit»  zuvor  angedeutet,  nur  über  die 
bisher  ausgesprochenen  Ansichten  über  die  KryslallisatioiisverhäUaisse  des  Bcrg- 
Itrystslles;  in  welcher  Weise  dieselben  gerade  atif  Gnind  meiner  OntersadiUBgen 
über  die  Tbermoeleklrtcint  m  deuten  sind,  vermag  ich  erst  am  SeUvese  dieser  Ab- 
bandhiDg  ansugeben. 
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raebllgl«  deo  BefgkryBtall  als  letartoedriwb  zu  betrachlen;^  eine  Attt' 
taoDg ,  welclie  er,  wie  er  io  der  Deuesteo  Auflage  seiiier  Mineralogie 
lurvorbebt,  dufcb  die  in  der  vorstehenden  Anmerkung  angeführten  Ai^ 
betoi  von  6.  Roae  und  Deacioizeanx  beattttigt  sieht.**) 

Die  beim  Bej-gkrysiall  auftretende  Tetartoedrie  wurde  die  von 
Naumann  sogenannte  trigonotype  oder  trapezoedrische  sein,  liei 
welcher  in  den  aufeinanderfolgenden  Gliedern  (zweien  oberen  und 
zueien  unlereu  über  (icniselben  SoxlynlBn  golc^'eiiLMi  Flüchen)  der 
zwölfseiligen  Pyramide  abwechselnd  eine  oburo  und  eine  unteio,  aber 
in  Bezug  auf  Rechte  und  LmU  cnlgegengeselzt  gelegene  Fläche  aus- 
gebildet ist. 

8.  Kryatallgeatalten. 

Wie  oben  erwähnt,  wird  die  gewöhnliche  Ikry  stall  form  des  Berg^ 
krystalles  von  einem  sechsseiligen  Prisma  mit  sechsflächiger  Zuspitzung 
an  beiden  Enden  gebildet.  G.  Roae  hat  die  beiden  Rhomboeder  (oder 
rilomboederahnlicheD  Gestallen) ,  von  welchen  diese  Zuspitzungen  lier- 
niliren,  ah  Haupt-  und  Gegenrhondxieder  unterschieden,  dergestalt, 
daas  im  Allgemeinen  die  Gruppe  der  grössem  Flächen  dem  Haupt-,  die 
Gruppe  der  Ideineren  Flsdieo  dem  Gegenriwmboeder  angehören.  Diese 
Beceicbnung  iai,  wie  aich  apMer  zeigen  wiid,  nnl  dem  eiektiiaohen  Ver» 
halten  des  Beiglcrystallea  aehr  wold  im  Binlilange»  und  aoU  daher  im  Fol- 
genden beib^ahen  Werden. 

Ausser  den  beiden  Grundrhomboedem  finden  sich  QOGb  apilsere 
und  stumpfere  Rhomboeder  (Nebenrbomboeder)  und  zwar  sowohl  von 
der  Stellung  des  Haupt-  als  auch  von  der  Stellung  des  6(igenrhomboe- 
ders;  im  Anscbluss  an  die  Bezeichnung  von  Roae  sollen  die  ersteren 


*)  Naumann,  Lelirbucb  der  reinen  und  angewandleo  KrysUllogmphie  Bd.  I. 
S.  609  und  Bd.  II.  S   3  1», 

**)  Descieizeaux  scibsl  sieht  aus  seinen  l)nler<uchiingen  die  Folgerung,  dass 
ito  GramHbm  da»  QDima  «in  MhtnlHMdMr  ati.  Er  sagt  Seite  SS8  Beia«r  Abhand- 
lung: «Tai  algndd  lea  dilHreooes  pliyalqaes  Irte-raconnaMsables»  qai  asialmt  enlra 
b  ptuparl  des  rtMinboidrei  dtrecta  el  Imrersee,  et  eatre  tot  ptagiddres  d«e  sonat 

t  «*  00  p  «  e* ;  oes  dilTdrenee»;  en  e'ajaulaiil  ä  plualeors  aatres  raisons,  ne  paraia- 

seni  (levoir  Hre  consid^rees  comme  un  argument  ä  peu  pr^s  sans  r^plique  en  favenr 
Jn  l'npiniori  nncicnnement  t^mise  pur  Hauy,  ;i  savoir.  qu'oti  devrait  regarder  l6  rbOU- 
boedre  comme  ^laut  le  tjpo  crysUllio  du  qaarti  et  celui  de  u  maUeoie. 
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Nebenrhoiiiboeder  erster,  die  letzteren  dagegen  Nebenrbomboeder  zwei- 
ler Ordnung  genannt  werden. 

Ausser  den  Hachen  des  sechsseitigen  Prismas  und  der  Rhomboeder 
erscheinen  häufig  noch  Abstumpfungen  der  Seitenecicen  oben  nnd  unten 
an  den  abwechselnden  Kanten  des  Prismas;  dieselben  gehören  einer 
trigonalen  Pyramide  an,  und  kOnnen  an  den  einen  oder  andern  drei  ab- 
wechselnden Kanten  auftreten.  Diese  Flächen  besitzen  gewöhnlich  die 
Form  eines  Rhombus,  und  sind  daher  unter  dorn  Namen  der  Rhomben- 
flächen bekannt.  Stellen  wir  einen  Bergkryslall  \or  uns  iim,  mit  seiner 
Hauplaxe  aufrecht  und  eine  Prismenflache,  welche  oben  eine  Fluche  des 
Hauptrhomboeders  trägt,  auf  uns  zugewendet,  so  soll  die  trigonaie 
Pvidiiiide  eine  rechte  heissen,  wenn  die  rhombische  Fläche  auf  der  Le- 
zeiclineten  Prisiuenflache  oben  (also  unterhalb  der  Tlauptrhomboedcr- 
flUcho)  rechts,  dagegen  eine  linke,  wenn  die  Rliombenflttche  oben 
links  lie^^t 

Ferner  erfahren  die  Combinationskanfen  der  Rbombenfllichen  mit 
den  Prismenflächen  öRer  Abstumpfungen,  die  von  trigonalen  Trape- 
zoedem ,  den  viertel  flachigen  Gestalten  der  holoedrischen  zwölfseitigen 
Pyramide,  hcrrtihren.  Die  vier,  theils  nach  der  Stellung  thöls  nach  der 
Form  verschiedenen  trigonalen  Trapezoeder,  welche  sich  aus  einer 
zwölfseitigen  Pyramide  bilden  lassen,  kflonen  wir  mit  G.  Rose  aU 
Trapezoeder  erster  oder  zweiter  Ordnung  unterscheiden,  je  nachdem 
ihre  Flachen  unterhalb  der  FIttchen  des  Haupt-  oder  des  Gegenrfaom- 
boeders  liegen.  Die  rechten  und  linken  Gestalten  in  jeder  Ordnung 
bestimmen  sich  darnach,  ob  ihre  Fhlcben  am  obera  Ende  des  Krystalles 
auf  der  dem  Beschauer  zugewandten  Prismenflicbe  rechts  oder  links 
liogen. 

In  seltenen  FUlen  zeigen  endKcfa  die  abwechselnden  Seitenkanlen 
des  Prismas  Abstumpfiingen  oder  Zuschürfiingen,  welche  von  trigonaten 
oder  ditrjgonalen  Prismen  faerrtthrmi. 

Ob  die  von  Descioizeaux  bei  zweiKrystallen  an  dem  einen  Ende 
beobachtete  matte  Flache  senkteebt  gegen  die  Hauptaxe  eine  wahre 
Krystallfiflche  ist,  dürfte  sich  noch  nicht  mit  Bestimmtheit  entscheiden 
hissen. 

3.  Durchgänge. 

Die  boiiii  Quarz  überhaupt  nur  sehr  unvollstWndisc  Si>.ilit)fii k  it 
wurde  von  Uauy  gleich  deutlich  parallel  den  Flachen  beider  Rhoiu- 
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boeder  angegeben.  Naumaon^)  und  Dcscioizeaux'''')  erwähnen 
nor  die  SfNillbarkeii  parallel  mit  den  Flächen  des  Hauplrhomhoeders. 
and  aufiserdem  ersterer  auch  noch  Spuren  derselben  parallel  den 
FlHchen  des  verticalen  Plnsmas. 

11.    Beschaffenheit  der  Flächen. 

A.    Glauz  uod  Gllltte  derselben. 

Ks  wurdo  sclion  üben  S,  3^6  auf  die  Schwierigkeiten  hingewiesen, 
die  Flachen  der  beiden  Rhoiiihoodcr  (des  iiaupl-  und  des  Gegenrhom- 
hocders)  von  einander  zu  unterscheidon ,  und  doch  ist,  wie  wir  später 
sehen  werden ,  diese  Unterscheidung  für  die  Bestimmung  der  thermo- 
eleklrischen  Verhältnisse  am  BergkrystaUe  absolut  notbwendig.  Wie 
aus  dem  Vorstehenden  erhiUi,  sind  die  Durchgänge,  selbst  wenn  sie 
nach  den  Flächen  des  einen  Rhomboeders  etwas  stärker  entwickelt  sein 
sollten,  als  nach  den  Flächen  des  anderen,  ihrer  geringen  Deullicli- 
keit  wegen  dazu  nicht  geeignet;  es  bleibt  daher  (abgesehen  von  dem 
später  zu  erwähnenden  elektrischen  Verhalten)  als  Unterscheidungs- 
mittel  nur  die  Beschaffenheit  und  Ausdehnung  der  Krystallflächen  Übrig. 
Ct.  Rose  hat  in  der  oben  S.  385  citirten  wichtigen  Abhandlung  bereits 
sehr  worthvollo  Beitrüge  gerade  über  diese  Beschaffenheit  mit-i  iheilt, 
und  auch  der  sehr  eingehenden  ArheiJ  Dcscloizoaux*  lassen  sich  in 
dieser  Beziehung  mehrere  Angaben  entoebmcn. 

i.    Flächen  des  gowöhniictieu  sccbsseiligeD  Prismus. 

Die  Flächen  des  gewöhnlichen  sechsseitigen  Prismas  sind  meistens 
horizontal  gestreift,  und  es  erscheinen  diese  Streifsn  bald  weiter  bald 
enger  von  einander  abstehend:  sie  fehlen  aber  nacb  G.  Rose  beson- 
ders bei  den  Krvstallen .  welche  in  den  Höhlungen  des  körnigen  Kalk- 
steins, des  Mandelsteins  und  in  den  Spallen  der  Mergelkugela  vor- 
kommen. 

In  Betreff  des  Glanzes  V(M  haItea  sicli  bei  sehr  \  ielen  Kryslallcn  die 
sämmtlicben  sechs  Flächen  gleich ,  oder  es  ist  wenigslens  nicht  mit  völ- 


*)  Elemente  der  Mineralogie.  6.  Anll.  S.  190. 
")  In  der  eben  S.  3ts  ellirlen  Abbeodlnng  8.  301. 
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Wlger  BestiniDlheit  ein  Untenchied  zwischoD  ämen  oacbzmveisini*  Da- 
gegen gibt  68  zahlreiche  anctore  Krystalle,  an  denen  efn  solcher  Unter- 
schied in  ganz  entschiedener  Weise  hervortritt,  wobei  möglicherweise 
der  Unterschied  im  Glänze  durch  einen  Unterschied  in  der  Streifung 

licrvorgcrufcn  sein  kann.  So  sagt  G.  Hose  über  die  Järischauer  Kry- 
slallc:  »Die  PrismenflSichen  sind  sämnUlich  in  die  Quere  gestreift;  dorh 
ist  diese  Streifung  nicht  überall  gleich;  hei  den  einen  abweclisclnden 
Seiteiinaciien  Stehen  die  Streifen  etwas  weiter  ans  einander,  bei  den 
anderen  sind  sie  enger;  die  ersteren  Fläclieri  sind  dabei  aliitizender ,  die 
anderen  weniger  glänzend.  Hei  manchen  Krystallen  ist  dieser  Unter- 
schied sehr  gross,  bei  anderen  ist  er  indessen  geringer.«  Auch  bei 
mehreren  der  von  mir  untersuchten  Striegauer  Krystalle  tritt  der  Un- 
terschied im  Glänze  der  abwechselnden  Prismenflächen  sehr  bestimmt 
auf  allen  oder  wenigstens  aaf  mehreren  Flachen  hervor,  and  zwar  ist 
die  VertheiloDg  der  mehr  oder  weniger  glanzenden  Flächen ,  wie  dies 
auch  Rose  angibt,  der  Art,  dass  an  dem  bei  den  Bergkrystallen  ge- 
wöhnlich allein  ausgebildeten  Ende  (ich  will  es  das  obere  nennen)  die 
Flachen  des  Hauptrhomboeders  auf  den  stSrker  glanzenden,  die  Flachen 
des  Gegenriioinboeders  dagegen  aof  den  rahider  glänzenden  Prismen- 
fliciien  angesetzt  sind. 


t.   Ptleheo  der  Rbomboeder. 

a.  Haupt-  und  Gegenrhomboeder. 

Ebenso  wie  aoler  den  Prismenflflchen  ist  auch  oft  anler  den 
Flachen  der  beiden  Rbomboeder  ein  Untendited  im  Glänze  wahmehoa- 
bar,  und  zwar  scheint  zwischen  den  Unterschieden  im  Glänze  der  Pris- 
men- and  der  Rhomboederflachen  ein  Zusammenbang  zu  bestehen. 
Wahrend  G.  Rose  bei  den  Krystallen  von  New -York,  Carrara  und 
Quebec,  wo  kein  Unterschied  im  Glänze  der  Prismenlläclien  zu  erkennen 
war,  ebenfalls  keinen  im  .Aussehen  der  Flächen  der  Rhomboeder  wahr- 
zunehmen vermochte,  fand  er  einen  solchen  bei  den  Kristallen  von 
Jtirischaii  und  Striegaii,  an  denen  auch  die  Prismenflflchen  in  ungleichen» 
Grade  glänzten  Bei  den  letzleren  Krystallen  waren  die  FU^rhen  des 
Hauptrhomboeders  spiegelflächig  glänzend,  die  Flftchen  des  Gegenrhom- 
boeders  aber  ein  wenig  matter,  wenn  auch  noch  Bilder  mit  ziemlich 
scharfen  Umrissen  reflectirend.  Bei  den  Danphinter  lürystallen  ist  nach 
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Kose  zwischen  don  Flücheu  der  beiden  Rhoiubueder  in  Bezug  auf 
Glanz  und  Olütlo  entweder  kein  beinerklirlior  Unterschied  vorhanden, 
oder  wenn  ein  solcher  nur  hczilglieh  des  Ülanzes  eiolrilt.  sind  die 
Flächen  des  Hauptrhomboedcrs  »stets  mehr  oder  weniger  glänzend«  als 
die  des  Gcgenrhonibooders,  die  dann  öfter  ganz  matt  erscheinen.  TriU 
ein  Uoterschied  in  Bezug  auf  Glanz  undOliitte  ein,  so  sind  gewöhnlich  die 
Flachen  des  Hauptrhomboeders  warzig,  die  des  Gegen rhomboeders  glati 
ood  dabei  häufig  malt;  zuweilen  sind  auch  die  Flachen  des  letzteren 
Rhomijoeders,  wenn  auch  nur  unbedeutend  warzig  und  die  des  ersteren 
glatt,  and  in  diesem  Falle  erscheinen  auch  die  FlAcben  des  G^en- 
rhomboeders  glänzend ,  wenn  gleich  weniger  als  die  des  Bauptrhom- 
boeders.  Bei  den  Zwilfingakryalallen  des  genannten  Fundortes  zeigt 
fflch  ehenfalls  hflnfig  ein  Unterschied  in  Glanz  und  Glatte  zwischen  den 
Rhomboederllachen.  Tritt  ein  solcher  Unterschied  gleichzeitig  an  den 
Rhomboeder-  und  Prismenflachen  hervor,  so  ist  dann  ebenso  wie  bei 
den  Jarischauer  Krystallen  stets  nnr  dasjenige  Ende  ausgebildet,  an  wel- 
diem  die  glänzendere  Rhomboederflachen  auf  den  glanzroderen  Pris^ 
menflachen,  und  die  matten  Rhomboederflachen  auf  den  matten  Pris- 
menflachen  aa^esetzt  sind.  Znweilen  findet  ein  Unterschied  im  Glänze 
der  Rhomboederflachen  nicht  statt,  und  in  diesem  Falle  reflectiren  öfter 
die  Flachen  des  Hauptrhomboeders  ein,  wenn  auch  nur  schwaches, 
doch  deutliches  rotbes,  die  Flachen  des  Gegenrhomboeders  aber  ein 
grünes  Licht.*) 

b.   FlidMO  der  fibrigan  Rhomboeder  (Nebinrbombovder)  ar«t«r  uüd  zw«il«r 

Bis  jetzt  sind  beim  Bei^krystalle  über  30  Rhomboeder  der  ersten 
und  ebenso  viele  dpt  zweiten  Ordnung  mil  mehr  oder  weniger  Sicher- 
heit beobachtet  worden.  Ueber  die  Balfte  derselben  kommen  in  beiden 
Ordnungen  vor,  d.  h.  zu  jedem  der  betreflbnden  Rhomboeder  der  ersten 
Ordnung  eitisttrt  das  Gegenrfaomboeder. 

Auf  den  i- lachen  dieser  Nchenrhomboedcr  spricht  sich  der  Unter- 
schied liuer  Stellung  durch  Glanz  uud  Streifung  im  Allgemeinen  viel 


*)  Auf  den  FariferB  kommen  KryiUlle  mit  nur  einem  Hhonbeeder  vor,  di«,  ob- 
wobl  sie  neu  eind,  Rose  docb  als  Fttehen  des  Hauptrhomboeders  beirachlet,  de 
das  «Udnige  Toikomneo  des  GegenrbondHMdefs  noch  nidil  beobscbiei  ist. 
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besttmiDter  aus,  als  aof  den  Piachen  der  Grundriiomboeder  (d.  b.  des 
Baapt-  und  Gegenrhomboeden).  Die  Fladien  der  Rhomboeder  erster 
OrdnoDg  sind  geNvöhnlich  glaosend,  wenn  anch  Öfter  abgemndel  (arron- 

dies  Descioiz.);  indcss  finden  sich  dnzelne  auch  gestreift,  jedoch  im 

AllgcDieincii  iiimuü  schwacher  als  die  benachbarten  Flachen  der  Rhom- 
boeder zweiter  Ordnung,  die  nach  G.  Rose  itets  auch  mehr  oder  we- 
niger malt  erscheineo. 

8.  PtSchen  d«r  trtgonalen  Pyramide. 

Die  IHächcn  der  trigonalen  Pyramide  (die  sogenannten  Rhomben- 
flachen)  Kind  nach  G.  Rose  stets  glänzend  und  zuweilen  wohl  glatt, 
gewöhnlich  aber  doch  parallel  den  Kanten  mit  dem  Hauptiiiomboeder 
gestreift. 

4.  Fliehen  der  trigonalen  Trapexoeder. 

Leber  die  BcschaOenhcil  der  Flachen  der  trigonalen  Trapoznodor 
macht  G.  Rose  folgende  Angaben:  Von  den  Flacijcn  der  unteren  Ira- 
pezoeder  erster  Ordnung  sind  die  Flüchen  von  6  P  f  stets  glatt  und 
glänzend,  die  Flachen  von  4jPf  häufig  matt,  und  die  Flachen  von 
5  P  1^  in  den  wenigen  Fällen ,  wo  sie  vorgekommen  sind ,  ghtnzend  uod 
glatt.  Die  FJftchen  des  oberen  Trapezoeders  ^  P  |  sind  ebenfalls  glän- 
zend, doch  gestreift  parallel  den  Kanten  mit  den  Rhombenflachen.  Die 
Flachen  der  Trapczoeder  zweiter  Ordnung  sind  stets  in  demselben  Sinne 
gestreift,  wie  die  Rhomben-  und  oberen  Trapezflachen,  also  parallel  der 
Kantenzone,  worin  sie  sammtlicb  liegen.  Sie  sind  dabei  meistens  noch 
mehr  oder  weniger  glänzend,  öfters  aber  ganz  matt. 

In  gleicherweise  spricht  sich  Descioizeaux*)  fiber  die  Beschat- 
fenheit  der  Flachen  der  unteren  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  dabin 
aus,  das«  diese  Flachen ,  die.  also  zwischen  den  Rhombenflacben  und 
denjenigen  Prismenflachen  liegen,  auf  welchen  die  Flachen  des  Gegend 
rhomboeders  aussetzt  sind)  stets  m^r  oder  weniger  stark  parallel 


"j  S.  19?  «ofncr  Abhandlung  setzt  Descloizoaiix  hinzu;  Ce  caract^re  csl  si  coii- 

slfuil,  f|u'il  cmpeclic  toulc  confiisioii  cnlro  los  faccs  de  la  zoue  p  s       (untere  Trape- 

t 

zoecier  zweiter  Ordniinä,'  el  ceiles  de  la  zuiie  e'  5  e*  (untere  Trapczoeder  er  ster  Ord- 
nung), Ol  i|ue  (laus  t  erlaiiis  enolieveUrempiil'?  dotiteiix  on  peul  l'euiployer  pour  fixer 

la  Position  relative  des  faces  p  (Haupt-)  et  e'  (Gegeurliooiboeder). 
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ihrer  Zoneoaxe  gestreift  sind.  Dassefbe  Aussehen  zeigen  nach  ihm  die 
Flachen  einiger  oberen  Trapezoeder  erster  Ordnnng  aus  derselben 
Zone  (die  also  libor  den  RhombenlUichen  nach  den  Flachen  des  Haupt* 
rhomboeders  hin  liegen),  wahrend  die  Flachen  der  anderen  Trapesoeder 
dieser  Kategorie  mehr  oder  weniger  abgerundete  Flachen  darbieten. 

B.    Grösse  der  Flachen. 
I.  RhomboederfUchan. 

BeroÜs  in  <lor  MitllieiUuii;  meiiier  ersten  Versuche  über  das  lliernio- 
t  lt  klrische  Verhallen  (K"'r  Bergkrystallo*)  habe  ich  auf  einen  fast  slets 
vorhandenen  Unterschied  in  der  Ansinidnni:  der  beiden  Endoii  ilie.ser 
Krvslalle  hingewiesen,  und  bei  aufrt'rhier  Stelhinj?  (ief>ell>en  tlu;  beiden 
Enden  als  obere  und  untere  nnlerschied(Mi.  Ks  wird  sieh  nachlier  zei- 
gen, dass  in  den  meisten  Füllen  sich  beide  Enden  ohne  Schwierigkeit 
unterscheiden  lassen.**) 

Sind  die  Krystalle  mit  dem  einen  Ende  angewachsen,  so  soll  das 
teie  Ende  mit  dem  Namen  des  oberen  belegt  werden. 

Es  dürfte  wohl  kaum  ein  Bergkr^stall  existireo,  bei  welchem  am 
oberen  Ende  die  sechs  Flüchen  der  Zuspitzung  genau  gleiche  Ausdeh- 
nung besitzen.  Sehr  häufig  wechseln,  wie  bereits  oben  S.  326  erwähnt, 
drei  grosse  Flächen  mit  drei  kleineren  ab;  erstere  sind  die  Flächen  des 
Haupt-,  letzlere  die  Flächen  des  Gegenrhoroboeders.  Oefter  kommt  es 
auch  vor,  dass  eine  der  Flachen  des  Hanptrhomboeders  znriickbleibt, 
oder  dass,  wie  dies  namentlich  bei  den  Dauphinter  Krystallen  sehr  ge- 
wöhnlich ist,  eine  Flache  des  Haupirhomboeders  alle  übrigen  in  ihrer 
Ausdehnung  überwiegt.  Bei  manchen  Krystallen  erlangen  andererseits 
eine  oder  zwei  Flachen  des  Gegenrhomboeders  nahe  dieselbe  GrOsse  wie 
die  Flachen  des  Hauptrhomboeders.***) 


*J  Pogg.  Anoal.  Bd.  ftS.  S.  606. 

**}  Wo  die  iMiden  End««  nicbi  unleraeheidbar  sind,  hat  Ihre  CFiitertcheidoiig^ 

yne  sich  später  zri.L;eii  wird ,  auch  in  elektrischor  Beziehung  keine  Bedeutung  ;  in.in 
kiinn  iti  iIio<;en  Füllen  den  Krystalt  beliebig  stellen,  d.  k.  die  beiden  Enden  seiner 
Haupt» \c  \erwecli$eln. 

** '  j  Wie  es  sich  mit  der  von  U  a  u  y  aufgcsltiillen  variüle  hyperoxide,  wo  die  Flächen 
des  HsopUboittboeden  kldner  geteicbnet  sindi  «k  die  des  Geaenrhomboeden,  ver« 
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Ist  dar  Krystall  am  uoteren  Ende  gleicbflilte  aiugeblldet ,  so  zeigt 
dieses  Ende  auch  wohl  emeAbweobselung  von  grossen  Qod  kleiiieo  Fte- 
f^n,  dodi  meisteiis  nicht  ganz  so  regefansssig  wie  das  oltore  Bndc, 
namentlich  bleibt  htta6g  eine  der  Flachen  des  Hauptrhomboedera  in  ihrer 
Entwickelung  etwas  zurück,  während  dafür  (jine  der  Flachen  desGegen- 
rhoniboeders  mehr  h(!rvortrilt.  Bei  ihrer  Ausdehnung  kommt  nun- die 
vergrösserte  Flüche  des  Gegenrhomboeders  mit  der  an  demselben  Ende 
-  gegenüberliegenden  Fläclie  des  iiiiupiriiomboedprs  in  einer  kurzen  hori- 
zontalen Kante  zum  Durchschnitt,  wllhrend  das  obere  Ende  gewöhnlich 
eine  vollkommene  dreiflächige  Zuspitzung  zeigt.  Wachsen  am  unteren 
Rnde  die  beiden  eben  bezeichneten  Flachen  eine  Fläche  des  Haupt- 
und  die  izei-t  nulji'Hieyende  ['lache  des  Gci^enrhomboedprs)  noch  weiter, 
w&hrend  die  übrigen  Flächen  dieses  Endes  zurücktreten,  so  entsteht 
die  sehr  gewöhnliche  Bildung  einer  längeren  Kante  oder  Schneidet  an 
deren  beiden  seitlichen  Endpunkten  die  vier  kleinen  Fhichen  paarweise 
liegen.  Bei  dieser  Gestalt  trügt  dann  eine  Prismenflüche  oben  und 
unten  eine  grosse  Rhomboederfljicbe,  oben  dem  Uaopt-,  unten  dem 
Gegenrhoniboeder  angehörjg. 

Indess  ist  die  Bildung  einer  solchen  Schneide  nicht  blos  auf  das 
unlere  Ende  bescbrttnkt;  sie  kommt  bei  aui^wachsenen  Krystallen 
auch  bisweilen  an  dem  freieOt  dem  sogenannten  oberen  Ende ,  und  bei 
vollständig  ausgebildeten  Krystallen  an  beiden  Enden  vor. 

Die  schneidenibrmige  Gestalt  des  unteren  Endes  ist  httofig,  nament* 
lieh  bei  grosserer  Lttnge  der  Hanptaxe,  mit  dner  mehr  oder  minder  be- 
trUchtlichen  Verdickung  dieses  Endes  verbunden. 

Bei  manchen  Eryslalten.  wo  das  obere  Ende  eine  sehr  grosse 
Flüche  des  Haupirhomboeders  trügt,  ahmt  das  untere  Ende  diese  Ge- 
stalt, wenn  auch  m  weniger  vollkommeoer  Weise  nach,  indem  hier 
ebenblls  eine  Flache  des  Hanptrhomboeders  vorwiegt.  In  diesem  Falle 
ist  an  den  mir  vorlK  gendra  Exemplaren  das  untere  Ende  etwas  dicker 
als  das  obere;  der  Krystall  erscheint  gewissermassen  auf  jenes  Ende 
gestaucht. 


hau,  v«nD«e  ich  wegen  Mangel  an  Malerial  nteht  lo  entoabeiden.  Deceloiaeaiix 
nennt  S.  1 44  seiner  Abhindlung  das  Vorwatien  der  FUldien  des  llauplHiOiBböeder« 

über  die  FIScIhmi  Jes  Gef;«  nrfioni!)OP(lors  iin  carad^re,  «|ui  s'obäserve  pas  non  jrtö» 
dans  loiiles  les  locatit^  oder  S.  U6  qui  eal  lein  d'Mre  ftin^ral. 
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Nicht  selten  fiadet  sich  auch  am  unteren  Ende  die  Spitze  oder 
Schneide  infolge  maDgelhafter  Aoabilduog  in  zwei  oder  mehrere  aufge- 
löst.*) Ueberfaaupl  uigl  das  nnlere  Ende  im  Allgemeinen  eine  unvoll- 
kommenere Ansbildang,  die  sich  bei  auIjsewachseDen  Krystallen  darin 
aussprichl,  dass  die  am  oberen  finde  klare  Masse  nach  unten  hin  triibe 
und  undurchsichtig  zu  werden  beginnt. 

Endlidi  sei  hier  noch  der  Form  gedacht,  wo  das  untere  Ende 
ehensü  wie  das  obere  abwechselnd  drei  f;rosse  und  drei  kleine  Rhom- 
boederflächen  zeigt,  jedoch  uicUt  in  der  zuvoi  angoirebcnen  Weise,  son- 
dern dergestalt  angeordnet,  dass  drei  abwechselnde  PusmenflUchen 
oben  und  unten  grosse ,  die  drei  anderen  aber  an  beiden  Enden  kleine 
RhomboederAttchen  tragen;  eine  Form,  die  von  G.  Rose  wohl  mit 
Recht  als  eine  Zwillingsgestalt  (durch  Drehung  der  unteren  HttlAe  des 
Krystalles  um  60«  oder  480«)  gedeutet  wird. 

1.  Prismenfllehen. 

Gibt  es  auch  Ber^ki  Vhlalle,  bei  denen  die  sedis  Prismenflächen 
nahe  dieselbe  Breite  besitzen,  so  ist  doch  bei  den  meisten  in  der  Breite 
dieser  Flüchen  ein  mehr  oder  minder  grosser  Unterschied. 

Wahrend  in  dem  Falle,  wo  die  Prismenflachen  abwechselnd  an  bei- 
den Enden  grosse  oder  kleine  Rhomboederflächen  tragen ,  die  Prismen- 
flichen  gewöhnlich  abwechselnd  breit  und  schmal  sind,  dergestalt,  dass 
auf  die  breiten  Prismenfliichen  die  grossen,  auf  die  schmalen  Prismen- 
flachen dagegen  die  kleinen  Rhomboederflflcben  aufjsesetzt  smd:  er- 
scheinen bei  den  Krystallen,  welche  am  unteren  Ende  ^ne  Iflngere 
Schneide  darbieten,  diejenigen  beiden  Prismenfliichen,  zu  welchen  die 
in  der  Schneide  zusammenstossenden  grossen  Rhoroboederfl&chen  ge- 
hören, als  die  breitesten,  so  dass  infolge  dessen  die  Querdimension 
des  Krystalles  in  der  Hicblung  seukrechl  auf  jene  Prismenflacben  als  die 
klemste  sich  darstellt. 


*)  Idli  glaube  nicht,  dass  man  berecbtigt  Ist,  tfbnmlUche  Krystalle  mit  solcfaeil 

Bildungen  als  Zwillinge  oder  mehrfacti  zusammengesetzte  Krystalle  zu  betrachten. 
Denken  wir  uns  dio  oinzpliion  Spitzon  «sehr  klein  und  in  einer  auf  f!er  Haupliixf  seiik- 
rcrhlen  Ebene  endigund,  so  würde  die  malte  obeu(S.  32Kj  erwähnte  geradangcselzte 
Eiidßäche  entstehen. 
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III.    Unlenchied  iwiicheD  den  beiden  Enden  der  Haupteze. 

Im  vorigen  Abschnitte  ist  S.  333  ein  Unterschied  zvviscbcD  den  bei- 
den Enden  der  Haiiptaxe  hervoi^eboben »  und  infolge  dessen  das  eine 
Ende  als  oberes,  das  andere  als  unteres  bezeicbnet  worden. 

Noch  schttrfer  wtirde  dieser  Unlerschied  ausgesprochen  sein»  wenn 
die  von  Descioiseaux  an  zwei  Krystatlen  beobacblele  matie  End- 
fläche eine  wahre  KrystallflSche  ist.*)  Bei  dem  einen  vollstttndig  aus- 
gebildeten Krystalle"^)  würde  dann  das  obere  Ende  die  gewöhnliche 
aus  drei  grossen  und  drei  kldnien  Rhomlioederflacben  gdjüdete  Zu- 
spitzung, das  untere  dagegen  die  gerade  Endfläche  nebst  schwachen 
Abstumpfungen  Ihrer  Kanten  mit  den  PrismenOildien  tragen. 

Noch  in  anderer  Weise  macht  G.  Rose  bei  Beschreibung  der  Jft- 
riscbaner  Krystalle  auf  einen  Unterschied  der  beiden  Enden  anfinerk* 
sam.  Nachdem  er  des  Umstandes  gedacht  hat,  dass  bei  manchen 
dieser  Krystalle  die  Prismenflachen  abwechselnd  grosseren  und  gerin- 
geren Glanz  zeigen,  fährt  er  fort:  «Die  beiden  Enden  des  Krjstalles 
waren  daher  bestimmt  von  einander  vorschieden ,  indem  an  dem  einen 
Endo  (lio  gliinzenderen  oder  IhiujiiiliomhoedcrflJichon  auth  auf  den 
gldnzondpreii  SeilenHiiclit^n ,  au  deui  andereu  dagegen  auf  den  %veni.i:er 
glan7.eudeu  aufgesetzt  würen;  indessen  habe  ich,  oligleich  icli  eine 
grosse  Menge  Kr\ stalle  dieses  Fundortes  untersuriil  habe,  immer  nur 
das  erstere  Ende  auskryslallisirt  j[$eschen,  mit  dem  anderen  waren  die 
Krystalle  slels  aufgewachsen.« 

Unter  den  von  mir  auf  ihr  thermoelektrischcs  Verhalten  untersuchten, 
weiter  unten  bescliriebcnen  Krystallen  finden  sich  drei  an  beiden  Enden 
ausgebildete  mit  abwechselnd  mehr  und  weniger  glänzenden  Prismenllü- 
chen  (Krystall  Nr.  V  aus  dem  Danphine  Fig.  1 1  u.  1 2,  Kry  stall  Nr.  XII  aus 
Striegau  Fig.  25 u.  26,  u.  Krystall  Nr.  XIII  Fig.  27  u.  28  aus  dem  Dauphin^) ; 
die  oberen  Enden  tragen  deutlich  durch  ihre  Grösse  nnterschieden  die 
FhUhen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders  (bei  dem  einen  mit  einer 
vorherrschenden  FIttcbe  des  Hauptrhomboeders),  und  laufen  in  eine 


*\  Üober  eine  Mui^lic hkoit  ilircr  iMiistchiing  infolge  nwngelhaner  Ao$bÜ<lung 
vergl.  die  Atimortuii^'  .uif  \orhergeliend(»r  Seite. 
♦*}  Fig.  60  der  Abliandl.  von  Desrloizeaux. 
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SpiUe  aus;  an  den  unteren  finden  dagegen  hat  sich  bei  zweien  eme 
mehr  oder  weniger  lange  Schneide  ausgebildet.*)  Die  gUmzcndcn  Pris- 
menflächen  tragen  am  oberen  Ende  die  Flächen  des  Uauptrhombocdcrs. 

Uebrigens  bemerke  ich,  dass,  wie  in  der  Anmerkung  auf  S.  333 
schon  angedeutet  wurde ,  bei  vollsiundig  regelmässigen  und  an  beiden 
Enden  gleichmassig  ausgebildeten  Krystallen  eine  Unterscheidung  der 
beiden  Enden  der  Haoplaze  uiiiD(%lich ,  aber  auch  ohne  alle  Bedeutung 
iii;  dieselbe  kommt  Oberhaupt  nur  bei  den  an  einem  Ende  ausgebil- 
deten und  am  anderen  aufgewachsenen  oder  bei  den  an  beiden  Bnden 
in  nngleicber  YoUkommenheit  aosgehttdeten  Kryataiien  in  BetradiL 

lY.  Gomhinationen. 

Die  beiden  Grundrhomboeder  (das  Haupt  -  und  Geigenrhomboeder) 
treten,  wie  wir  gesehen  haben ,  meiateng  gteichzeitig,  wenn  auch  mit 
verschiedener  Ansdehnong  der  Flachen  an  einem  nnd  demselben  Kry- 
«talle  auf.  Dagegen  finden  ach  von  den  abgeleiteten  Rhomboedem, 
selbst  in  FUlen,  ^o  ein  Rhomboeder  von  bestimmten  Winkeln  in  beideo 
SteDongen  bekannt  ist,  doch  an  einem  und  demselben  Individuom  fiat 
stets  nur  die  Fhtehea  des  einen  Rhomboeders. 

Die  trigonalen  Pyramiden  mid  Trapezoeder  treten  zwar  mit 
sSmmtUchen  Rhomboedem  erster  und  zweiter  Ordnung  in  Combtnation» 
dagegen  schliessen  sie  sich  nadi  G.  Rose  unter  einander  zum  Thefl 
aus.  Am  einbcben  Krystelle  erscheinen  nach  6.  Rose  gleichzeitig  mit 
der  rechten  trigonalen  Pyramide  die  rechten  Trapezoeder  erster  und  die 
finkea  Ttapezoeder  zweiter  Ordnung ,  und  dem  entsprechend  mit  der 
Unken  trigonalen  Pyramide  die  linken  Trapezoeder  erster  und  die  rech- 
ten Trapezoeder  zweiter  Ordnung. 

Wenn  dies  Gesetz  in  aller  Strenge  Geltung  hälle,  so  mtlsste  man 
erwarten,  ila^si  das»  iriLronale  und  ditni-;onale  Prisma  stets  nur  an  den- 
jenigen cdj wechselnden  Kanten  erscheinen  wtlrde,  welche  die  Flüchen 
der  trigonalen  Pyramide  tragen.  Dem  ist  alxir  nach  Descl  oizea  u  \  " ) 
nicht  so;  das  dreiseitige  Prisma  tritt  Iheils  an  den  drei  eben  geuauuieu 

*)  Aach  zwei  aodere  Krystaile  atu  Striegau,  deren  eleklriäcb«ä  Yerballen 
dMofalis  untersucht  wurde,  aber  spttar  nicht  aaftgethetll  ist,  boten  di«Mlbe  BrMhei- 
mnif  dar. 

*•)  8.  IIS  niiMr  Abbandlnng. 

Ahkorfl.  4.  IL  S.  «mihit.  i.  WImmm».  XIII.  tt 
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abwechselnden  Kanten,  thcils  au  den  drei  anderen,  welche  keine  Py- 
ramidenflüclici)  tragen,  auf,  theils  stumpd  es  sogar  s^iuuntliclie  sechs 
Kanten  der  vorti( alen  Säule  ab:  und  ebenso  findet  sich  das  dilrigonale 
Prisma  tialil  an  den  einen,  bald  an  den  andern  abwechselnden  Kanten, 
oder  es  erscheinen  auch  zwei  ditriiüonale  Prismen  i  von  vei  M  liiedenen 
Winkeln?)  an  den  einen  un<i  den  anderen  abwechselnden  Knntf^n.*) 

Bei  Aufslelliinp;  des  ohii;en  Gesetzes  hat  G.  Rose  nur  die  soge- 
nannten unteren  Trapezoeder  (zwischen  Hhomben-  und  Prismennache) 
io8  Auge  gefasst,  indem  damals  von  den  oberen  Trapezoedern  (zwi- 
schen Rhomben-  und  Rhomboederflttche)  nur  ein  einsiges  bekannt  war. 
D  e s c  I  o  i  z ea  n  X ,  dei-  mehrere  solche  obere  Trapezoeder  auffand ,  hebt 
io  Beireff  der  Kliuhen  dieser  letzteren  Formen  ausdrücklich  hervor,**} 
dass  an  den  Krystallen  von  Travcrsella  die  meisten  oberen  Trapezoeder 
an  demselben  Individuum  gleichzeitig  rechts  und  links  auftreten;  ein 
Veriiallen ,  das  mit  dem  ang^ebenen  Voitcommen  der  trigonalen  und 
ditrigonalen  Prismen  nicht  im  Wido'spnich  steht,  und  (jedoch  diaEin- 
fachheit  der  von  Descloizeaux  beobachteten  Krystalle  vorausgesetzt) 
die  Frage  anregt,  ob  das  von  6.  Rose  angegebene  Gesetz  des  Zu- 
sammenvorkominens  ondAusscbliessens  auch  in  derThatfÜr  die  unferen 
Trapezoeder  absolute  Geltung  hat.  (Vergl.  den  letzten  Abschnitt  dieser 
Abhandlung.) 

V.  ZwiUingskryttalle. 

Der  Quarz  hat  das  Eigenthiimliche ,  das»  l>ei  ihm  sehr  hfiidic  Zwil- 
lingskrystalle  vorkommen ,  die  sich  iu  ihrer  äusseren  Form  von  den 
einfachen  Krystallen  gar  nicht  unterscheiden;  die  einzelnen  Indivi- 
duen sind  mit  parallelen  Axen  und  coincidirenden  Fi£ichen  entweder 
mittelst  Aneinanderlegens  oder  mittelst  Durchwachsun^  (wobei  jedes 
Individuum  in  mehrere  Theile  getrennt  sein  kann)  zu  einem  (lusserliGb 
einfoch  erscheinenden  Krysiallo  vereinigt;  die  Grenzen  der  Zusammen- 
fltgung  geben  sich  auf  den  Rhomboeder-  und  Prismraflttcben  nur  durch 
UntMSchiede  in  Glanz  und  Gltttte  der  Fluchen  zu  erkennmi.  In 


*)  Indewdiif  Btin  noch  fragen,  obdiAVon  D«ieioiia»nx  beobadiMiMi  Kry- 
ilalto  wfrUioh  «inbdM  gewuen  änd. 

*')  S.  <69  seiner  Abhandlung. 
***)  6.  Hot«  in  d«r  ciUrten  Abb.  S.  110  ff. 
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Bezog  auf  SteUong  und  Bescbafienheit  der  einzelnen  Individoen  (ob 
rechte  oder  linke),  sowie  in  Bezog  auf  ihre  Gr(tejse  können  die  mannich- 
Mligslen  ModiGcationen  statt  haben. 

Nach  den  UntersacbuDgen  Descloizeaux*  iSsst  sieb  aus  den 
Sasserlich  sichtbaren  Begrenzungen  (Vorkommen  der  Rhomben-  und 
Trapezflttchen)  auf  die  innere  Zusammensetzung  eines  Kryslalles,  wie 
sie  durch  die  optische  Untersuchuni^  nachgewiesen  wird ,  kein  Schluss 
machen,  indem  keinesweges  die  <ui.s  den  scheinbar  eompHcirtesten 
Krystallen  senkrecht  gegen  dieAxe  geschnittenen  Platten  im  poiarisirtcn 
Lichte  die  complicirtesten  Farbenzeichnungen  darbieten;^)  andererseits 
bestand  aber  ein  anscheinend  einfacher  Krystall,  welcher  an  dem  aus- 
gebildeten Ende  die  Rbombenflttchen  auf  drei  abwechselnden  Ecken« 
sowie  glttnzende»  aber  mit  kleinen  rundUchen  Eihebungen  versehene 
Flachen  des  Hauptrfaomboeders  und  vollkommen  ebene  («ms)  Flüchen 
des  Nebenrhomboeders  trug,  nicht  vollstfindig  ans  einer  einzigen,  nn 
Sinne  jener  Flächen  drehenden  Masse,  sondern  schloss  noch  Lagen 
?on  entgegengesetzter  Drehung  ein.  Ein  in  seiner  ganzen  Masse  ho- 
mogener Bergkrystall  dtlrAe  zu  den  mineralogischen  Seltenheiten  ge- 
hören. 

Descioizeaux  fand  bei  den  meisten  Bcrgkrystallen,  besonders 
denen  des  Yalais ,  fast  stets  einen  nahe  homogenen  Kern  von  einer  ge- 
wissen Ausdehnung,  welchen  eine  mehr  oder  minder  dicke  aus  keil- 
fftrmig  in  einander  geschobenen  Stücken  von  verschiedenen  Dimen- 
sionen gebildete  und  von  der  äusseren  sechsseitigen  Begrenzung  um- 
schlossene Httlle  umgab.**)  Der  regehnässige  Fortschritt,  wie  er  wäh- 
rend der  Bildung  des  Kens  unter  dem  Obwalten  gewisser  Bedingungen 
bostandeot  würde  also  beim  Begmn  der  Entstehung  der  abweichend  ge- 
fbrmten  HoHe  durdi  den  Eintritt  anderer  störender  Verhältnisse  unter- 
brochen worden  sein;  Descioizeaux  nimmt  selbst  an,  dass  die  durch 
diese  Einflüsse  erfolgte  Erschütterung  sich  auch  auf  den  centralen  bereits 
coDsolidirten  Theil  habe  ausdehnen  können. 

Der  hemitropischen  ZwiUingskrystalle,  welche  oben  und  unten  a\if 
denselben  abwechselnden  PrismeoflUchen  grosse  oder  kleine  Rhomboeder- 
flSchen  tragen,  ist  bereits  oben  S.       gedacht  worden. 


*)  S.  169  der  Abhandl.  Descioizeaux'. 
**i  8.  sli  ebends». 
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VI.    UalfsmiUel  zur  Untersuchung  der  ionero  Structur  der 

Beigkrystalle. 

I.   CircaUre  PoltrtsatlOD. 

Bekanntlich  mrd  beun  Darchgange  eines  polarisirten  Lichtstrahles 
darch  eine  senkrecht  gegen  die  Hanptaxe  geschnittene  BergkrystaU» 
platte,  wenn  sie  der  Strahl  gerade  in  der  Richtung  dieser  Axe  dnrdi- 
dringt,  die  Polariaationaebene  in  einigen  &ystailen  von  Links  nach 
Rechts,  in  anderen  von  Rechts  nach  Links  gedrdbt,  und  es  hflngt  dieser 
Unterschied  in  der  Einwirkung  anf  das  polarisirte  Licht  mit  der  Form 
der  Krystalle  zusammen. 

Die  Richtung  dieser  Drehung  lasst  sich  im  Allgemeioen  bei  ehifhchen 
Krystallen  aus  der  Lage  der  Trapezoeder-  und  Rhombenflüdien  gegen  die 
Flüchen  der  beiden  Rhomboeder  bestimmen.  Liegen  die  Fischen  der 
TrapezoederersterOrdnung  und  ebenso  dieRhombenflSdirai  oben  tecfats 
unterhalb  der  FlKchen  des  Hauptrhomboeders,  so  M  der  Kryslall  ein 
rechts  drehender;  liegen  sie  links,  so  ist  er  ein  links  drehender.  Für 
die  Trapozoedcr  zweiter  Ordnuiiy  in  Bezui^  auf  die  Flilchcn  des  Gegen- 
rhombocders  würde  die  Regel  gerade  umgekehrt  lauten.*; 

Dass  die  Bergkryslalle  hluifiij;  aus  rechts  unil  links  drehenden 
SlUckcn  zusammengesetzt  sind,  ist  schon  im  vorhergehenden  Abschnitte 
hervorgehoben  worden. 

I.    AoUung  der  Krystalle  uud  Platten  mittelst  verdünnler 

PIvorwkssercloffsSare. 

Um  die  Struclur  des  Bergkrystalles  noch  in  anderer  Weise  als  mit- 
telst des  polarisirten  Lichtes  zu  untersuchen ,  setzte  L  e  y  d  o  i  t  *^*)  ent- 
weder ganze  Beigkrystalle  oder  gescfaliflcne  Platten  der  Einwirkung 
verdltnnter  Flnorwasserstoflktture  aus,  und  erhielt  folgende  Resultate. 


*)  M  Kchls  drehenden  Krystallen  tol^  die  Perben  in  der  liitle  der  Rliifle  in  • 
der  Ordnung:  Botli»  Orange,  Gelb,  6r8n  a.  e.  w.  oder  erweitern  sich  die  Ringe  ond 

entfliehen  neue  Farbentöne  im  Mittelpunkte,  wenn  dt©  analyeirende  VorrichtunR  rechts 
gedrelit  wird  ;  dasselbe  erfolgt  bei  links  drebeuden  KrysUUeo^  wenn  die  geaannte  Vor- 
richtung links  gedreht  wird. 

**)  SitouDgaberichte  der  inilh.-pliye.  Dum  der  Wiener  Akad.  der  Wlsaan* 
Bdbellea  1858,  Bd.  15  8.  5«ff. 
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Warden  ganze  Krystalle,  welche  zuvor  keine  Spur  von  Trap^ 
loedei^  und  Rbonibeiiflilcbea  zeigten ,  in  die  Sttnre  gelegt,  so  entstan- 
den durch  Aetsuag  mittelat  der  Sttnre  die  genannten  FIttchen,  wenn 
auch  meiateoB  etwas  uneben  und  gestreift*  Auf  den  FIttchen  der  sechs- 
seitigen Zuspitzung  erschienen  Vertiefungen  mit  glllnzenden  Flachen, 
die  bei  einfiielien  Krystallen  auf  ehier  und  derselben  KrystallflHcbe  eine 
parallele  Lage  hatten.  Auf  den  Flächen  des  Hauptrhoiuboeders  lagen 
sie  in  horizontaler  Richtung,  parallel  den  Kanten  dieser  Flachen  mit  den 
Flächen  des  Prismas;  auf  den  Flächen  des  Gegenrhomboedeis  aber  par- 
allel mit  einer  Kante  des  Hauptrhombocdcrs.'*) 

Als  Leydolt  senkrecht  gegen  die  Am  geschnittene  Platten  von 
nicht  einfachen  Krystallen  der  Einwirlcung  der  Säure  aussetzte,  zeigten 
diese  Platten  bei  in  JMstimmter  Richtung  reflectirtem  oder  durchgehen- 
dem Lichte.  vorzO^^ch  wenn  sie  gegen  einen  duniden  Gegenstand  ge- 
halten worden,  eigenthOmlicbe  Zeichnungen,  indem  ein  Thefl  dersellien 
matt«  der  andere  glilnzend  erschien;  was  aber  wechselte,  wenn  die 
Platten  um  80«  oder  480o  gedreht  wurden.  Bei  genauer  Praftmg 
unter  dem  Mikroskope  (480— SOOfache  Vergrösserung)  zeigten  die  ge- 
ätzten Platten  sehr  kleine  regelmassige  Verliefungen  ganz  nahe  bei  ein- 
ander, so  dass  dadurch  die  Platten  etwas  rauh  erschienen.  »Diese 
Vertiefuogen  entsprechen  theils  einem  dreiÜachigon ,  gleichwinkligen 
und  gleichkantigen  Ecke  ohne  alle  Seilenflächen ,  theils  einer  Combina- 
tion  von  einer  solchen  Ecke  mit  drei  gewundenen  seitlich  angesetzten 
Flachen.  Die  Flächen  dieser  dreiseitigen  Vertiefungen  und  die  damit 
verbundenen  Gombinationsflacben  sind  glänzend,  haben  eine  bestimmte 
Lage  gegen  die  FIttchen  des  sechsseitigen  Prismas  und  reflectiren  das 
Licht  auf  eine  ganz  bestimmte  Weise.«  Mit  dreiflächigen  Bcken  er- 
scheinen die  Rbomboeder  und  dreieeiligen  Pyramiden,  die  von  einander 
dorcfa  die  Stellung  ihrer  FIttchen  gegen  die  FIttchen  des  sechsseitigen  Pris- 
mas unterschieden  werden ;  die  gewundenen  seillichen  Flächen  da^^egen 


*}  Wenn  diew  Bildongen  (StreiCn)  iMostaiit  ullrtttan,  wardos  sie  ein  Hitld 
lor  ildieraQ  BrkeDDimg  der  Fttchen  dea  Heaf»t-  nnd  Gesenrfaemboeden  selbst  io 
solckea  Pillen  derbielen,  wo  die  frflher  snsegebenen  KenDseichen  fdilen.  Anoh 

wurde  sieb,  wie  mir  scheint,  aus  der  Richtung  dieser  Streifen  erkennen  lassen,  ob  der 
Knstall  ein  rerht<;-  oder  ein  linksdrehender  ist,  Talls  dieselben  Stets  80  erscboinOD, 
wie  Leydolt  m  den  Abbildungen  sie  dargestellt  bat. 
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gf^hOren  den  vier  Tiapezoedern  an,  die  sich  aus  jeder  zwOlfeeiligen 

Pyramide  lierleiliMi  lassen.  "Wahrend  die  Erscheinungen  im  polarisirlon 
Lichte  nur  rcclits  und  links  (iiehondc  Theile  zu  erkennen  erlauben, 
würde  «lie  Aclzung  das  Mitlol  zur  Untersuchung:  sümmtlicher  vier  Tra- 
pezoeder  liefern.  Nach  Loydolt's  Beobachtungen  ist  die  Begrenzung 
zwischen  den  aus  rechten  und  linken  Trapezoedern  derselben  Ordnung 
gebildeten  Tlicileu  geradlinig  und  parallel  den  FIttchen  des  Prismas, 
während  die  Grenzlinie  zwischen  den  aus  rechten  Irapezoedern  der 
lieiden  Ordnungen  und  ebenso  zwischen  den  aus  linken  Trapezoedern 
der  beiden  OrdouDgeo  bestehenden  Iheilen  krumiu  und  unregelmässig 
verlauft. 

In  gleicher  Weise  bat  Descioizeaux  Aetzungsversuche  angestellt, 
und  dabei  ähnliche  Phänomene,  wie  sie  Leydolt  beschreibt,  wabrge- 
nommeo;  indess  haben  ihn  diese  nicht  zu  so  absoluten  und  ailgeinetoen 
Gesetzen  geAlhrt,  und  er  ist  zweifelhaft,  ob  man  (tlr  die  stets  sdir 
raohen  [ruguemes)  Flachen  ttberhaopt  ein  völlig  bestimmtes  Zeichen 
an&tellen  könne ,  da  deren  Neigung  wen%  constant  zo  sein  scheine.*} 
Aach  der  Aasicbt  Ley da U's,  dass  die  Lage  der  aof  den  Polkanten 
entstehenden  kflnstlichen  FIfichen  mit  der  von  den  Krystallen  ausge- 
übten Drehung  in  Beziehung  stehe,  tritt  D  es  cl  o  1  z  e  a  o  X  entgegen,  mdem 
diese  Flftchen  ebensowenig,  als  die  FIttchen  der  Trepezoeder  den  Sinn 
der  Drehung  sicher  angeben.**) 

VII.    Verfahren  bei  der  Untersuchung  der  Thermocleklricilftt  des 
fiergkrystalles  und  Darstellung  der  erhaltenen  Resultate. 

Das  von  mir  zur  Beobachtung  der  Therraoelektricitai  des  Bergkry- 
slalles  angewandte  Verfahren  £;h"ch  dem  bei  der  analogen  Untersuchung 
dos  Boracils  iBd.  VI  S.  158  IL  diciier  Abhandl  !  Im  nutzleu.  Der  zu 
untorsiichende  Bergkrystall  wurde  auf  die  obere  schüsselförraige  Ver- 
tiefung fl  des  kleinen  eisernen  Ofens  b  (Fig.  I  i  bis  auf  die  zu  prtlfende 
Fläche,  Kante  oder  Ecke  in  Plalinsand  oder  Eisenfeile***)  gelegt,  und 


*)  S.  deMan  Abb.  S.  tU. 
**)  Bbend.  5.  «t6. 

*•*}  Der  Plalinsand  konnte  nur  bei  kleinen  Krystallen  angewandt  werden.  Es 
wllre  aUerdiogs  wüuschenswerth  geweien,  denselben  stela  benutzen  zu  kSmieu»  wie 
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in  dieser  Lage  durch  eine  innerhall)  des  Ofens  angezündete  Spiritiis- 
hini|M  i'i  hitzt  Ein  Theriiiüiueler  c,  dessen  cylnuhischer  Beluiller  neben 
deiu  Kryätalle  in  der  Eiüenfeile  sland,  dienle  zur  ungeföliren  Angabe 
der  Temperatur  der  Eisenfeile,  die  freilich,  namentlich  hei  sehr  grossen 
Krystalten  infolge  der  schlechten  WärmeleiiODg  des  Quarzes  von  der 
Temperatur  der  fireieD  Oberfläche  und  der  unter  ihr  liegenden  Schichten 
der  Kryslalle  sehr  verschieden  sein  konnte. 

Als  Blektromeler  diente  das  von  mir  constmirte.  in  den  Be- 
richten der  physisch-matbematischen  Klasse  von  4850  und 
in  Poggendorffs  Annalen  Bd.  84  S.  S8  beschriebene  Instra^ 
ment.*)  Da  bei  den  folgenden  Untersuchungen  eine  ümlcgung  des 
Commutaiors,  welcher  die  Leitung  der  an  den  Polen  der  nassen  Suule 
vorluitulrni  11  freien  Kleklncitül  zu  der  jedcrseits  neben  dem  Goldblätt- 
chen belindlichen  Metallscheibe  vernütleUe.  nicht  nüthig  war,  so 
kouole,  ohne  üebelstände'*^)  zu  erzeugen,  die  Empündlichkcit  des  Ap« 
parates  durch  Vermehrung  der  kleinen  Elemente  der  Sftule  (bis  gegen 
300)  bis  zum  Aenssersten  erhöht  werden."***) 

Um  mittelst  des  bezeichneten  Instrumentes  das  elektrische  Verhalten 
des  BetigkrystaHes  zn  prüfen,  ging  gerade  wie  bei  den  frttheren  analogen 
UntersnehoDgen  des  Boradta  von  dem  das  Goldblättchen  des  Elektrometers 

iJios  hoi  der  rritcrsucluiiig  des  Bomcits  ge'^oliah  ;  indo^s  hVieh  mir  heim  M.TnpoI  so 
beträchtlicher  Ouanlitiiteii  Platinsandcs ,  wie  solche  zum  Einhülleu  der  grossen  Kry- 
slalle erforderlich  gewesen  wiiren,  keine  andere  Substanz  als  die  Eisenfeile  übrig.  Bei 
der  vüllkomuienen  Glatte  der  Flächen  der  Bergkrystaile  hatte  die  Anwendung  der  Ei- 
•enfeile  anch  nlchl  di«  Uebdsflnde  im  Gefolge ,  weldie  ihre  Benutzung  bd  pordsen 
•oracHkrysfallen  verbolen.  Die  auf  ihr  elektrisches  Terhallen  ra  präfenden  freien 
filelien  der  Krystatle  worden  vor  dem  Briiilien  drntt  Abfegen  mittelst  eines  Hnsels 
oder  einer  Feder  sorgfltttif  gereinigt.  Die  Ableitung  der  Eleictricitllt  der  eingebSIlten 
Flächen  durch  die  Eiücnfeile  erschien  troll  der  Oxydation  der  Oberfläche  ihrer  Tlicil^ 
eben  noch  hinreichend. 

*j  lieber  Einrichtung  und  Gebrauch  desselben  vergl.  auch  diese  AbbanUl.  6d.  Y 
S.  392  ff.  und  Bd.  XI  S.  598. 

««}  Tergl.  diese  Abb.  M.  XI S.  698. 

***)  Als  migeObre  Charakterisinmg  der  BmpBndlidikeit  des  Bteklromelers  mtfge 
Mgsode  Angabe  dienen.  Wenn  ^n«r  der  beiden  Pole  eines  elnsigsD  aw  Zink,  Kapfer 

ond  Wasser  gebildeten  Elementen  mit  dem  Goldbltttcfaen  des  Elektrometers  verbun- 
den, der  andere  aber  zur  Erde  abgeleitet  wurde,  80  erzeugte  die  Verwechsehinf?  der 
hHtien  Vr>]f^  einen  Ausschlag  des  Goldblüttcbeng  von  nahe  30  Skalenlheilen  des  Ocu- 
larmikiuiucters. 
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tragenden  Messingstttbchen  ein  sehr  dOnoer  Knpferdrebl  W  (PIg.  I)  aus. 
dessen  anderes  binde  an  einem  Platfndrable  V  befestigt  war.  Das  un- 
tere abgerundete  Ende  dieses  durch  Anaciimelsen  an  einen  Giaastab  T 

isolirten  Platindrahtes  ward  der  zn  prüfenden  SteHe  des  Krystalles  ge- 
nähert, und  der  infolge  der  Verlheilung  seitens  der  im  Krystall  vor- 
handenen Eleklriciiat  erzeui^te  Au&schlag  des  Goidblüttcbens  beob- 
achtet. 

Da  die  iicringste  Reibung  des  Platindrahtes  ;m  den  Fliidien  des 
erwärmten  Bergkrystalles  starke  Elektricilät  erzeugt,  so  durfte  die 
Drahtspitze  niemals  bis  zur  Berührung  des  Krystalles  genähert  werden, 
während  doch  andererseits  bei  der  bisweilen  vorhandenen  Schwache 
der  auftretenden  elektrischen  Erregung  eine  möglichst  grosse  Annahe- 
mng  geboten  war.  Um  nun  die  abgerundete  Spitze  des  Drahtes  V 
stets  mit  Sicherheit  bis  zur  grösslen  Nahe,  jedoch  unier  Ausschluss 
jeglicher  Berührung,  an  den  Krystall  heranfuhren  zu  kOnneOt  wurde  eine 
dem  in  Bd.  VI  S.  163  dieser  Abhandl.  beschnebenen  Apparate  abnlicbe 
Vorrichtung  in  folgender  vollkommener  Gestalt  angewandt. 

Auf  das  starke  Brett  d,  welches  den  kleinen  eiaemeo  Ofen  b 
trog,  war  ein  zweilea  kleineres  Brett  A  aafgesebranbt;  anf  demaelbeii 
liess  steh  swisehen  den  Leisten  B  und  B  der  Scblitten  C  entweder  bei 
grosseren  Bewegungen  mittelst  der  Band  oder  bei  geringeren  mittelst 
der  Schraube  D  sanft  verschieben.  Dieser  Schlitloi  C  trug  wieder 
zwei  Leisten  E  und  zwischen  denen  ein  zweiler  Schlitten  F  in 
einer  auf  der  zuvor  bezeichneten  Verschiebung  senkrechten  Richtung 
entweder  durch  die  Hand  oder  durch  die  Schraube  G  bewegt  werden 
konnte.  Auf  diesem  oberen  Schlitten  F  sassen  die  beiden  Messing- 
slUcke  //.  //';  die  Spitzen  der  durch  sie  liindurchgehenden  Schrauben 
dienten  zur  Aufnahme  der  Axe  /  des  Hebels  L,  L'.  Auf  der  linken 
Seile  bewegte  sich  dieser  Hebel  frei  zwischen  den  Schenkeln  des  mes- 
singenen Bogens  A ,  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den  Schenkeln  der 
beiden  Me^singbogen  M  und  N.  Durch  die  oberen  starken  Köpfe  aller 
drei  Bogen  waren  Schrauben  geftthrt;  die  linke  Schraube  Ä"  und  die 
rechte  Schraube  N  dienten  zur  Kegulirung  der  Grenzen  fUr  die  Bewe- 
gung des  Hebels. 

Das  linke  Ende  L  des  Hebels  trug  eine  hohle  Röhre  P,  in  weicher 
sich  ein  Messingatab  Q  verschiebea  und  mittelst  der  Schraube  A  in  be- 
liebiger Hohe  feststellen  Iteas.  Am  oberen  Ende  des  Blessingslabea  Q 
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sass  eine  Hülse  S,  in  welcher  der  bereits  oben  erwähnte  Glasstab  T, 
der  behufs  besserer  Isolinmg  «af  der  linken  Seite  eine  Strecke  weit 
mit  SiegeUaek  flbenBOgen  vm,  venicboben  and  mittelfit  einer  Schraube 
festgeklemmt  werdcoi  konnte.  An  der  Imken  Seite  dieses  Glasstabee  T 
war  der  glekdifeUB  schon  erwilbnte  Platindraht  Fangeacfamolzen;  der- 
selbe hatte  oben  euien  hoiiiontalen  Theil,  vnd  dieser  logte  «ch  beun 
AaAnrflrlegehen  des  linken  Hebelarmes  gegen  einen  Platindraht  IT,  der 
an  einen  starken  federnden  Draht  X  angelöthet  war;  letzterer  war  in 
der  Durchbohrung  des  Messirigstabes  Y,  der  sich  mittelst  harter  Rei- 
bong  in  der  aufgeschnittenen  messingenen  Hülse  Z  verschieben  hess» 
eingeklemmt.  Die  Axe  /  des  Hebels,  sowie  die  Hülse  Z  und  der  eiserne 
Ofen  b  waren  mit  der  Erde  leitend  verbunden,  um  alle  ihnen  mitgetheilte 
Bleklricitäi  sogleich  abzuilibren. 

Sollte  die  eben  beschriebene  Voirichtang  gebraocht  werden,  nm 
I.  B.  die  Ifitte  des  in  Eisenfeile  eing^setsten  Krystalles  sn  nnlersocheD. 
so  wurde  die  Anordnung  so  getroffen,  dass  bei  mittlerer  Stellnng  der 
baden  Schlitten  und  nahe  horizontaler  Lage  des  Hebels  die  untere  ab- 
gerandete  Spitze  des  Platindrahtes  7 1  bis  Linie  tiber  der  Mitte  der 
zu  untersuchenden  Fläche  stand.  Darauf  wurde  die  Schraube  iV  so 
regulirt,  dass  jene  Spitze  beim  Niedersinken  des  auf  der  linken  Seite 
schwereren  Hebels  der  Krystallfläche  äusserst  nahe  kam.  Dies  geschah 
nnler  Beobachtung  mittelst  einer  starken  Loupe ;  bei  dem  U  hhaflen 
Glänze  der  Flächen  des  Bergkrystalies  konnte  durch  Beobachtung  der 
Spitze  and  ihres  Bildes  ihr  Abstand  von  der  Flache  ttossersi  klein  ge- 
nscht  werden,  ohne  eine  Berührung  eintreten  zu  lassen.  Damit  eine 
sofehe  im  Falle  grosser  Annäherung  nidit  etwa  beim  raschen  Nieder* 
fesse»  des  Hebeb  durch  elastische  Biegung  der  hetreteden  Theile  des 
Apparates  erfolgen  konnte,  wurde  der  Hebel  nicht  anmittelbar  mit  der 
Band,  sondern  durch  Umdrehung  der  Schraube  M*  sanft  nieder- 
gelassen. 

Um  andere  Punkte  derselben  Krystallfläche  zu  untersuchen,  wur- 
den die  beiden  Schlitten  C  und  F  angrraessen  verschoben,  und  sodann 
die  Schraube  iV'  unter  Beobachtung  der  S[ntze  mittelst  der  Loupe  bis  zur 
gewünschten  Annäherung  des  Drahtes  an  den  betreffenden  Punkt  von 
Neuem  eingestellt.  Die  Schraube  A"  wurde  dabei  stets  so  regulirt,  dass  beim 
Beben  des  linken  Hebelannes  der  obere  horizontale  Iheü  des  Platin- 
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ürabtos  V  sich  an  den  feststehenden  Platindnht  Ü  anlegte,  und  dnivh 
diese  Berttbrung  das  Blektroineter  entlud. 

Da  die  Spitze  des  Platindrafates  beim  Beben  nvr  wenig  (1  bis  4% 
Linie)  von  der  Krystallfläche  entfernt  wurde,  so  blieb  wahrend  d^  Ab> 

leitung  des  Drahtes  zur  Krde  ein  Theii  KlcktriciUU  in  seinem  unleren 
Ende  gebunden,  und  bei  Aunäherung  an  den  Kryslall  wurde  folijlicli 
nur  ein  dem  hiedurch  bewirkten  Zuwachse  der  Vertheilung  entsprechen- 
der Au.sbchlag  im  Klektromcler  beobachlet;  sollen  also  die  auf  verschie- 
denen Punkten  au>;-^^(  IuIji  len  Messungen  unter  einander  vergleichbar 
sein,  so  müssen  die  grossien  und  kleinsten  Abstünde  der  Spitze  von 
der  Krystaiifläcfae  stets  dieselben  bleiben."*^)  Indess  wird  der  Ausschlag 
im  Elektrometer  nicht  blos  dorob  die  Elektriciiat  der  unmittelbar  unter 
der  Spitze  liegenden  Punkte,  sondern  auch  durch  die  Einwirkung  der 
seitlich  liegenden  Theilc  der  Flüche  bewirkt;  ein  Umstand,  der  die 
.  Messungen  in  der  Mitte  der  Fiiieben  mit  den  an  den  RAndem  andEcIcen 
aosgeflthrlea  niebt  streng  vergleichbar  macht,  und  unter  gewissen  Um- 
stunden eigenthtimliehe  Bewegungen  des  GoldbIfitUshens  im  Elektro- 
meter, sowie  selbst  irrthttmlicbe  Resultate  in  Betreff  der  beobachleton 
ElekCricitSt  veranlassen  kann. 

Gesetzt  es  sei  die  Mitte  und  rechte  Seite  der  Flttche  eines  Krystal- 
les,  dessen  übrige  Begrenzungen  sSmmtficfa  in  Eisenfeile  gehllllt  sind, 
stark  negativ,  die  Unke  Seite  aber  schwach  positiv.  Befindet  sich  nun  die 
Platinspitze  z.B.  Va  Zoll  hoch  über  der  FiScbe,  und  wird  durch  Nieder- 
lassen der  linken  Seite  des  Hebels  allmUhlig  dem  linken  positiven  Tbeile 
der  Flache  i^rn^hert;  so  wirkt  anfänglich  die  Gesaromiheit  der  nega- 
tiven Elektricitat  wegen  ihrer  höheren  Spannung  starker  als  die  schwä- 
chere positive;  das  Goldblättchen  macht  also  zuerst  eine  Bewegung  in 
negativem  Sinne.  Kuiiiiiit  die  Plalinspitze  dann  der  linken  positiven 
Seite  der  Flache  naher,  so  beginnt,  weil  jetzt  die  positive  Elektricitat 
durch  die  grössere  Milbe  einen  stärkeren  £influs8  erlangt,  der  aufkngüdi 


*)  Oer  Apparat  bStta  eigentlieb  noch  eines  Zusatasei  bedarft,  durdi  wddien  d«r 

Abstand  des  PlaliDdrahtes  V  von  der  RrystallflSclie ,  wenn  er  mit  seinem  oberen  hori- 
zontalen Tbeile  den  AMpitungstlnihl  U  berührte,  stets  gleich  orh.ilton  wurdf*.  Da 
iudess,  wie  oben  erwähnt,  dio  Beobachtungen  aus  anderen  Gründen  doch  nicht 
alisolot  streng  vergleichbare  Werfhe  liefern  konnten,  habe  ich  diese  Eioricbluag  tert- 
gelusen  und  Jenen  Abstand  nur  bei  den  BeebacblnnfeD  auf  etner  und  derselben 
FIKclie  so  viel  miigticb  genau  gleicli  gemaobt. 
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negativa  Ausschlag  des  (joldbiHtIchens  abzwneiimen ,  und  i^'eht  zuletzt, 
wenn  die  positive  Elekiricitäi  der  unter  der  Platiospitze  befindiichea 
Stolle  nicht  zu  gering  ist,  allmähh'g  durch  Null  in  einen  positiven  Uber, 
ist  j^ioch  die  bezeicbiiele  Stelle  sehr  schwach  elektrisch,  so  komml 
das  GoklblSUclien  nur  bis  aof  Null  zurock  oder  s«igt  selbst  ooch  foii- 
wShrend  einen  scbwacben  negativen  Ausschlag.  Bei  so  bewandten 
Umstanden  muss  man  den  durch  vorhergehende  Veranche  als  stark  ne- 
gativ erkannten  Theil  der  Kryslallflache  mil  Btsenfeile  bedeoken  und 
Dur  die  zu  prüfende  Stelle  derselben  freilassen,  was  freilich  wieder  eine 
Aend*  runi?  der  abgeleiteten  Oberfläche  zur  Folge  hat. 

Man  -loht  ubiigens  leicht,  dass  die  eben  erwähnten  Störungen  sich 
sehr  vermindern  werden,  wenn  man  nur  einen  sehr  kleineu  Hub  des 
Hebels  anwendet,  was  im  vorliegenden  Falle,  wo  keine  absoluten,  son- 
dern nur  relative  Bestimmungen  der  Art  und  Stärke  der  Elektricit&t  an 
den  verschiedene  Punkten  der  Flüchen  gefordert  werden,  ohne  UebeU 
stand  geschehen  kann.  Dies  ist  der  Gnind.  warum  in  den  nadifiDigen- 
den  Messungen  stets  nur  ^n  geringer  Hob  der  Spitse  von  nngefilhr  I 
his  V/%  Linie  benutzt  wurde. 

Bei  sehr  schwachen  elekiriscben  Erregongea,  die  mcht  Uber  0,2 
Skalfntheil  des  Ocnlarmtfcrometers  betragen,  muss  man  sich  femer  vor 
Täuschungen  durch  die  Elektricitat  im'  Zimmer  hüten,*)  indem  bei 
einiLTor  in  der  Lull  der  Umgebung  des  Apparates  angehäuften  Elekli  ieilät 
selbst  durch  die  kleinen  Senkungen  des  zuleitenden  Drahtes  un)  P  >Linie 
Aenderungen  in  d*  i  Vertheilungswirkung  der  umgebenden  Luft  iiul  die- 
sen Draht,  und  infolge  dessen  Bewegungen  des  Goldblattchcnb  von  der 
angegebenen  Grösse  (0,2  und  etwas  dartiber)  entstehen  können.  Man 
prüft  den  Apparat  in  Bezug  auf  das  Vorhandensein  einer  solchen  Ver- 
theilungswirkung,  indem  man  den  Platindraht  V  seitwärts  Uber  die 
Eisenfeile  schiebt,  und  die  Bewegung  ebenso  wie  über  der  Krystall- 
IlSche  ansfehrt;  zeigen  sieh  bei  diesem  Versuche  (wie  dies  z.  B.  statt 
findet,  wenn  ein  lebhafter  Wind  auf  das  Fenster,  in  welchem  das 
Elektrometer  hinter  einem  Papierschirme  steht,  blSst,)  Ausschlage  von 
derselben  Grösse .  wie  die  durch  die  Elektricität  des  Krystalles  erzeug- 
ten, so  hat  man  die  weitere  Untersuchung  gänzlich  zu  unterlassen,  da 
eine  Correction  der  oberhalb  der  Krystallfläche  beobachteten  Ausschläge 


*)  Twgl.  dlMe  AbhBadl.  Bd.  XI  S,  S8S  IT. 
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mitlelüt  der  seitwürfs  von  ihr  gemnehton  Beobarhlungen  wegen  der 
möglichen  Veränderlichkeit  der  elektrischen  Spannung  der  Luft  nicht 
rathsam  sein  durfte. 

Bei  dieser  Gelegenheit  hebe  ich  noch  die  Nothwendigkeit,  die  aus 
den  kleinen  Elementen  (Zink,  Kupfer,  Wasser)  gebildete  Säule  auf  einem 
Erschtitternngen  möglichst  wenig  ausgesetzten  Orte  ?)nfzusleUeD,  her^ 
vor;  durch  Erschtitterung  ändert  sich  nttmlich  die  Spannung  in  den 
Polen  derselben ,  und  da  diese  Aenderungen  an  den  beiden  Polen  der 
in  ihrer  Milte  abgeleiteten  Sttole  niemals  in  genau  gleicher  Grosse  aaf- 
treten  werden,  so  haben  jene  ErscbQtleningen  dne  mehr  oder  minder 
grosse  Bewegnng  des  GoMblttttchens  cor  Folge.  Jeder  vorfadlhhrende 
Wagen  nOtlngt  deshalb,  selbst  wenn  die  SMnle  auf  dem  festen  Maoer- 
werke  steht,  die  Beobachtungen  zn  unterbrechen  bis  sich  wieder  eine 
bestunmte  Rahelage  des  GoldblStCchens  heilgestellt  hat. 

Die  Verlheilang  der  Elektricitat  in  einrai  Krystalle  bOdet  ein  znsam- 
menhttngendes  Sutern,  dergestalt,  dass  die  auf  einer  Stelle  der  Ober- 
flUehe  wahrnehmbare  Grosse  der  elektrischen  Spannung  nicht  blos  tob 
der  WSrmebewegnng,  sondern  auch  mehr  oder  weniger  von  den  Ablei- 
tungen an  den  übrigen  Theilen  des  Krystalles  abhängt.  Bereits  in  mei- 
ner Untersuchung  Uber  das  thermoelektrische  Verhalten  des  Boracits  *) 
habe  ich  den  Einfluss  der  Ableitung  ausfilhrlicher  darcelegt,  und  kann 
mich  deshalb  hier  mit  dem  Hinweise  auf  Jene  Mitüieilung  begnügen. 
Mit  Rücksicht  auf  diesrii  Umstand  füge  ich  nur  flie  Bemerkung  bei, 
dass  wenn  im  Foli-oiuitiii  keine  besondere  Einhüllung  der  Krystalle  er- 
wähnt wird,  der  Krjstall  stets  als  bis  auf  die  gerade  untersuchte  Flache 
oder  Kante  in  Eisenfeile  oder  Platinsand  eingehüllt  anzunehmen  ist. 

lim  das  von  mir  angewandte  Verfahren  im  Speciellen  darzulegen, 
werde  ich  einige  Versuche  ausführlicb  mittheiien,  und  zwar  wähle  ich 
dazu  denselben  Krystall,  der  in  meinen  früheren  1840  YorOffentHchten 
Untersnchnngen  am  TollBtandigslen  beobachtet  worden  war.  Bs  ist 
dies  der  in  Pogg.  Annal.  Bd.  50  S.  606  mit  Nr.  I  bezeichnete  Krystall 
von  Strißgan  in  Schlesien,  der  in  vorliegender  Abhandlung  in  Fig.  S6 
Tafid  II  in  zwei  verschiedenen  Ansichten  (Vorder*-  und  Rflcksehe)  in 
natttriicher  GrOsse  abgebildet  ist.  Beholh  deutlicherer  Erkennung  der 
Verhttltmsse  in  der  Ausdehnung  der  PrismenUtfchen  habe  ich  den  Ktf- 


*)  Diese  Abbaodl.  Bd.  VI  S.  (74  ff. 
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Hau  io  gestellt,  daas  die  Normale  aof  den  betden  grdaaten  Piigmen- 
fllcheii  Sur  Ebene  des  Papieres  senkrecht  siebt.  Flg.  86  Tat  II  sleUt 
das  Neix  eben  dieses  Kryslalles  dar. 

Im  AnacUnsB  an  die  Altären  Hitthdlnngen  werde  ich  die  sechs 
Priamenflachen  der  Heibe  nach  von  linics  nach  rechts  (vergl.  die  Figur) 
durch  die  Zahlen  1  bis  6,  die  Rhomboederflachen  des  oberen  Endes 
durch  I  ü  biÄ  (j  a  und  die  Rbomboederflöchen  des  unteren  Endes  durch 
1  h  bis  6  6  bezeichuen.  Kanten  und  Ecken  erhalten  ihre  Rezeichnung 
durch  Zusammenstellung  der  Zeichen  fUr  die  sie  bildenden  Flächen. 

Ad  dem  oberen  Ende  a  dieses  Kryslalles  sind  die  Flachen  des 
Haupt-  und  Gegenrhomboeders  deutlich  durch  ihre  Grösse  unterschie- 
den; dagegen  aeigt  das  untere  Bnde  b  die S. 334 bescbrieboie Söhneide; 
dieselbe  wird  durch  die  Flüchen  1  b  und  46  gebildet;  an  ihren  Emk 
punkten  liegen  die  nbrigen  vier  genejglen  klemeren  Fliehen  dieses 
Endes. 

Die  Kanten  dieses  Krystallea  sind  nicht  scharf  erhahen;  dodi  iSast 

sich  auf  der  Kante  (6.  4  a)  deutlich  die  sogenannte  Rhombenflache  er- 
kennen. All  der  Ecke  (6.  1.  I  6;,  also  dem  unteren  Endpunkte  der 
Kante  (6.  1)  zeigen  sicli  wiederholte  Ans.llze  eines  trigonalen  Trape- 
zoeders,  besonders  durch  Streifungeo  parallel  der  Combinalionskante 
der  Flache  6  b  mit  einer  an  dieser  Ecke  auftretenden  Rhombcnflache 
(wenn  solche  vorbanden  wäre)  erkennbar.  Das  bezeichnete  Trape- 
zoeder  würde  also  nach  G.  Rose 's  Bezeichnung  ein  rechtes  Trape- 
soeder  xweiter  Ordnung  sein.  Zwischen  3  und  3  b  liegt  die  Flache 
flines  spitsereu  Rhomboeders  zweiter  Ordnung. 

Da  nach  6.  Rose  die  Flachen  des  rechten  Trapezoeders  zweiter 
Ordnung  mit  den  Flachen  des  linken  Trapezoeders  erster  Ordnung 
gleichzeitig  aaftreten,  so  deaten  sie  ebenso  wie  die  Lage  der  Rhomben* 
flüche  darauf  hin,  dass  wir  diesen  Krystall,  seine  Einfachheit  voraus- 
gesetzt, als  einen  sogenannten  linken  zu  betrachten  haben. 

Der  Krystall  war  ursprünglich,  wie  auch  die  Abbildung  in 
Poggendorffs  Annalen  Bd.  50  Tafel  I  Fig.  10  zeigt,  ringsum  voll- 
atandig  aosgebildet;  durch  eine  sehr  starke  Erhitzung  bei  den  frü- 
heren Untersuchungen,  wobei  der  Krystall  blos  mit  einer  semer 
Fliehen  auf  einer  Uetallplatte  lag.  war  an  der  Ecke  (4.  4  6.  ft) 
ein  Stock  abgesprungen,  wie  dien  in  der  dieser  Abhandlung  beige- 
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fugten  Abhüdung  auf  Tatel  II  Fig.  ^5  durch  punklirte  Lioien  anger 
deutet  ist. 

Die  Prisiiionflachon  f.  3  und  5  erscheinen  starker  glänzend  als  die 
zwischen  ihnen  liegenden  ^ ,  4  und  6 ;  sonach  sind  also  hei  diesem 
Krystalle,  ehenso  wie  dies  G.  Rose  bei  den  Jflhschauer  Krystallen,  wo 
aher  nur  ein  Ende  ausgebildet  war,  angegeben  hat  (s.  oben  S.  336)  am 
oberen  Ende  die  Flächeo  des  HauptrhomboedeFS  auf  die  glaozenderen 
PrismeDflachen  au^esetzt. 

Um  die  verschiedenen  Stellen  der  Prismenflftchen  knrz  bezeu^hnen 
ZD  können,  wollen  wir  jede  dieser  Flüchen  zontfchst  als  vollatHndiges 
Rechteck  betrachten;  die  vier  Ecken,  sowie  die  Hitle  der  FIttche  and 
die  Mitten  der  vier  Seiten  sollen  dann  in  der  Fig.  2  Taf.  I  angedea- 
teten  Weise  mit  den  Buchstaben  a  bis  t  bezeichnet  werden.  Treten 
Abstumpfungen  der  Bcken  ein.  so  mögen  die  genannten  Bodistabmi 
Air  die  möglichst  analogen  Punkte,  wie  in  der  regelmässigen  FSgnr,*} 
gellen. 

Da ,  wie  erwähnt ,  die  Polaritäten  bei  der  Erwärmung  gerade  die 

eiityecen^eselzleo  als  bei  der  Abkühlung  sind,  so  gentlgl  es,  wenn  im 
Nachfolgenden  stets  nur  die  wüliicnd  der  Abkühlung  beobachteten  elek- 
trischeD  Spannungen  angeführt  werden. 

Prismenflttche  I. 

Als  das  in  der  Eisenfeile  stehende  TIk  i monieter  auf  128'-  t^estie- 
gen  war,  wurde  die  Lam[)e  aust,M'U)seht,  und  der  Krystall  der  Abkulilung 
Uberlassen ;  die  Beobachtung  begann,  als  das  Thermometer  bis  70*^  ge- 
snnlten  war. 

e  — 1,4(70")**);  d+  0,6;  e  —  2.0  {60");/-—  1.0;  0  +  0.7; 
^  — 2,0;  c  — 3,0;  Mitte  zwischen  e  und  c  —  5,0;  Milte  zwischen  e  und 
i  ^  3,0;  0  ^  2,4;  h  3,0;  t  ^  1,0;  i<  +  3,5 ;  e—  4,0;  Mitte  xwi- 
sehen  e  mid       5,0  (32*);       3,0;  Mitte  zwischen  e  and  o  —  9,3; 

■ 

*)  Rtn  Thea  der  MeBSUigoD  M  Taf.  n  Pig.  t«  Cd  das  Heiz  dIesM  IxjMOm  ein- 
gttngan  wofden;  dia  Zaichao  4-  und  —  gaban  auf  dan  FIHcban  dan Ort  an,  wo  flia 
Messungen  aaagafSbrt  wurden ,  und  gewähren  durch  ihre  Vcrgleichung  niil  den  obeo 
iui  Texte  nnmhnn  gemachten  aio  Mittel  die  mit  a  bis  •  baMichnetan  Punltla  mit  Be- 

stiramtheit  aufzurmrion. 

**)  Die  durch  die  Klammern  ( )  eingeschlosseutin  Zahlen  bedeuten  den  bei  der 
belreffendea  Baebaebtuug  abgelesaoao  Siaod  des  Tbemonatan. 
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a-j.  1.4;  6  — 3,Ü,  6  —  5,5;  i—  I.A  (28*);  A  —  M ;  5  +  4,5 ;  +  4,0; 
e — 5,0;  Mitte  zwischen  c  und  e  —  9,0.*) 

Die  kleinere  linke  Hälfte  der  Fläche  ist  also  (stets  beim  AI  kahlen 
verstaDdeo)  positiv,  Hie  ^rö55sere  rechte  negativ;  die  gröbste  negative 
Spauoong**)  findet  sieb  uogeMr  io  der  &litte  zwiscbeo  e  und  c, 

Prifimenfläche  2. 

Kryatall  zovor  bis  120**  erhitat. 
e  H-  %0  (85"):  d  H-  0.9;  a  -I-  4,8;  b  ^  %,1 ;  e  2,0;  f  8.0; 
«+0,7;  A+1,5;  g^~i,l;d  +  2,8;  e+7,2 (48*);  <H-  4,7;  b  +6.2; 
«+  5.7;  /•+  4,0;i+  1.0;  Ä  +  2,5;  ^ -h  2,4;  i/  + 3,0;  e  +  4  1,2; 
(35°);  a  +  4,6;  b+  8,5;  c  +  6,0;  f -h  6.0;  t  -|-  0,9;  A  +  2,7;  g 
2,6 ;  d  +  3,0 ;  e  +  1 1 ,0  ;  Milte  zwischen  e  und  /"  -I-  7,8 ;  f  +  4,Ü  , 
Mitte  zwischen  e  und  6  42,0  (24"). 

Die  ganze  Flache  zeigt  also  positive  EiekfrK  it»t;  die  höchste  posi- 
tive Spannung  liegt  zwischen  e  und  b  ungeiUiir  in  dei-  Mitte. 

PrismenfUche  3. 

Krystall  zuvor  bis  436"  erhitzt, 
e  — 0,4(77");  d  h-  0.7  (70");  o  —  0.3;  6  —  4,0;  c  —  4,0;  4.0; 
t  — 0,7;  Ah-4,0;  ^-1-2.0;  e  -|-  1,4  (48",;  « -h  1.0;  6—  2.2; 

c  —  2,9;  /•—  3,0;  t  — 1.2;  A-^2.0;  7  -H  2.6;  e-h  -H)  (3ü");  <7-4-4.r>; 
a  +  4,4;  6  —  3,7;  c  —  3,4 ;  /  —  4.0,  i  —  0,7;  A  -|-  2.4;  j  +3,0; 


*)  Znr  B«iirlbeUailg  in  Sttrk«  d«r  elektritcben  Erregung  des  BergkrysUllts 
wird  Mgende  Ansabe  dieiwn  kdimen. 

Auf  den  kleinen  Ofen  b  wurde  eine  dien  abgeedililleoe  Kapfeiplelte  von  96 

Durcbmesser  isoUrt  gelegt .  und  dieselbe  mit  dem  einen  Pole  einer  aus  48  Elementen 
Zink-Kupfer-Wasser  gebildeten  Säule  verbunfltMi ,  während  der  andere  Po!  dipser 
SUule  zur  Erde  abgeleitet  wnr ;  dif»  Metalle  hallen  bereits  vier  Wochen  iti  Wasser  ge- 
standen. Ais  der  Milte  dieser  l'lalte  die  Platinspitxe  ebensu  wie  der  KrystüllflScbe  in 
der  obigen  Terenclisraibe  geniherl  wurde,  entstand  in  Blektromeler,  deaeen  Bnir- 
pBndliohkeit  oben  8.  Si3  angegeben  wurde,  ein  Anaeolilag  von  i  SItlb. ;  der  Hob  dea 
Ptatindrahtes  betrug  dabei  ungefSh:  t  *  Linien.  Wurde  die  Hubhöhe  des  PlaUadrablea 
•af  i  bis  5  Linien  vergrösserl,  so  sliej^  der  Ausschlag  bereits  über  7  Sklh. 

**)  Wie  viel  die  Spannung  in  c  durch  den  Umstand,  da.*is  sie  in  unmittelbarer 
Nähe  einer  Ecke  gemessen  z.  B.  gegen  die  in  e  auf  der  Mitte  der  Fläche  beobachtete 
rerringert  wird,  IlMt  aicb  tti^  wolll  angeben. 
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e  nach  anfänglicher  Bewegung  im  negativen  Sinne*)  •+•  ^,0;  zwischeo 
e  und  /  nahe  bei  f  —  5,3. 

Die  Hnke  Hiilftr  dieser  Fläche  if^l  sonai  h  [lositiv,  die  rechte  ne- 
gativ; die  grösstf  Intensität  der  negativen  Spannung  liegt  ungelllUr  ui 
der  Mitte  zwischen  e  und  c. 

Prismenflflcbe  4. 

Krystall  zuvor  bis  120*>  erbitst 
6  0.0  (85*);  0,0;  0  0,0;  6  -h  1.0;  e  M;  f  -h  1,8;  i  +  3,0; 
A  -h  2.0;  9  —  1»4;  il  —  S«0;  «  <4-  5,0(50«);  a  (durah  aoOngliciMB  -|- 
zn)  —  1,2;  (  4-  1.6;  e  +  6.5;  ^  -I-  5.0;  t  -h  S.0;  il-4-M;  9*8,8; 
d  —  3,8;  «  +  8.5  (36<),  « (durah  +  zu)  —  8,5;  b  H-  8,0;  e  •+>  7,0; 
f  +  6.0;  i  +  6,0;  ik  +  5,0;  g  —  8.3;  d  —  4.0;  0  +  8,2  (28»); 
Mitte  zmchen  «  and/ 13,0  (27 

Bieniacfa  ist  beim  ErkaUeo  eine  Zone  in  der  Nahe  des  Unken  Ban^ 
des  der  FiMche  4  negativ,  'wlbrend  ihre  Mitte  und  rechte  Sate  positiT 
erscheinen.  Das  Maximum  der  positiven  Elektricitat  liegt  von  der  Mitte 
nach  recbtä  iiiu,  wahrscheinlich,  wie  m  ull,  etwas  nach  oben. 

Prismen fUche  5. 

Krystall  zuvor  erhitzt  bis  180°. 
«-^8,0  (70");  d  (durah* zu) -1-0,8;  a  *  0,8;^  b  *  3,0;  e  —  5.0; 
f.  3,6;  f  —  8.8;  k  *  8,8;  e  —  4,0  (48«);  d  (durah  —  zu)  +  1.0; 
a  (durch  —  zu)  H-  0,4 ;  4  —  6,0;  c  —  8,8;  Mitte  zmchen  0  und  e  — 
8,0;  f—  6.0;  t  -  3,3;  k  —  8.5;  0  —  4.5  (33«};  d  (durah  —  zu)  H- 
1,0;  e  (durch  —  zu)  -1-  0,4 ;  zwischen  e  und  c,  jedoch  naher  an  s,  — 
10,6;  e  —  9,3  (28°). 

Wahrend  die  linke  Seite  der  Flache  5  schwach  positiv  ist,  er- 
scheint die  Mitte  und  rechte  Seite  stark  negativ.  Das  M^i^iFn^ffn  der 
negativen  Spannung  liegt  in  der  Nähe  von  c. 


"l  Diese  anfängliche  Bewepuni?  des  GoIdblStlchens  nach  der  negativen  Seite 
entsieht  durch  die  Vertbeilungswirkung  der  bei  /  befindlichen  starken  oegativeo 
BlektiicitSt. 

**)  Dimer  adiwtcbft,  nagathr«  AoMcUag  tat  woU  nar  eine  Fotge  der  iMhH  He- 
genden elark  aafpiiven  PUehAnetOdte. 


Digitized  by  Google 


33] 


£LBKTftl8CliB  UnTBBSüCHONGBN. 


353 


Prismen  fläche  G. 

Ki  vstail  zuvor  eriiitzt  bis  124". 
e  0.0  (70");  e  +  O.Ö  (60'];  d  —  0,8;  a  —  1.5;  h  +  1,2;  c  -H  2,5; 
an  der  Kanle  zwischen  c  und  /'-i-  2.2;  f  +  3,0;  i  ■+■  2.0;  A  2,0; 
g  —  e  H-  8,0  (44");  d  (durch  +  zu)  —  3,0;  a  —  5,0;  i  -i-  2,5; 
eH-6,6;  zwischen  c und  f-^-M;  f-i-M;  t  4,0;  &  -i-  3,6;  ^ (durch 
-I-  zu)  —  f,0;  d  (durch  zu)  —  3,S;  a  ~  5,5;  «  +  10,5;  Mitte 
zwischen  e  and  c  -i-  H,5  (28*^. 

Der  links  liegende  Theil  der  Flfiche  6  ist  hiemach  ziemlich  stark 
negativ,  namentlich  in  seinem  oberen  Tfaefle,  wahrend  die  Mitte  und 
die  rechte  Seile  sich  stark  positiv  zeigen.  Das  Maximum  der  positiven 
S{)annung  liest  uni,'of;  In  m  der  Mitte  von  e  nach  c. 

Die  vorstehend  ausfulnlich  mitgelheilten  Versuchsreihen  werden 
ausreichen,  um  das  anirewandle  Verfahren,  sowie  die  Bedeutung  der 
aufgezeichneten  Ausschläge  des  Goidbiaitchens  im  Elektrometer  in  kla- 
res Licht  zu  setzen.  Dagegen  dürfte  eine  Mittheilung  in  vorstehender 
Form  jeder  Uebersichtlichkeit  entbehren.  Um  diese  üebersichtUchkeit 
der  Resultate,  auf  die  es  vor  Allem  ankommt,  zu  erreichen,  habe  ich 
daher  im  Folgenden  eine  andere  Art  der  DarsteUnag  gewiblt.  Ich 
habe  die  Prismenllllchen »  jede  mit  den  ihr  zugehörigen  Pyramiden- 
flächen  neben  einander  gezeichnet,  und  in  dieses  Netz  an  den  betreffen- 
den Punkten  die  beobachteten  Elektricitäten  eingetragen ,  wie  dies  f^r 
den  Krystall  Nr.  Mi  Fii;.  20  Tatel  II  zeigt;  aussenioni  sind  durch  i^iun- 
liche  Farbe  die  beim  Erkalten  nesrativen.  und  durcii  rüililiclie  Farbe  die 
beim  Erkalten  positiven  Zonen  leicht  kenntlich  wniaclit  wordnn.  Damit 
dies  jedoch  mit  gehöriger  Deutlichkeit  geschehen  konnte,  bin  ich  öfter 
gezwungen  gewesen,  die  Dimensionen  der  Krystalle  zu  verdoppeln  oder 
gar  zu  vervier-  oder  zu  verachtfacben,  was  durch -f-  oder-f  oder  f  neben 
den  Zeichnungen  angegeben  ist. 

In  den  vorstehenden  Versuchsreihen  war  der  Krystall  nur  bis  un- 
gefilhr  130*  des  Thermometers  erhitzt  worden;  was  zur  Folge  hatte, 
dsss  wegen  der  schlechten  Wttrmelatungsfilhigkeil,  die  erst  spttt  eine 
AbktthUmg  in  der  gesaramten  Masse  eintreten  Hess,  bei  noch  etwas 
höheren  Temperaturen  (70",  60*)  nur  schwache  Elektricitaten  auftraten, 
und  erst  nach  und  nacli  an  den  einzelnen  Punkten  ein  Maximum  er- 
reicht wurde,  Um  diesen  Ucbelstand  inöglirhst  zu  beseitigen,  sind  bei 
den  lüli,'en(len  Versuchen .  wenn  nicht  besondere  Beuierkungeo  beige- 

AMmmU.  d.  R.  S.  GcMllMb.  d.  Wi«Mut«b.  XIU.  t3 
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fllgt,  die  Temperaturen  des  neben  dem  Erystall  in  der  Bisenfeile  stehen- 
den Thennometers  bis  200^  nnd  selbst  darOber  gesteigert,  und  erst  die 
bei  der  Erkaltung  bis  tinler  30  "  (gewöhnlich  von  30 — 22"),  wo  keine 

erhebliche  Zunahme  in  den  Intensitäten  mehr  stattfand,  beobachlclen 
Ausschläge  in  die  Zcichnungca  eingetragen  worden. 

Ich  erwähne  nochmals,  dass  ich  die  reinen  Beobachtongsdata  ein- 
getragen habe ;  eine  Messung  an  einer  Kante  oder  gar  an  einer  Ecke 
wird  also  eine  ctwa.s  mindere  Starke  zeigen,  als  eine  Messung  auf  der 
Mitte  odci'  ui)crhaiipt  auf  einer  von  der  Kante  entfernten  Stelle  der 
Fläche.  Auch  erinnere  ich  daran,  dass  die  Hubhöhen  des  Hebels,  wenn 
auch  nahe,  doch  nicht  in  allen  Fflllen  absolut  gleich  waren,  und  dass 
hei  jeder  Beobachtung  nicht  nur  die  genau  unterhalb  der  Spitze  des 
Platindrahtes  liegenden  Punkte ,  sondern  auch  in  einem  gewissen  Grade 
die  diesen  benachbarten  Flttciienstttcke  von  Einflnss  gewesen  sind. 

VUl*  Resultate  meioer  fraheren  Untersuchuugea. 

In  der  Eingangs  dieser  Abhandlung  gegebenen  historischen  Ueber- 
sicht  Uber  die  früheren  Arbeiten  in  Betreff  des  thermoelektrischen  Verhal- 
tens des  Bergkrystalles  habe  ich  (S.  3241  absichtlich  die  von  mir  bereits 
vor  26  Jahren  Uber  diesen  Gegenstand  verolleni lichten  Beobachtungen 
übergangen,  um  sie  der  Mittheilung  meiner  im  I.nnfi»  der  letzten  Jahre 
gemachfen  Unlersnchungen  unmittelbar  vorangehen  zu  lo'^sen.  Die 
Resultate  meiner  früheren  Beobachtungen  sind  in  der  Kürze  die  fol- 
genden. 

Im  Allgemeinen  zeigte  der  Bergkrjstali  *)  drei  elektrische  Axen, 
deigestalt,  dass  die  Prismenflttchen  abwechselnd  positiv  und  negativ 
erschienen,  und  zwar  waren  ebenso  wie  bei  den  ttbrigen  tbennoelekiri- 
sehen  Krystallen  die  Polaritäten  beim  ErwSrmen  gerade  die  umgekebr- 
ten  von  den  beim  Erkalten  auftretenden.  Jedoch  lagen  die  elektrMieD 
Pole  (die  Orte  der  stärksten  Spannung)  nicht  in  der  Mitte  jener  Fliehen« 
sondern  waren  nach  den  Seiten  hin  verschoben.  Ausserdem  Amd  sich 
die  Starke  der  einzelnen  Pole  sehr  versefaiedoi»  und  es  kamen  Falle 
vor,  vro  ein  oder  zwei  Pole  durch  die  benachbarten  nnterdmekt  vrur- 
den,  und  sich  nur  noch  dadurch  kund  gaben,  dass  die  entgegengesetzte 

*)  Pogg.  Aoml.  Bd.  so,  S.SOS. 


Digitized  by  Google 


3S] 


ELBimBcni  UiimsDcinniGBH. 


355 


Efektricitöt  an  dieser  Stelle  schwächer  auftrat,  als  auf  den  benachbarten 

Bei  einzelnen  Kiy^tnllen  boten  die  Enden  df^r  Hmiptaxe  allerdings 
verschiedene  Elektricitüten  dar ;  jedoch  habe  ich  daraus  nicht  mit  Be- 
stimmtheit auf  eine  mit  der  lorystallographischeD  parallele  elekliische 
Axe  zu  schliessen  gewagt. 

Die  HervornifuDg  der  Thennoelektricitttt  im  BergkrystaU  erforderte 
Dur  massige  Erfaitzang. 

Im  NacblblgendeD  werde  ich  den  Beweis  liefero,'")  dass  die  von  mir 
fimher  gemaditen  BeobachloDgen  trotz  der  anTolIicommeDen  Apparate, 
weldie  damals  za  ihrer  AnsfiifaraDg  dienten,  sich  bei  der  neuen  Unter» 
snchung  voUkommen  bestätigt  haben.  Dagegen  rächte  das  froher  an 
KrystaHen  mir  in  Gebote  stehende  Material  nicbt  aas,  die  speciellen 
Besiefanngen  zwischen  der  Form  ond  der  elektrischen  Vertbeflung  auch 
nur  einigermassen  festzustellen.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  forderte 
erneute  Prüfungen ,  und  ich  freue  mich  aussprechen  zu  kdnnen ,  dass, 
wie  das  Folgende  zeigen  wird ,  dieselbe  mir  in  vollständigster  Weise 

IX.  Zusammenstelluog  der  neuen  Beobachtungea,**) 

Sowohl  m  der  äusseren  Form  als  anch  im  Verhalten  gegen  das 
polarisirte  Licht  findet,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  zwiscbeii  v«^ 
schiedenen  BergkrystalIeD  ein  Gegensatz  von  rechts  und  links  statt; 
wir  dttrfen  wohl  erwarten,  dass  ein  solcher  auch  hi  elektrischer  Bezio- 
hong  auftreten  wird .  und  betrachten  deshalb  die  sogenannten  rechten 
und  linken  Kryslalle  Lesüudci^. 

Die  untersuchten  Kristalle  sind  sämmtlich  in  zwei  Projectionen 


*]  Für  den  in  meinen  früheren  Untorsuchungcn  '^Pn?^?  Anna).  Bd.  50  S.  606) 
mit  Nr.  I  und  in  vorHenender  Abhandlung  mit  Nr.  \!I  In  /(Mchneten  Krystall  folgt 
dieser  Beweis  schon  aus  einer  Vergleichung  der  zusor  miigeibeilteu  specieliea  Ver> 
sttduririlMii  mH  janeo  froheren  Beobechlimgen ;  die  Ermöglichung  einer  «elcben  Ver- 
gletobang  bestimmte  mieli,  die  specieUen  Beobaehtongidata  «ende  von  diesem  Kry- 
stelle  zu  geben. 

**)  Aussfir  den  im  Folgendon  beschriebenen  Krystallen  sind  noch  viele  andere 
auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft  worden;  bei  der  Auswahl  für  die  Hittheilung 
bat  mich  besonders  das  Streben  geleitet ,  möglichst  viele  Yariatioueu  in  der  eleklrh 
scben  Vertbeiluog  zur  Anscbaauog  zu  bringen. 

«• 
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und  ausserdem  in  ihren  Netzen  auf  den  Ijcifolgeiuli  n  Tafeln  abgebildet. 
Die  beiden  orthoirra[)lii.sciicn  Projcctionen  sind  stets,  wie  schon  oben 
S.  349  aniicgel)(!n.  so  gowähh.  dass  bei  der  einen  die  äussere  Normale 
auf  der  Prismen  (lache  I  .  bei  der  anderen  die  Hussore  Normale  auf  der 
Fläche  4  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  nach  oben  hin  senkrecht  steht. 

Um  den  l.esor  in  den  Stand  tv  setzen,  sich  selbst  in  völlig  unbe- 
fangener Weise  ein  Urthoil  zu  bilden,  vermeide  ich  in  diesem  Ab- 
schnitte absichtlich  jede  theoretische  Betrachtung  und  gebe  nur  die  Re- 
sultate der  Beobachtung.  Dieselben  beziehen  sich ,  wie  oben  S.  334 
bereits  bemerkt,  auf  den  Zustand  der  elektrischen  VertbeiluDg,  wie 
derseU)e  während  des  Erkaltens  der  Krystalle  bei  Temperaturen  zwi- 
schen 30°  bis  20°  R.  sich  darstellt;  beim  Erwinnen  ist,  wie  dies  auch 
schon  S.  350  hervorgehoben,  die  elektrische  YertheOang  gerade  die 
entg^ngeselzle. 

A.   Sogenannte  rechte  [in  elektrischer  Beziehung 

linke*)]  Krystalle. 

KrysUll  Nr.  I. 

Der  kleine  Krystall  Nr.  I  gehört  zu  den  schönsten  und  vollkom- 
mensten Bergkrystallen;  er  stammt  wahrscheinlich  aus  der  Marmaros 
und  ist  ein  Geschenk  des  Herrn  G.  Rose,  dem  ich  dafUr  zu  ganz  be- 
sonderem Danke  verpflichtet  bin.  Seine  zwei  Projcctionen  sind  Fig.  3 
Taf.  I  in  natttrUcber  Grosse,  sein  Netz  in  Fig.  4  Taf.  I  in  vierfocb 
linearer  VeigrOsserung  dargestellt.  Der  Krystall  ist  vollständig  klar, 
und  auf  seinen  Flüchen  voUkonunen  glatt;  er  zeigt  ausser  den  FlAchen 
des  Prismas  und  der  beiden  Grundrbomboeder  die  sämmtlicfaen  6  Fla- 
chen einer  trigonalen  Pyramide  (sogenannten  Rhombenflächen) ,  und 
zwar  je  zwei  oben  und  unten  auf  den  abwechselnden  Kaulen  des  Pris- 
mas. Die  1  lachen  des  Hauptrhoniboedoi*s  sind  an  ihrer  grö.sseren  Aus- 
dehnung erkennbar;  unleiiialh  dersell)en  Heiden  am  oberen  Emlu  die 
Uhonibenfliielien  rechts,  in  der  Zeicliauuij  des  Netzes  also  am  oberen 
und  unteren  Ende  der  Prisnienkanten  (1.  2),  (3.  4)  und  (o.  G).  Der 
Krystall  guhOrl  hiuruacli  zm  Klasse  der  sogenannten  rechten  **j  fierg- 
krystaUe. 

'J  Das  Niiiirrn  hipriibpr  im  X.  AbsrhnHio. 
**]  H.  oben  S.  .liO. 
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Wegeo  der  Kleinheit  des  Kryslallee  konnte  derselbe  bei  der  Unten- 
suehung  aaf  sein  elektrisches  Verhalten  in  Platinsand  eingebaut  und 
erbilat  werden. 

Die  Betrachtung  der  in  das  Netz  Fig.  4  Tat  I  eingetragenen  Beob- 
achtungen gewShrt  einen  leichten  Ueberblick  Uber  die  Vertbeilung  der 

Eleklriciuu  aul  tliesem  Kryslalle. 

Während  bei  Kryslallcn,  welche  mit  cim m  Ende  angewachsen 
sind,  oder,  wenn  auch  ringsum  ausgebildet,  doch  an  dem  einen 
Eude  eine  voilkommeuerc  Ausbildung  zeigen  als  an  dem  anderen,  eine 
Uoterschcidung  der  beiden  Enden  nolb wendig  wird,  ßlUt.  wie  bereits 
oben  S.  337  envdhnt,  ein  solcher  Unterschied  hinweg,  wenn  beide 
Baden  eines  Krystalles  mit  gleicher  oder  nahe  gleicher  Yollkomnienheit 
und  Regelmlissigkeit  ausgebildet  smd.  Letzteres  ist  in  dem  vorliegen- 
den Kryslalle  Nr.  I  angenllhert  der  Fall,  wenngleich  sich  nicht  in  Ab- 
rede stellen  lAsst,  dass  das  in  der  Zeichnnng  als  oberes  abgebildele 
Ende  doch  noch  eine  etwas  grössere  Regel  mUssigkeit  besitzt  als  das 
untere.  Für  den  Kryslall  Nr.  I  muss  es  also  gleichgültig  sein,  welches 
Eude  wir  als  das  obere  und  als  das  untere  betrachten;  und  dies  ist  in 
der  That  der  Fall,  indem  die  Vertiieikmi^'  der  ElcktricitiU  im  Allgemeinen 
dieseU>e  bleibt,  wenn  wir  die  Zeichnung  umkehren«  und  das  obere  Ende 
zum  unteren  machen. 

Die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  am  oberen  Ende  (1  a,  3  a  und 
5  s)  erscheinen  auf  ihren  grösseren  linken  Hälften  und  dem  entsprechend 
die  Flüchen  desselben  Haupirhomboeders  am  unteren  Ende  (2  6,  4  6 
ond  6  6)  auf  ihren  grösseren  rechten  Hülften  negativ,  die  rechten  Bän- 
der am  oberen  Ende  und  die  linken  Bänder  am  unteren  Ende  nebst 
den  ttussersten  Spitzen  zeigen  sich  dagegen  entweder  positiv  elektrisch 
oder  auch  unelektrisch. 

Die  kleineren  Flüchen  des  Gegenrhomboedcrs  (2ö,  4  a,  6  n,  I  3  6 
und  5  6)  verhallen  sich  im  Allgcniuiuen  gerade  entgegengesetzt ;  am 
oberen  Ende  ist  die  linke  Seite,  am  unteren  die  rechte  Seile  positiv, 
wahrend  am  oberen  Ende  die  rechte  und  am  unteren  die  linke  Seite  uu« 
gativ  oder  unelektrisch  erscheinen. 

Auf  den  Prismenflachen  sind  meistens  beide  Eleklricitttten  vorhan- 
den, und  dabei  durch  eine  von  rechts  oben  nach  links  unten  gezogene 
Linie  geschieden;  auf  den  Flachen  1 ,  3  und  5  ist  der  Unke  und  obere 
Theil  negativ»  der  rechte  und  untere  positiv  (auf  1  nur  unelektrisch); 
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timgekelu  l  ors(  licinl  auf  den  Flachen  2.  i  und  6  der  Itoke  und  obeie 
Theil  positiv,  ik-r  rechte  und  untere  Thüil  nci^ativ. 

Wir  können  die  angegebene  elektrische  Vcrtheilung  in  folgender 
Weise  zusammenfassen.  Von  jeder  oberen  Fläche  des  Rauptrhomboe- 
ders  zieht  sich  eine  negative  Zone  abwärts  nach  links  zu  der  entspre- 
chenden nächsten  unteren  Fläche  des  Hauptrhomboeders,  und  ebenso 
geht  eine  positive  Zone  von  jeder  oberen  Flüche  dee  Gegenrbomboeders 
in  gleich  schiefer  Richtoi^  abwflrts  za  der  entsprecbendeD  sHchslen 
unteren  FlSefae  des  G^enrhomboeders. 

Bs  wurde  oben  bemerkt,  dass  die  Kanten  {1.  2),  (3.  i)  nnd  (5.  5) 
an  ihren  oberen  und  unteren  Enden  die  Rhombenflttdien  tragen.  Wiren 
diese  Flachen,  wie  es  hluflg  vorkommt,  gestreift,  so  würden  die  Strei- 
fangen  parallel  den  Combinatioiuikanten  dieser  Flachen  mit  den  Flftcfaea 
des  Hauptrhomboeders  gehen,  also  im  Allgemeinen  die  Richtung  der  zn- 
vor  bezeichneten  elektrischen  Zonen  haben.  Zugleich  sehen  wir,  dass  die 
positiven  Zonen  stets  diejenigen  Kanten  enthalten  oder  kreuzen,  welche 
an  ihrem  oberen  und  unteren  Ende  die  Rhombenflachen  tragen. 

Ein  Blick  auf  die  Zeichnung  lehrt,  ddss  die  Ausdehnungen  der 
verschiedenen  Zonen,  so  wie  die  innerhalb  derselben  beobachteten  In- 
lemiitatoii  lier  Elektricität  nicht  gleich  sind;  eine  1  uli^e  der  nicht  in 
allen  ilieilen  des  Krystalles  absolut  gleichartigen  oder  gleichmassigcn 
Bildung,  die  sich  ja  auch  in  der  nicht  vollkommenen  R^eimässigkeit 
der  äusseren  Begrenzungen  ausspricht. 

Man  könnte  vielleicht  versucht  sein,  diese  Verschiedenheit  einer 
etwas  verschiedenen  BinhCtUung  oder  einer  etwas  abweichenden  Er- 
wärmung und  Abkühlung  zuzuschreiben.  Die  Beobachtung  lehrt  aller- 
dings, wie  dies  auch  schon  firtther  (S.  348)  angedeutet,  dass  die  Alt 
der  Binhttllong  eines  Krystalles  in  enien  Leiter  fUr  die  an  einer  Stelle 
der  A^igelassenen  OberllAche  zu  beobachtende  Elektridutt  nicht  vOUig 
gleichgültjg  ist;  indess  finden  die  ob%en  Unterschiede  dadurch  nicht 
ihre  Erklärung:  ich  erwähne  z.  B.,  dass  als  der  Krystali  Nr.  I  bis  auf 
die  Kante  (1 .  2)  nnd  die  unmittelbar  ihr  anUagenden  Theile  der  Fliehen 
4  und  2  in  Platinsand  gebtdlt  war.  auf  dem  onleren  Theile  der  frei- 
stehenden Kante  (1 .  2}  ebensowenig  positive  Elektridllt  gefbnden  wer- 
den konnte,  als  eine  solche  bei  den  in  die  Zeichnung  eiDgetragenen 
Beobachtungen,  wo  der  Krystali  bis  auf  die  I*risüjenflüche  1  m  i'laun- 
sand  eingebüUi  war,  wahrgenommen  wurde. 
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Schliesslich  halte  ich  es  nicht  fUr  überflüssig ,  speciell  hervorzu- 
heben« dasB  die  18  BeobacbtungsretheD,  welche  in  das  Netz  des  Kry- 
Stalles  Nr.  I  Fig.  I  eingetragen  sind,  streng  genommen  nicht  vtdlig  ver- 
gleichbar sind,  weil  die  Elektridtttt  aof  jeder  Flache  unter  anderen 
Ümstttnden  beobachtet  worden,  indem  bei  den  einzelnen  Versuchsreihen 
stets  andere  und  andere  Fischen  in  den  Platinsand  gehttllt  und  abge- 
leitet waren.  Indess  scheint  dieser  Umstand  gerade  beim  Bergkrystall 
die  Vergleichung  der  Beobachtungen  auf  den  benachbarten  Flachen 
wenig  Zü  stüren;  denn  die  Erfahrung  lehrt,  dass  die  auf  benachbailen 
Punkten  zweier  an  einander  stossenden  Flüchen  ijemachlen  Beobachtun- 
gen sehr  wohl  zu  einander  stimmen,  obwohl  bei  der  Beobachtung  der 
einen  Fläche  mittelst  des  Platinsandes  oder  der  Eisenfeile  andere  Stellen 
znr  Erde  abgeleitet  waren  als  bei  der  Uotersochung  der  zweiten  be- 
nachbarten Flllche.  Vielleicht  haben  wir  gerade  in  der  ejgenthünilichen 
Vertbeilung  der  Blektricititt  am  Beigkrystalle  den  Grund  zn  suchen, 
dais  das  von  mir  meist  angewandte  Verfahren  (den  Bergkrystall  bis 
auf  eme  Flache  einzuhüllen)  zu  unter  einander  möglichst  vergleich-' 
baren  Resultaten  gefUhrt  hat 

Krystall  Nr.  U. 

Der  sehr  kleine  in  Fig.  5  Taf.  1  in  natürlicher  Grösse  gezeichnete 
Krystall  stammt  aus  New  -York ;  genauer  vermag  ich  den  Fundort  nicht 
anzugeben.  Fig.  6  stellt  sein  Netz  in  vier&ch  linearer  Vergrösserung 
dar.  Er  trägt  fünf  RhombenflUcben :  eine  am  oberen  Ende  der  Kante 
(1.2),  und  je  zwei  an  den  oberen  und  unteren  Endpunkten  der  Kanten 
(3.  4)  und  (5.  6);  gehört  also,  wenn  wir  die  Flächen  des  Hauptrhom- 
boeders  durch  ihre  grossere  Ansdebnong  bestimmen,  zu  den  sogenann- 
ten rechten  Krystallen. 

Blil  dieser  Annalmie  stimmt  auch  die  elektrische  Vertheiiung  «her- 
ein, die  bis  auf  die  negative  Zone ,  die  auf  2  unten  rechts  und  auf  3 
oben  links  auftreten  sollte,  regelmässig  ist.  Wuhrcnd  auf  dem  vorher- 
gehenden Kryslallc  Nr  I  die  positive  Zone  unten  auf  i  durch  die  nega- 
tive Elektricitül  vfKiiimfft  war,  ist  jetzt  umgekehrt  die  zuvor  bezeich- 
nete negative  Zone  auf  (s!.  3)  durch  die  positive  Elektricität  verdrangt, 
und  erscheint  erst  wieder  auf  den  in  ihrer  Bichtung  liegenden  Haupt- 
rhomboederflachen  3  a  und  2  die  behufs  dieser  Nachweisang  einer 
speciellen  Prdfung  unterworfen  wurden;  der  Einfloss  der  negativen 
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HleklriciUH  £;ihl  skU  in  der  Nuho  UorKttiilc  aui'  durch  eine  Sdiifvä- 
cbuog  der  positiven  kund. 

Es  i$:t  mir  nicht  unwahrscheinlich,  dass  diese  Unregeloiässigkeil 
in  der  elekirischeo  Yertheilang  mit  den  UnregelmassigkeiteD  der  äusse- 
ren Form  zusarameohHogt;  denn  während  die  Floclie  2  b  des  Hanpi- 
rhomboeders  verkümmert  ist ,  haben  sich  die  Flächen  des  Gegenrfaom- 
boeders  1  ft,  2a  und  3  b  Über  die  Grosse,  wie  sie  3  o,  5  6  und  6  a  zei- 
gen, ausgedehnt. 

Der  Kryslall  wurde  im  Plaünsande  erhitzt. 

Krystnll  Nr.  III. 

Diesen  ausgczeiciinet  scliüüon  Ki  \ stall  aus  New- York  verdanke  ich 
ebenso  wie  den  Krystall  Nr.  I  dir  Güte  des  Herrn  G.  Rose;  Fig.  7 
Taf.  l  stellt  den  Krystall  in  natürlicher  Grosse,  Fig.  8  sein  Netz  in  dop- 
pelten Uneardimension^n  dar.  Er  tragt  ebenso  wie  Nr.  I  slkmmtliche 
sechs  Bhombenflachen  in  normaler  Lage,  d.  h.  auf  den  abwechseUden 
Kanten  (1.2)*  (3.  4)  und  (S.  6);  doch  ist  der  Kryslall  in  seinem  Inneren 
wahrscheinlich  nicht  einfach.  Als  er  zum  ersten  Male  erhitzt  wurde, 
und  das  neben  ihm  in  der  Eisenfeile  stehende  Thermometer  105*  zeigte, 
sprang  zu  meinem  grössten  Bedauern  aus  der  seitwärts  gelegenen 
FlSchc  5  ein  SlUck  mit  einer  kleinen  Explosion  heraus.  Die  beiden 
Bruchstücke  zeii.'('n  an  einer  Stelle  Krystallflächcn,  deren  Lage  nicht 
mit  den  ckisseren  neirrenzunizen  des  Krvsfalles  übereinzustimmen 
scheint.  Entweder  die  ungleiche  Ausdehnung  oder  ein  kleines  mit 
Flüssigkeit  geHlUtes  Bläschen  hat  durch  seine  Spannung  die  Zerspren- 
gtmg  verursacht. 

Die  Eleklridtät  dieses  Krystalles  ist  nur  schwach;  denn  trotz  seiner 
grossen  Klarheit'  und  nicht  unbeträchtlichen  Grosse  zeigte  er  nirgends 
eine  so  starke  elektrische  Erregung  als  der  kleine  Krystall  Nr.  I;  es 
durfte  dieser  Umstand  wohl  auf  eine  Zusammensetzung  aus  verschiedea 
gelagerten  Schichten  hinweisen. 

Um  den  Krystall,  der  zur  sicheren  Bastiramnng  der  Elektricitäl 
stark  erhitzt  werden  musste,  damit  die  Abkühlung  iq  seiner  ganzen 
Masse  möglichst  cleichförmig  wurde,  zu  schonen,  habe  ich  nur  die 
PrismenflJtchen  untersucht ;  übrigens  iHsst  sich  die  elektrische  Verlhei- 
lung auf  den  Rbomboederflacheo  nach  den  Beobachtungen  auf  dem 
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Krystall  Nr.  I  uod  nach  den  später  milzutbeileDdeo  Yeisucben  vorauü- 
sehcD. 

Die  Vertheilung  der  elektrischen  Zonen,  wie  sie  Fig.  8  zeigt, 
stimmt  mil  der  oben  S.  357  angegebenen  uberein ;  eine  Unregelmässig- 
keit tritt  nar  darin  hervor,  dass  die  positive  Eleklridtttt  der  Zone  (1.  S) 
die  negative  Zone  (6. 1),  die  nicht  blos  unten  rechts  aaf  6»  sondern 
auch  oben  Unks  auf  1  erscheinen  sollte,  von  lelzterer  Flfiche  ganz  ver- 
dntngihat. 

Ich  muss  auch  hier  wieder  auf  einen  m(fg1idien  Zusammenhang 
dieser  Unrogelmfissigkeit  mit  der  ttnssem  Form  aufmerksam  machra: 
wührend  alle  übrigen  Fliehen  des  Gegonrhomboeders  betmchtUch  klei- 
ner sind  als  die  Flachen  des  Hauptrhomboeders,  ist  altetn  die  Fliehe  i  6 
des  Gegenrhomboeders  sogar  grösser  als  einige  der  Flachen  des  Haupt- 
rhomboeders, so  dass  also  auch  bei  diesem  Krystalle  ebenso  wie  bei 
dem  vorhergehenden ,  die  Unregelmässigkeit  in  der  äusseren  Form  mit 
einer  Unregelmässigkeit  in  der  elektrischen  Vertheilung  zusanmienlriffl : 
eine  grössere  Ausdehnung  und  eine  Verstärkung  der  [»osiiiven  Zone 
äciioiui  mit  oiner  grössern  Ausbildung  der  Flächen  des  Gegenrhomboe- 
ders veibunden  zu  sein. 

Krystall  Nr.  IV. 

Den  Fundort  des  Fig.  9  uod  10,  TaC  1  abgebildelen  Krystalles 
Nr.  IV  vermag  ich  nicht  genau  anzugeben;  es  ist  mir  nicht  unwahr- 
scheinlich, dass  er  gleich  mehreren  der  später  zti  beschreibenden  Rry- 
stalle  aus  Striegau  in  Schlesien  stammt.  Derselbe  ist  nur  am  oberro 
Bnde  ausgebildet;  mit  dem  unleren  war  er  aufwachsen.  Am  oberen 
freien  Bode  trügt  die  Kante  (1.  2)  eine  Bhombenflacbe,  deren  Strei- 
fnng  ihrer  Gombinationskante  mit  1  a  parallel  gebt;  eine  etwas  kleinere 
zweite  Rhomhenflache  findet  sich  oberhalb  der  Kante  (3.  4).  Ob  ober- 
halb der  Kante  (5.  6)  eme  dritte  geleg^i,  IHsst  sich,  da  der  Krystall 
hier  etwas  abgerieben  ist.  nicht  mit  Sicherheil  erkennen.  Der  Krystall 
ist  durch  seine  Form  voltetttndig  als  ein  sogenannter  rechter  charak-* 
terünrt. 

Die  Prismenfläche  5  zeigt  darin  eine  mangelhafte  Ausbildung,  dass 
em  Thftil  (Jerselben  rechts  der  Diagonale  vom  oberen  rechten  nach  dem 
untei  n  linken  Eckpunkte  hin  eingedrückt  ist;  der  Krystall  scheint  bei  der 
Bildung  mit  der  bezeichneten  Steile  angelegen  zu  haben.  Die  elektrische 
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YerlheiluDg  isl  jedoch  durch  diesen  Umstand  nicht  gest^irt  worden.  Das 
unlere  Ende  ist  völlig  trübe  und  in  gemeinen  Quarz  übergehend. 

Nach  den  dargelegten  Vertheilungen  an  Nollsländigen  Krystailen 
mit  nur  kurzen  Prisinenflachen  dürfte  es  nicht  schwer  sein,  sich  im  Vor- 
aus eine  Vorstellunii;  über  die  elektrisclie  Vertheilung  auf  Bcrgkryslallen 
zu  machen,  die  nur  an  einem  Ende  ausgebildet  und  mit  lang  gestreckten 
Prismenflüchen  versehen  sind. 

Die  drei  Flächen  des  Ilauptrhomboeders  werden  bei  einem  söge« 
nannten  rechten  Bergkrystalle  in  ihrer  grösseren  linken  Halfle  negativ, 
am  rechten  Rande  aod  an  der  Spitze  positiv  erscheinen.  Umgekehrt 
wird  die  VeriheiloDg  auf  den  Flächen  des  Gegenrhomboedera  sein.  Auf 
den  Priamenfiachen  werden  die  Begrenzongen  der  Zonen  niehi  mehr 
so  schief  liegen  IcOnnen,  wie  anf  den  koraen  Kryslallen  mit  vollständiger 
AusbÜdnng  beider  Enden;  doch  wird  von  jeder  Haoplrbomboederdllclie 
eine  negative  und  von  jeder  Gegenrhomboederflfiche  eine  positive  Zone 
in  mehr  oder  weniger  sehiefer  Lage  von  rechts  oben  nach  links  unten 
berabgehea  müssen. 

Mit  diesen  Angaben  stimmen  die  Beobachtungen  auf  den  Haupte 
rhomboederflächen,  auf  der  Flfiche  Sa  des  Gegenrhomboeders  und  auf 
den  Prismenflächen  vollständig  Uberein.  Auf  den  beiden  kleineren  ' 
Flachen  des  Gegenrhomboeders  4  a  und  6  a  hat  die  positive  l'^K  ktri- 
ciiai  am  unteren  linken  Rande  nicht  hervorzutreten  vermocht;  au  ihrer 
Stelle  erscheint  Null ,  oder  eine  gegen  die  umiiegeoden  Theile  sehr  ge- 
üchwächte  negative  Elektricität. 

Wahrend  die  elektrische  Po!aril^it  am  oberen  Ende  und  iu  der 
Mitte  des  Krystalles  sehr  stark  ist,  nmmit  sie  getren  das  untere  Ende 
hin,  wo  der  Krystall  trübe  wird,  schnell  ab ,  und  ist  am  unteren  Ende 
gelbst,  wo  der  Krystall,  wie  schon  angefiihrt,  in  gemeinen  Quara  ttber- 
geht,  fast  oder  gänzlich  verschwunden. 

Beiläufig  bemerke  ich  hier,  dass  es  mir  nicht  gelungen  ist,  an 
Kryslallen  von  gemeinem  Quars  elektrische  Polaritäten  nacfasuweisen; 
es  durfte  dieser  Umstand,  ebenso  wie  der  Mangel  an  Durcfasichtjgkeii 
wohl  auf  eine  gestörte  Krystallisation  hinweisen. 

« 

Eryttall  Nr.  V. 

Der  an  beiden  Enden  ausgebildete  Krystall  Nr.  V  stammt  aus  dem 

Dauphin^,  und  ist  in  Fig.  \i  Taf.  i  in  natttriicfaer  Grosse  abgebildet; 
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Fig.  42  stellt  sein  Netz  in  richtiger  Langen-,  aber  in  doppeller  Qner- 
diiDension*)  dar,  wie  maa  leicht  durch  Yergieichang  mit  Fig.  41  er** 
kennt.  Der  Kryslall  Nr.  V  trl^gt  obeo  auf  den  Kanten  (1 .  2)»  (3.  4)  und 
(5.  6)  und  unten  auf  der  Kante  (6.  6],  also  auf  den  abwechselnden 
Kanten  sehr  kleine  Rbombenflacben.  Ausserdem  schien  am  unteren 
Endpunkte  der  Kante  (2.  3)  auf  der  Flttche  2  die  sehr  kleine  Flache 
eines  Trapezoeders  zu  liegen.  Die  Flächen  i ,  3  und  5  sind  glänzender, 
als  die  i  iUchen  2,  4  und  6.  Die  Ausbilduiii^  des  oberen  Entiüö  be- 
zeichnet den  Krystall  als  einen  sogenannten  rechten ;  am  unteren  Ende 
ündet  sich  die  S.  bfschriobene  Form  einer  Schneide,  was  jeden- 
falls mit  einer  SKirung  m  der  Bildung  des  Krystailes  zusammenhängt. 
Auch  erschien  das  untere  Ende  (vergl.  S.  334)  verdickt:  während  der 
Abstand  der  Kanten  (5.  6)  und  (2.  3)  von  einander  am  oberen  Bude 
nur  7"^  betrug,  sti^  derselbe  am  unteren  finde  bis  auf  8"". 

Die  Gestaltung  der  Bhomboederflachen  am  oberen  finde,  sowie 
das  Vorhandensein  dreier  Rhombenflttchen  weist  auf  eine  vollkom- 
menere Ausbildung  des  oberen  findes  hin«  und  bei  der  Bestimmung  der 
elektrischen  Polaritsten  werden  wir  also  auch  dieses  obere  Ende  zu 
Grunde  legen  müssen.  Eben  dafür  spricht  auch  der  Unterschied  im 
Glänze  der  Prismenflächen ,  die  das  obere  Ende  ais  so  zu  sagen  freies 
charaktensiren. 

Die  Rhomboederllüciien  am  oberen  Ende  Hessen  sich  wegen  der 
zu  grossen  Länge  des  Krystailes  nicht  gut  untersuchen;  es  unterliegt 
aber  keinem  Zweifel ,  und  wird  auch  direkt  durch  die  Vertbeilung  der 
Blektridtat  auf  den  Prismenflttchen  bestätigt,  dass  sie  dem  früher  an- 
gegebenen Gesetze  folgm.  Geben  mr  von  ihnen  ans,  so  müssen  von 
den  drei  FlAchen  des  Hauptrbomboeders  nogafive,  und  von  den  drei 
FlAcben  des  Gegenrfaomboeders  positive  Zonen  in  etwas  sehniger  Rich- 
tuDg  von  rechts  oben  nach  Ihiks  unten  herabgehen.  Dies  ist  in  der 
Tbat  der  Fall,  mit  Ausnahme  der  Flache  6,  wo  die  positive  Zone  oben 
nur  als  unelektrisch  bezeichnet  ist.  Die  etwas  schiefe  Lage  ist  noch 
deutlich  durch  die  Grenze  der  negativen  und  positiven  Zone  auf  der 
Fläche  5  angedeutet,  so  wie  auch  auf  den  Flachen  3  und  4  darin,  dass 


*}  M  der  SdiMnIhdt  der  Fttcheo  wire  ee  eonsl  nldit  möglich  geweam,  die  snr 
CtenklerMmDg  der  eleklcMen  YertheiiQDg  nBtUgen  Beobeehliuigen  deotlicb  ein- 
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in  der  Mitte  derselben  die  Polariläl  am  linken  llande  ^»ich  stärker  zeigt 
als  am  rechten. 

K  r  y stall  Nr.  VI. 

Der  ungemein  klare  gldcbfiiUs  Daophinif^er  Krystall  Nr.  VI  Fig.  43 
uod  Fig.  4  4  laf.l  ist  nor  an  seinem  oberen  Ende  ausgebildet,  an  seinem 
nnteren  aber,  wo  er  jedenfiills  angewachsen  gewesen,  abgebrodien, 
und  zeichnel  sich  durch  die  eine  bei  den  Krystallen  des  Dauphtnö  ge- 
wöhnlich vorkommende  sehr  grosse  Fittche  des  Hauptrfaomboeders  4  a 
aus.  Er  trSgt  oben  rechts  auf  der  Prismenfläche  i  die  Flache  eines 
rechten  Trapezoeders  erster  Ordnung,  sowie  auf  der  Kante  (5.  6)  die 
Flflcbe  einer  trigonalen  Pyramide  (RhombenflSche). 

Die  eigentbttmliche  Ausbildung  der  einen  Flache  des  Hauptrbom- 
boeders  bat  eine  Störung  in  der  R^lmüssigkeit  der  elektrischen  Ver- 
lheilung zur  Folge.*)  Die  erste  negative  Zone,  von  links  her  gezahlt, 
beheirschl  die  ganze  Flüche  1  öaiiiuil  der  grossen  Fläche  des  llaupl- 
rhoinboeders ,  und  erstreckt  sich  auch  Uber  einen  Tlieil  der  Fliii  he  G; 
dagegen  besitzt  die  zweite  negative  Zone  auf  .'i  nur  eine  geringe  Aus- 
dehnung, und  die  dritte  ist  auf  eine  kleine  negative  Stelle  oben  auf  der 
FIticheö  reducirt;  weiter  unlen  gibt  sie  sich  nur  durcli  eine  Schwächung 
der  positiven  Elektricitüt  kund.  Die  erste  pusitive  Zone  auf  2  zeigt 
eine  umgekehrte  Bildung,  als  sie  sonst  bei  sogenannten  rechten  Kry- 
stallen auftritt,  indem  die  linke  Seite  der  Flache  2  schwächer  elektrisch 
ist  als  die  rechte;  wahrend  sonst,  wenn  eine  Prismenflllche  an  bei- 
den Rändern  dieselbe  Polarität  besitzt,  bei  rechten  Krystallen  der  linke 
Rand  stärkere  Elektricitttt  zeigt  als  der  rechte.  Ausserordentlich  stark 
ist  die  zweite  positive  Zone  auf  4 ,  die  mit  der  dritten  xosammenhangt, 
und  so  eine  sehr  ausgedehnte  positive  Region  bildet 

Bei  dieser  eigenthUmlichen  Vertheilnng  der  Elektricitat  schien  es 
mir  nicht  ohne  Interesse,  den  Krystall  auch  in  optische  Beziehung 
noch  genauer  zu  untersuchen.  Ich  liess  daher  von  dem  unteren  Ende, 
an  welchem  die  eine  negative  Zone  ganzKch  fehlte,  eine  nahe  4,5"" 
dicke  Platte  {affr^m  Fig.  1 3)  senkrecht  gegen  die  Hauptachse  ab- 
schneiden und  poliren.  Die  Platte  zeigte  im  Polarisalioosapparate  bei 


*)  Vergl.  tlcn  spätorr^n  linken  Krysl.ill  Nr.  XVI,  der  cbenfall«?  aus  dem  Dauphiae 
slaiuoit,  uiiii  bei  analoger  Auädelutuug  der  einen  Fläche  des  Huuptrbomboeders  eUie 
gleiche  Störung  in  der  elektrischen  PolarilUt  zeigt. 
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parallelen  Strahlen  zwischen  i,'ekreuzlen  Spiegeln  (oder  Nicol  sthon 
Prismen)  ein  gleichtarhiges  Gelb  bis  auf  einen  an  der  FlJiche  5  gele- 
genen, 3 breiten  .Streifen ,  der  bei  liekreuzlen  Spiegeln  dunkel ,  bei 
parallelen  hell  erschien.  In  conver£;entero  Lichte  bei  gekreuzten  Spiegeln 
seigte  der  grüsste  Theil  der  Flüche  die  farbigen  Ringe  mit  gelber  Mitte, 
während  der  am  Rande  nach  der  Fläche  5  hin  gelegene  Theil  die  Ringe 
mil  schwarzem  Kreuz  (wie  im  Doppelspath)  darbot,  and  zwar  waren 
diese  letzteren  Ringe  nahe  von  gletcbem  Darchmeeser,  wie  in  dem  flbri- 
gen  Theile  der  Platte.  Auf  der  Grenze  der  beiden  verschiedenen  Iheile 
erschiCTen  die  Ringe  nicht  als  voUstttndige  Kreise,  sondern  ftholicb 
onlerbrochen ,  als  wenn  bei  Betrachtang  des  Ringsystems  im  Doppel- 
spath zwischen  gekreuzten  Spiegeln  ein  GlimmerblSttcben  eingeschaltet 
wird,  das  den  einen  Strahl  gegen  den  andern  am  ungel^hr  Vs  Wellen- 
länge verzögert. 

Die  vorstehenden  optischen  Untersuchungen  zeigen  also  an  der- 
selben  Stelle,  wo  die  elektrische  Prüfung  eine  Störung  nachwies, 
gleichfalls  eine  Störung  in  Uc/aiu,  auf  die  optischen  Erscheinungen,  wie 
sie  sonst  ein  eiutacber  Bergkryslali  darbietet. 

Krystall  Nr.  VII. 

Fig.  1 5  und  Fig.  1 6  Taf.  I  stellen  den  Krystall  Nr.  VII  von  Strie- 
gaii*)  nebst  seinem  Flächconetze  in  natürlichen  Dimensionen  dar.  Der 
Krystall  ist  an  beiden  Enden  ausgebildet.  Am  oberen  Ende  lassen  sich 
die  Flttcfaen  des  Hauptrhomboeders,  deren  eine  (i  a)  ausserordentlich 
gross  ist,  erkennen;  von  den  Httchen  des  Gegenrhomboeders  ist  nur 
die  Fische  {%  a)  auf  der  Kante  (1  o.  3)  als  sehr  schmale  Flüche  sicht- 
bar. Am  anleren  Ende  zeigt  der  Krystall  wieder  die  schon  oft  er- 
wähnte Schneide.  Oben  auf  der  Kante  (1  a,  %)  und  unten  an  der  Kante 
(3,  4)  befindet  sich  eine  RhombenOttcbe;  ob  solche  etwa  auch  an  den 
oberen  Endpunkten  der  Kanten  (3.  4)  und  (5.  6)  gelegen  haben,  tasst 
sich  nicht  mehr  erkennen ,  da  der  Krystall  gerade  an  diesen  Stellen  et- 
was verletzt  ist.  Die  Flache  4  zeigt  auf  ihrer  rechten  Httlfte  eine  man- 
gelhafte Ausbildung  durch  eine  parallel  niil  der  Kante  (4.  5  a)  gehende 


*)  Die  sämmtlichen  Krystalle  von  Striegau  in  Schlesien ,  die  im  Folgenden  er- 
wSbnt  werden .  verdanke  ich  der  Güle  meines  Freundes,  des  Uerru  Prof.  Dr.  Mar- 
bach in  Breslau. 
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Stroifuni; ;  mc\\  die  kanten  (3.  4}  und  (4.5)  sind  in  ihrer  unteren  Uälile 
nicht  vulikocuiuen. 

Um  das  elektrische  Verhalten  zu  brstiuimen,  haben  vnr  das  als 
oberes  gezeichnete  Ende,  wo  die  Flachen  des  Hauptrhomboeders 
UDterechieden  siod,  zo  Gronde  zu  leigen.  Bs  sollten  hiemach  auf  den 
Flflchea  1,  3  und  5  negative  Zonen  liegen.  Die  Zonen  aaf  I  und  6  sind 
ancb  in  der  ganzen  Brstredinng  des  Kryslalles  vorhanden  und  zwar  die 
erstere  in  sehr  aosgAdebnlem  Hasse,  virttbrend  die  negative  Zone  auf  3 
nnr  im  unteren  Tbeile  dieser  Flachen  an&otrefen  vermag,  was  ähnlich 
wie  beim  vorhergehenden  Krystalle  die  Bildung  einer  zusammenhangen- 
den grossen  positiven  Zone  veraulasst. 

Die  Berechtii;uni?.  dai»  als  oberes  gezeichnete  Ende  bei  Beslim- 
niunj4  dei  elektrischen  Polarität  zu  Grunde  /.u  legen,  dutüe  auch  noch 
aus  dem  Umstände  herzuleiten  sein,  dass  die  Entwickclung  der  Eieklri- 
citttt  an  diesem  oberen  Ende  im  Allgemeinen  viel  starker  hervortritt,  als 
an  dem  unteren,  was  aaf  eine  reinere  und  voUkoomieoere  Bildung  jenes 
ersleren  Endes  hinweist. 

Bebuls  optischer  Prüfung  liess  ich  aas  diesem  Krystalle  eine  nahe 
4,2*^  dicke  Platte  (in  Fig.  1 5  ist  ihre  Lage  im  Kryslall  aßr^  ^ 
zeiehnet]  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  herausschneiden.  Die  Platte 
erschien  im  Polarisationsapparate  bei  parallelen  Strahlen  gleichartig, 
wie  ein  rechls  drehender  Krystall ,  mit  Ausnahme  einer  sehr  schmalen 
Stelle  am  Hände,  nach  der  Fläche  3  hin.  An  dieser  Stelle,  am  Rande 
der  Flache  3,  nach  der  Kante  (3.  4)  zu,  zeigte  sich  bei  couvergenlem 
Lichte  das  Hingsystem  mit  schwarzem  Kreuze ;  etwas  mehr  nach  der  Mitte 
der  Flache  3  hin  ging  es  {a  6  nach  oben  durch  einigermassen  deutliche 
links  gedrehte  Spiralen  in  das  gewöhnliche  Ringsystem  bei  Bergkrystal' 
len  (im  vorliegenden  Falle  mit  gelber  Mitte  bei  g^kreozten  Spiogeln)  Uber. 

Kryslall  Nr.  VIII. 

Der  ans  Striegau  stammende  in  Fig.  17  and  18  Tat  I  in  natUr- 

licher  Grösse  gezeichnete  Krystall  Nr.  VIII  ist  ringsnm  aosgebikiei,  wird 
jedoch  gegen  »ein  unleres  Ende  unklar  liuU  ii  übe.  Er  trttgl  oben  auf 
der  Kante  (3  a,  4)  eine  Rhombenflache  und  rechts  daneben ,  also  oben 
links  auf  der  Prismenlläche  4  eine  im  wietli  i  liotlen  Wechsel  mit  der 
ebengenaanten  Rhombenfläclie  auftretende  Flache  eines  Trapezoeders 
zweiter  Ordnung.    Unten  an  der  Kante  (I.  2)  siut  gleicbfitüls  eine 
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Rhoiubenfläche  und  über  ihr  unten  rechts  auf  I  sieht  man  Andeutungen 
einer  Trapezoedei flache.  E  n  Tlicil  der  Flachen  1  und  2  ist  mangelhaft 
ausgebildet.  Die  Hauplrhombuedernuchen  1 ,  3  und  5  sind  am  oberen 
Ende  durch  die  Streifung  der  Trapt^-noderflürho  zweiter  Ordnung  (oben 
links  auf  4)  deuthch  bezeichnet ;  ihre  Grösse  allem  wUrde  sie  nicbt 
sicher  unterscheiden. 

Auch  bei  diesem  Krvstalle  ist  eine  der  nesaliveo  Zonen,  die  auf 
der  FJache  3  aoftreten  sollte,  sehr  reducirt,  und  tritt  nur  an  einer 
Stelle  von  geringer  Au5?dehnung  im  oberen  Theile  der  Flüche  3  auf;  da- 
gegeD  macht  sie  ihren  Einfluss  in  einer  Schwächung  der  positiven  Blek* 
tricHat  nnten  auf  S  an  der  Kante  (2.  3)  noch  geltend.  Gewissermassen 
als  Bnats  fttr  sie  tritt  die  negative  Zone  aof  1 ,  namentlich  in  der  Nllie 
des  linken  Randes  dieser  Utfche,  mit  grosser  Intensität  auf;  nnd  ausser- 
dem  graft  die  dritte  negative  Zone  (wahrsdieinliob  die  Folge  einer  Zvril- 
iingslnndang)  oben  anf  der  FMdie  6  auf  die  Flüche  4  hinOber. 

Krytiall  Nr.  IX. 

Der  ans  Neumark  in  Schlesien  stammende  Krystall  Nr.  IX  (Fig.  4  9 
nnd  20  Taf.  I  in  natoriicher  Grosse  abgebildet)  zeigt  keine  Fblchett» 
wdcbe  den  Sinn  seiner  Drehung  erkennen  liesiron ;  die  elektrische  Yer- 
theilung  auf  seinen  Flächen  weist  ihn  aber  zu  den  sogenannten  rechten. 
Die  Flüchen  i  und  3  sind  durch  staubartige  rm^'ewachsene  Theilchen 
sehr  rauli.  Auf  der  Fhiche  1  ist  unten  ein  klcitu  r  Krystall  eingewach- 
sen; was  eine  eigenlhürnhche  Verbreiterune  <1' i  Flüche  3  am  unteren 
Ende  zur  FoUc  hat,  und  die  Prüfung  der  uritcicn  ifuilc  der  Flächen  1 
und  2  unniü-li(  Ii  macht.  Ausserdem  ist  vom  oberen  Ende  auf  der 
Kante  (l.  i)  ein  zweiter  kleinerer  Krystall  eingewachsen. 

Die  eigenthumliche  Erscheinung,  dass  in  der  Mittellinie  der  Fläche  i 
die  negative  Elektricität  oben  stark,  der  Lange  vom  oberen  Ende  ab- 
Wirts schwach  und  darauf  in  der  Mitte  wieder  stark  anftritt,  ist  wahr- 
scheinlkib  eine  Folge  des  in  der  Nähe  eingewaohsenen  Usinen  Krystalles. 
Uebrigens  sind  sfimmtliche  sechs  elektrische  Zonen  aosgebiklet;  nur  isl 
dnrcb  die  Störung  in  der  Bildung  desKrystaltos  an  seinem  unleren  Bode 
die  zweite  positive  Zone  unten  sehr  ausgedehnt,  und  ^  Jm  der  ersten 
nnd  zweiten  nsgaüven  und  ebenso  hei  der  ersten  nnd  zweiten  positiven 
Zone  deutUch  von  rechts  oben  nach  Unks  unten  gehende  Lage  Ittr  die 
dritte  negative  und  positive  Zone  ahgeudert  worden. 
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Krystall  Nr.  X. 

Der  aos  Striegaa  siammende,  in  Fig.  21  und  8S  Tat  I  in  natltr- 
licber  Grösse  gezeichnete  Krystall  Nr.  X  erscheint  in  Besag  aaf  die 
Ansdehnang  seiner  FlScben  sehr  unregelmässig  gebildet.  Auf  der  Kante 
(1  a,  2)  liegt  eine  schmale  Rhombenflttche,  die  sich  auch  in  einer  nahe 

dabei  befindlichen  Verliefnng  oben  links  auf  der  Fläche  2  wiederholt. 
In  einer  Vertiefung  in  der  Mitte  der  Kante  (1.  0  6)  liegt  eine  kleine 
glHnzende  Flüche,  die  gleichfalls  eine  BhombeDflÜche  ist,  und  also  der 
anderen  Irigonalen  Pyramide  ani^ehürl. 

Ungeachtet  der  .^rossen  UnregcInUissigkoil  in  der  Ausdehnunjj;  der 
äusseren  BegrenzunirNOhrhcn  ist  doch  dio  elektrische  Verlheiluns^  eine 
ziemlich  rei,'elmüssige ,  und  namentlich  tritt  in  demjenigen  Theile,  wo 
die  Flächen  des  Hauptrhoniboeders  (6  6,  1a,  2  6,  3  a)  durch  ihre 
Grosse  ach  auszeichnen ,  die  schiefe  T.ape  der  Zonen  sehr  deutlich  her- 
vor« so  dass  auch  bei  ümkebrung  des  krystalles  die  Verlbeilang  im 
Allgemeineo  dieselbe  bleibt. 

B.   Sogenannte  linke  (in  elektrischer  Beziehung 

rechte)  Krystalle. 

Krystall  Nr.  XI. 

Der  kleine  vollständig  ausfehiUlctc  Krystall  Nr.  XI,  den  ich  der 
Gtite  des  Herrn  Sack  in  Halle  verdanke,  .sUmimt  ebenso  wie  der  Kry- 
stall Nr.  !  aus  der  Marmaros,  ist  aber  nicht  völlig  so  klar  und  auf 
seinen  Flüciien  nicht  so  voUkdumn  n  eben  un<l  glatt  wie  der  Krystall 
Nr.  I.  Fig.  23  Taf.  H  stellt  die  heulen  Ansichten  des  Krystalles  Nr.  XI 
in  natürlicher,  Fig.  ti  sein  Netz  in  achtfach  linearer  Vergrf^sseriinii;  dar. 
Die  beiden  Endpunkte  seiner  Hauptaxe  endigen  in  vollkommene 
Spitzen,  und  die  Flachen  des  Haupt-  und  G^enrhomboeders  sind 
deutlich  an  ihren  relativen  GrOssenverhältnissen  zu  erkennen.  Die  Kan- 
ten (6.  1  a)  und  (2.  3  a)  tragen  sehr  schmale  Rhombenflachen,  und 
ebarakterisiren  den  Krystall  hindurch  als  einen  sogenannten  linken. 

Die  Vertheilung  der  Blektridtat  an  diesem  Krystalle  ergibt  sich  aus 
den  In  Fig.  S4  eingetragenen  Beobachtungen;  ein  Vergleich  dieser 
Figur  mit  Fig.  4  Taf.I  tttsst  sofort  den  Unterschied  zwischen  sogenannten 
Unken  und  rechten  Krystallen  erk«inen. 
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Es  wurde  oben  S.  368  aus  der  Beobachtmig  ao  rechten  Kry- 
stallen  folgendes  Gesetz  der  Verlheilung  hergeleitet:  l>etin  Erkalten 

eines  Bergkrystalles  gehen  die  negativen  Zonen  von  einer  Flache  des 
Hauplrhomboeders  Uber  die  Prismenflachen  zu  einer  nächsten  Flache 
desselben  Rhoniboeders  am  anderen  Ende,  und  entsprechend  die  posi- 
tiven Zonen  von  einer  Flache  des  Gegenrhonihoeders  zu  t mer  nächsten 
Flache  Hosselben  Rhomboeders  am  anderen  Ende,  und  7.\\m-  s'uul  die 
RichtniiL:«  [1  der  Zonen  den  Comhinatiouskanten  zwis  Ii  n  den  Haupt- 
rhomboeder-  und  den  Rhomhenllachen  parallel,  oder  die  positiven 
Zonen  enthalten  oder  ki  eu/.en  diejenigen  Prismenkanten.  an  deren  End- 
punkten die  BhombenflUchcn  auftreten. 

Bei  den  rechten  Krysiallen  fol(;te  aus  diesem  Gesetze  eine  schiefe 
von  rechts  oben  nach  links  unten  gerichtete  Lage  der  elektrischen 
Zonen. 

Bin  Blick  auf  Fig.  24  lehrt  nun,  dass  das  zuvor  ausgesprochene 
Gesetz  auch  fiir  die  linken  Krystalle  gih;  da  jedoch  bei  den  linken  Kry- 
stalten  die  Combinalionskanten  der  Flttehen  des  Hauptrhomboeders  mit 
den  Bbmnbenflttchen  eine  andere  Richtung  haben ,  weil  die  Rhomben- 
flachen  in  Bezug  auf  die  Flüchen  des  Haupt-  und  Gegenrbomboeders 
gerade  auf  den  anderen  abwechselnden  Kanten  als  bei  den  rechten 
Krystallen  auftreten,  so  resultirt  aus  der  Anwendung  des  obigen  Gesetzes 
auf  die  Kaken  Krystalle  eme  sehfefe  Lage  der  elektriscben  Zonen  von 
links  oben  nach  rechts  unten.  In  dieser  Verschiedenheit  der  Richtung 
der  Zonen  besteht  in  Glektrischer  Beziehung  der  ganze  Unterschied 
zwischen  rechten  und  linken  Bergkryslallen ;  ein  Unterschied,  der  je- 
doch so  hestiiiiüii  iiei.iu.sirilt,  dass  es  l»ei  regelmässiger  Bildung  eines 
Krystalles  genügt  eine  einzige  Rhomboeder  -  oder  Prisnionflachc  auf  ihr 
elekliisches  Verhallen  zu  j)rüren,  unj  ohne  weitere  iiussere  Kennzeichen 
(d.  h.  ohne  Vorliandeiiscin  von  Rliondicn-  und  Trapezflöchen)  zu  ent- 
scheiden, ob  der  Krystaii  ein  sogenannter  rechter  oder  linker  ist. 

Untersuchen  wir  z.  B.  eine  HauptrhomboedernUche  am  oberen 
Ende,  so  ist  bei  den  rechten  Krystallen  die  linke  grössere  Hälfte  negativ, 
und  nur  der  rechte  Rand  positiv;  umgekehrt  ist  bei  den  linken  Krystal- 
len die  grossere  rechte  Hälfte  negativ,  und  nur  der  linke  Rand  positiv 
(oder  achwacher  negativ).  Gerade  entgegengesetzt  verhalten  sich  dio 
Fbtchen  dea  Gegenrbomboeders. 

AMh«.  4,  R.  8.  anribi*.  d.  WbwMek.  XTIf.  14 
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Krystall  Nr.  XII. 

Dieser  von  Slriegau  io  Schlesien  stammende  Krystall  ist  bereits 
oben  S,  349  beschrieben  und  die  eldOiische  Vertbeiluog  auf  seinen 
PrismenllttcheD  angegeben  worden.  Flg.  S5  stellt  seine  Projection  und 
Fjg.  26  sein  Netz  dar.  In  letzteres  sind  ausser  den  aof  den  Prismen- 
IlHchen  gemachten  oben  bereits  mitgetheilten  Beobachtungen  auch  die 
auf  den  Rfaomboederflttchen  ansgefiihrten  Untersudinngen  eingetragen 
worden. 

Nor  sein  oberes  Ende  iHuft  in  eine  Spitze  aus  und  an  ihm  allein 
sind  die  Fluchen  des  Haupt-  und  G^genrfaomboeders  durch  ihre  relative 
Grosse  deutlich  unterschieden;  das  untere  Ende  zeigt  die  so  bilofig 

vorkommende  Form  einer  Schneide. 

Die  schiefe  Lage  der  Zonen  von  links  oben  nach  rechts  unten  ist 
deutlich  zu  erkennen,  namentlich  an  der  Stelle  (von  3  a  über  3  und  4 
nach  4  6) ,  wo  auch  am  unteren  Ende  die  Fläche  des  Hauptrhomboe- 
ders  (4  b)  durch  ihre  Grösse  su  li  auN/cK  Imcl  und  also  beide  zu  einer 
Zone  gehörige  Flüchen  in  uui  inaler  Weise  ausyebildel  sind.  Ferner  ent- 
halten die  positiven  Zonen  slelü  die  Kanten,  an  welchen  die  Rhomben- 
flüchcQ  (wie  eine  solche  in  [6,  \  o]  erscheint  auflrelen  würden,  wenn 
sie  sämmtlich  vorbandeo  wären.  Am  oberen  Ende  endlich  zeigen 
sammliiche  Flachen,  sowohl  des  Haupt'  als  auch  des  Gegenrhomboe- 
ders  die  normale  Yertbeilung,  wahrend  dieselbe  am  unteren  Ende  nur 
auf  der  Fläche  4  b  hervoririlt,  auf  allen  übrigen  Flachen  dagegen  durch 
die  schneidenförmige  Bildung  desselben  gestttrt  ist. 

Kry«Utl  Nr.  XIIL 

Oer  Krystall  Nr.  XIII  zeichnete  sich  durch  ungemein  grosse  Klar- 
heil aus,  Wöhrend  der  Kivslall  Nr.  XII,  wenn  auch  im  Alkenieinen 
durchsiehtiij,  doch  nicht  völlig  rein  war;  er  stammt  wabrsclu  inlieh  aus 
dem  Dauphine.  lu  Fig.  ±1  Taf.  II  ist  er  in  natürlicher  Grösse  abgebil- 
det, Fig.  28  stellt  sein  Netz  in  doppelter  Grösse  dar. 

Der  Krystall  ist  nur  an  dem  oberen  Knd«»  n usgebildel ,  nnd  zeigt 
daselbst  sömmtliche  drei  Hlionihenflachen  aut  den  abwechselnden  Kan- 
ten (6.  1),  (2.  3j  und  (4.  5;;  ausserdem  auch  unterhalb  der  oben  auf 
der  Kante  (2.  3)  liegenden  RhombenflHche  h'nks  auf  der  Fläche  3  die 
matte  Flttche  eines  linken  Trapezoeders  6  P  f  erster  Ordnung.  Die 
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Hauptrfaomboederflachen  lassen  sich  sowohl  durch  die  Slreiliiiig  aitf  der 
zoleizt  goDaimleD  Rhombenfllidie  als  audi  darch  die  TrapezoederflMche 
erkennen;  hiernach  shid  die  FlAchen  1  a«  3  o,  5  «  die  Fliehen  des 
Hauptrbomboeders,  der  Krystall  ist  also  ein  sogenannter  linker  (oder 
links  drehender).  Am  unteren  Ende,  das  auch  noch  völlig  klar  er- 
scheint, ist  der  Ktystall  abgebrochen. 

Im  Glan/.c  der  Prismenllachcn  beiiierkl  inun  bei  der  Reflexion 
einer  Kerzcnflamme  einen  Unterschied;  die  FISrhcn  1  .  3  und  ß,  al.so 
diejenigen ,  welche  am  oberen  Ende  die  Flachen  des  Haiiptrhomhoe(ler5? 
IniL'en  7eiü:en  etwas  .^tJSirker  glänzende  Bilder,  als  die  dazwi:»chen  lie- 
genden Höchen  2,  4  und  H. 

Die  Prisnienflücben  i,  :\  und  4  sind  in  den  unteren  Hüiften 
mangelhaft  ausgebildet:  auf  2  und  3  ist,  wie  Fig.  27  zeigt,  ungefähr 
in  der  Mitte  wahrscheinlich  durch  Anisen  an  ein  anderes  Individuum 
das  Niveau  der  Fläche  eingedrtlckt ,  und  erhebt  sich  erst  wieder  gans 
unten  am  Ende.  Auch  die  Flache  4  wird  von  einem  solchen  Eindrucke 
noch  etwas  getroffen :  dagegen  sind  die  Flachen  6  und  (auch  fast)  5  und 
4  vollkommen  ausbildet. 

Auf  den  Prismenflachen  ziehen  rieh  dm  negativen  Zonen  von  den 
Hauptrhoroboed«*flacfaen  am  oberen  Ende  abwärts,  zeigen  hier  aber  im 
Ganzen  eine  geringere  Ausdehnung  als  die  positiven;  auf  den  Rhom* 
boederflachen  herrscht  dagegen  die  negative  Elektricitat  vor.  Wahrend 
bei  sogenannten  rechten  Krystallen  eine  Prismenflache,  welche  in  ihrer 
ganzen  Erstreckung  nur  eine  Art  von  Elektricitat  zeigt ,  auf  ihrem  Un- 
ken Rande  die  stärkste  Polarttat  besitzt  (S.  364),  tritt  die  grOssle  Inten- 
sität bei  linken  Krystallen ,  wie  auf  der  Fläche  2  oder  6  des  vorliegen- 
den, am  rechten  Rande  auf.  Sömmi liehe  Prismenkanten,  welche  oben 
die  lUiombenfladie  tragen,  liegen  auch  hier  wieder  im  Bereiche  der 
positiven  Zonen. 

Kryslall  Nr.  XIV. 

Der  Kryslall  Nr.  XIV  stammt  von  Striegau  und  ist  nur  an  dem 
einen  Ende  ausgebildet,  an  dem  anderen,  wo  er  wahrscheinlich  ange- 
wachsen gewesen,  verbrochen.  Fig.  29  und  30  Taf.  II  stellen  ilm  in 
natttrlicher  Grosse  dar.  Die  Prismenflachen  waren  gut  ausgebildet  bis 
auf  die  Flache  5  und  die  linke  Kante  von  6.  Die  Flachen  4 ,  3  und 
selbst  5,  soweit  sie  eben  ausgebildet,  erscheinen  glänzender  als  die 
Flachen  2,  4  und  6;  besonders  matt  ist  die  Flache  4. 


Digitized  by  Google 


372 


W.  G.  Uakkbl, 


[52 


Der  KrystaH  trag  zwd  Bbombeofificben,  oben  anf  den  Kanten 

(6.  1)  und  (2.  a) ;  die  Streifiing  auf  der  oben  an  (8.  3)  liegenden  Flacbe 
bezeichnet  die  Flachen  i  a,  3  a  und  5  a  als  die  FMchen  des  Haapt- 

rhomboeders,  sodass  also  auch  hier,  ebenso  wie  bei  den  beiden  vor- 
hergehenden Kiysiallen .  am  oberen  Ende  die  Hauptrhomboederflächen 
auf  den  glänzenderen  Prismonflachen  aufgesetzt  sind. 

Zwei  der  positiven  Zonen  erscheinen  am  oI)Pren  Ende  p(  Im  ilor 
als  weiter  abwürts;  ein  Umstand,  der  mit  der  A  i^l  i (  itunü;  der  nei^a- 
tiven  KlektricitJU  Uber  die  oberiialh  derselben  befindlichen  Khomboeder- 
flachen  zusammenhangt.  Die  Rhombennache  auf  (6.  f  a)  war  überall 
positiv*  dagegen  ging  durch  die  Rhombenfläche  auf  (2.  3  a)  die  Grenze 
der  positiven  und  n^aliven  Zonen  hindurch ;  von  den  beiden  an  der 
Flttche  8  gelegenen  Eckpunkten  dieser  Fl'Jehe  war  der  linke  positiv,  der 
rechte  unelektrisch ;  die  beiden  an  3  a  gelegenen  Endpunkte  geborten 
bereits  der  negativen  Zone  an.*) 

Kryslall  Nr.  XV. 

Der  Krystall  Nr.  XV  fFlg.  31  u.  32  Taf.  II),  der  wahrscheinlich 
auch  aus  Stnegau  stammt,  ist  nor  an  seinem  oberen  Ende  ansgobildet, 
am  nnt^n  war  er  aufgewachsen;  im  unteren  Drittel  wird  er  nament- 
lich gegen  das  Ende  bin  undurchsichtig.  Unter  den  Prismenflächen 
die  FlScbe  i  sehr  matt;  \  und  5  sind  stark  gifinzend,  und  2  und  6 
fliehen  ihnen  im  Glänze  wenig  oder  gar  nicht  nach. 

Die  Filichen  des  Bauptrhomboeders  sind  dnrch  ihre  grossere  Aus- 
dehnung eharakterisirt.  Auf  der  Kante  (6.  4  a)  findet  sich  die  FIScbe 
einer  trigonalen  Pyramide  (Kbombenflache).  so  dass  der  Krystall  also  sn 
4en  sogenannten  linken  gebOrt. 

Infolge  des  Undurehstchtigwerdens  und  Uebergehens  in  gemeinen 
Quarz  nimmt  nach  dem  unteren  Ende  hm,  wie  dies  auch  schon  frtther 
S.  362  hervorgehoben  wurde,  die  Intensitlit  der  elektrischen  Erregung 
ab.  Infolge  einer  Störung  verschmälert  sich  die  um  die  Kante  f2.  3} 
liegende  positive  Zone  nach  unten  hin,  was  eine  etwas  anomale  Laijc 
der  rechts  angrenzenden  negativen  Zone  bewirkt;  indess  lässt  sich  doch 


*}  Ich  bonierLo  beilaiifij; ,  (Jnsa  meiäleus  viel  mehr  PunLte  der  verschiedenen 
Flüchen  auf  ibr  eickirisches  Verhalten  untersucht  sind ,  als  in  die  Netze  eingelrageo 
w«rd«ikonnt«ii.  So  worden  aueh  die  beiden  Rhorobenflächen  an  dem  Krystall  Nr.  XIV 
einer  tpeciellen  PrOfung  unterworfen. 
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die  Eigeaschatl  des  Krystalles  als  eines  Unken  selbst  in  dieser  ne^^ntivcn 
Zone  auf  der  Fläche  3  daran  erkennen ,  dass  nach  dem  rechten  Rande 
faiii  die  Slttrke  der  Elektricitat  wachst,  wahrend  dies  bei  einem  rechten 
Krystalle  nach  dem  linken  Rande  hin  erfolgen  wttrde. 

Krystall  Nr.  XVI. 

Der  aus  dem  Dauphin^  stammende  Kryslall  Nr.  XVI  war  nur  an 
dem  einen  Ende  ausgebildet  und  mehrere  Zoll  lang,  als  ich  ihn  erhielt. 
Da  indess  sein  unteres  Ende  trabe  aussah,  und  seine  grosse  Lange 
einer  bequemen  Untersnehung  hinderlich  war.  so  Hess  ich  ihn  in  einer 
Hohe  von  nngeföhr  2  Zollen,  wie  ihn  Fig.  33  und  34  Taf.  II  darstellen, 
durchschneiden.  Jedoch  auch  bei  dieser  Lange  erschien  ^^ein  unteres 
Driltel  nicht  völhg  klar,  sondern  von  kleinen  Bläschen  erfüllt.  Die 
Flächen  3  und  4  waren,  wie  Fig.  33  zeigt,  nicht  voHkurnmen  ausi,'e- 
bildel;  auch  die  Flüchen  I  und  2  zeigten  am  unteren  Rande  in  der 
Nahe  der  Kante  (1.  i)  eine  niaogelhaile  Bildung.  Die  I  lache  4  war 
selbst  auf  dem  oberen  vollkommen  ausgebildeten  Theile  unter  allen  die 
roalteste  im  Glänze ;  zwischen  den  übrigen  Flachen  wage  ich  nicht  in 
Bezug  auf  Glanz  einen  Unterschied  mit  Sicherheit  aufeustellen. 

Die  Kante  (6.  4  a)  trog  eine  ziemlich  grosse,  die  Kante  (2  a,  3) 
eine  sehr  schmale  Rhombenflttche.  Da  die  Flachen  des  Hauptrfaomboe- 
ders  an  ihrer  Ausdehnung  mit  Sicherheit  erkannt  werden  können,  so  ist 
der  Kr\  stall,  seine  Binfiichheit  vorausgesetzt ,  ein  sogenannter  finker. 

Auf  den  Prismenflachen  herrscht  ebenso  wie  bei  dem  rechten  gleich- 
falls aus  dem  Dauphine  stamiiR  nden  Krystall  Nr.  VI  die  positive  Polaritüt 
in  bedeutendem  Grade  vor,  und  auch  darin  zeigt  sich  zwischen  beiden 
Kryslallen  eine  merkwürdige  Uebereinstiminung,  da.^s  bei  beiden  die  ne- 
gative Zone  der  Flüche  ö  auf  eine  sehr  kleine  negative  Steile  reducirl  ist. 

Weitere  Beobachtungen  werden  zeigen  müssen ,  ob  diese  eigen- 
thtlmliche  Vertheilung  der  Elektricitat,  wie  wir  sie  bei  den  Krystallen 
Nr.  VI  und  Nr.  XVI  gefunden  haben,  bei  allen  mit  einer  ausserordentlich 
grossen  Flache  des  Hauptrhomboeders  versehenen  Dauphinter  Kry- 
stallen vorkommt. 

Krystall  Nr.  XTII. 

Der  ziemlich  verzerrte  in  Fig.  33  und  3G  Taf.  II  abgebildete  Kry- 
ßlall  Nr.  XVII  aus  Striegau  trllgf  oben  auf  der  Kante  (6  a.  1)  eine 
Ehombenfläche,  die  parallel  ihrer  Kante  mit  1  a  gestreift  ist,  und  gleich 
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rechts  daneben ,  also  links  olieo  auf  der  Fläche  i  die  «latle  Flache  eines 
linken  Traf)07oo{lcrs  erster  Ordnung;  weiter  ahw.irts  zeiirt  die  Kante 
(6.  I  i  mehi  lache  Einschnitte ,  iiiul  in  di-'sco  erscheint  die  Hhoiuben- 
fläche  nel)st  der  gestreiften  Fl!<ch(^  eines  rectiten  Trapezoedcrs  zweiter 
Ordnung  die  also  ebenfalls  auf  der  Flüche  I  liegt).  An  beiden  Enden 
der  Kante  (i.  3;  lies;en  Rhombenflachen,  die  obere  deutlich  gestreift  par- 
allel ihrer  Kante  mit  (3  o};  auf  der  Kante  (4.  3  a)  sieht  man  nur  Spu- 
ren einer  Rhomhennjlclie.  Die  Fläche  4  ist  rauh;  auf  ihr  scheint  der  io 
der  Richlungder  Normale  auf  den  Flächen  1  und  4  sehr  stark  zusammen- 
gedruckte Krystall  bei  seiner  Bildung  gelegen  zu  haben;  auch  die 
Fischen  6  a  und  der  rechte  Rand  von  5  a  sind  uDVoIlkommen  aus^ 
gebildet. 

Ungeachtet  der  sehr  starken  Verzerrung  in  der  llusseren  Form  er^ 
scheint  die  elektrische  Verlheilung  an  diesem  Krystalle  nur  in  der  ersten 
negativen  Zone,  die  nach  rechts  und  oben  gedrangt  wurde,  gestört; 
was  jedenfalls  ebenso,  wie  bei  dem  Krystall  Nr.  III,  mit  der  grossen 
Ausdehnung  der  Flache  1  6  des  Gcgenrhomboeders  zusammenhangt. 

Krystall  Nr.  XVIII. 

Bei  meinen  früheren  Untersuchungen  halte  ich  einen  Krystall  aus 
Strie.Kaii  der  in  Pogg.  Annal.  Bd.  50  Taf.  I  Fi,^.  14  abgebildet  ist,  erst 
in  uiivcisehrtein  Zustande  auf  sein  elektri.sches  Verhallen  nnteisitehl, 
SjiMter  aus  seiner  Mitte  ein  8,5"""  dickes  Sffick  .senkreclit  f.'ei;en  die 
llauptaxe  herausgeschnitten  und  auch  dieses  geprüft.  In  Betreff  des 
unversehrten  Kryslalics  litidet  sich  in  dem  genannten  Bande  von 
Pogg.  Annal.  S.  ()H  Uber  das  elektrische  Verhallen  der  Prismen- 
njichen  die  Angabe:  Flache  1  — ,  2  H-,  3  — ,  4  -h,  3  —  und  6  +• 
Nach  Untersuchung  des  mittleren  Stückes  ist  S.  Gl  4  noch  die  Beroer-. 
kung  betgei))gt.  dass  die  Pole  nicht  in  der  Mitte  der  Flachen  liegen, 
sondern  die  obere  Schnittflache  nach  oben  gerichtet,  stets  auf  der  dem 
Beschauer  zugewandten  Flache  nach  rechts  hin  verschoben  sind.  Der 
Krystall  wurde  damals,  wie  dies  bei  allen  frltheren  Versuchen  geschah, 
nur  auf  einem  Bleche  liegend  erhitzt. 

Diese  firuher  angegebene  Vertbeilung  der  Blektricitat  wird  nun 
durch  die  neueren  Versuche  vollkommen  bestätigt.  In  Fig.  37  Taf.  II 
ist  der  Krystall  in  unversehrter  Form ,  wie  er  in  Pogg.  Annal.  Bd.  50 
Taf.  1  Fig.  14  abgebildet  ist,  dargestellt i  das  ausgescbmlteoe  Stttck 
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ist  mit  a  6  /  d  aDgecIeutet.  In  das  Fig.  38  Taf.  II  gezeichnete  Netz 
dieses  mittleren  Stuckes  siod  die  neueren  Beobachtimgeo  eingetrageiL 

Der  Krystall ,  nar  ycn  doo  Flllcbea  des  Prismas  und  der  gewOhn^ 
licheB  Rbomboeder  begranzl,  besass  Bnsserlich  ketn  Anzeichen»  am 
wetchem  erkannt  werden  konnte,  ob  er  ein  rechts  oder  ein  links  drehen« 
der  sei;  die  elektrische  Vertheilong  charakierisirte  ihn  aber  als  einen 
sogenannten  Unken,  was  der  Potarisatfonsapparat  bestuigte,  als  das 
mittlere  Stock  in  0)m  untersucht  wurde;  dasselbe  zeigte  überall  eine 
Linksdrehung  der  Polarisationsebene. 

C.   Zusammengesetzte  Krystalle. 

Zu  den  bisherigen  Untersuchung«!  waren  möglichst  einfache  Kry- 
stalle verwandt  worden ;  ich  will  zum  Schluss  noch  die  Beobachtungen 
an  einigen  deutlich  zusammengesetzten  Krystallen  angeben,  am  zu  zei- 
gen, wie  anch  in  dem  elektrischen  Verhalten  sich  die  Znsammengesetzl- 
heit  ausspricht. 

Krystall  Nr.  XIX. 

Der  in  Fig.  39  und  Fig.  40  Taf.  II  abgebildete,  ans  Striegau 

stammende  Krystall  Nr.  XIX  zeigt  am  oberen  vollkommen  ausgebil- 
deten r.fule  auf  den  Kanten  (G.  \  a)  und  (2  a.  3)  die  lilionibendachen; 
die  Rhümbenfliiche  auf  (2  a.  3)  ist  parallel  ihrer  Kante  mit  '<ia  gestreift; 
auch  auf  der  Kante  (4.  Ii  a)  bemerkt  inan  S[iui(  ii  einer  Hhombenflöche. 
Am  unteren  Ende  ist  die  Krystallisation  etwas  gestört  gewesen;  das- 
selbe endigt  in  zwei  Spitzen ,  und  dies  so  wie  die  auf  dem  unteren 
Theile  der  Flachen  5  und  6  vorhandenen  Absätze  dtirften  wohl  auf  ein 
Zusammenwachsen  zweier  Krystalle  hinweisen.  Die  Flache  2  trtgt  an 
diesem  (unteren)  Ende  rechts  die  Flache  eines  Unken  Trapesoeders 
erster  Ordnung,  wahrend  sich  auf  der  Kante  (S  6.  3)  Spuren  einer  Rhom- 
beoflacfae  finden. 

Das  elektrische  Verhallen  dieses  Kryslalles  ist  sebr  .eigenthttmlicfa; 
derselbe  zeigt  4 )  die  elektrischen  Zonen  in  einer  grösseren  Anzahl  als 
ein  einfacher  Krystall,  und  bietet  2!  eine  Vertheilung  auf  den  beiden 
grossen  Flächen  1  u  und  2  b  des  llaupirhomboeders  dar.  wie  wir  sie 
sonst  nirgends  beobachtet  hnlicn.  Ih  ide  Erscheinunfi;en  bestätigen  die 
vorhin  aus  der  blossen  Betrachtung  der  äusseren  Gestalt  gezogene 
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ScMussfolgerung,  dass  der  vorli^ende  KrystaH  käs  einÜMsher,  soodern 

ein  zasammengesetzter  ist. 

Um  diese  Ansicht  noch  weiter  zu  erharten,  Hess  ich  aus  dem  Kry- 
stall  eine  Platte  u  fJ  y  Ö  {V\^.  39  Taf.  II)  senkrecht  auf  seine  Hauplaxe 
herausschneiden  und  die  beiden  Schnit  ülächen  poliren.  Im  Polarisations- 
apparate erschien  bei  parallelen  Strahlen  die  ri^iUe  nicht  gleiclif.n l)ig; 
wahrend  j'edoch  der  ijiösseie  iheii  derselben  nur  geringe  Abweichun- 
gen in  der  Farbenuuance  zeigte,  fanden  sich  Rin  Rfinde  der  Platte  in 
der  Nahe  der  FUiche  3  nach  2  hin  und  am  Hände  der  Flache  5  stilrkere 
Verschiedenheiten.  Im  convergenten  Lichte  erschien  die  Platte  überall 
links  drehend,  mit  Ausnahme  des  zuvor  bezeichneten  Theiles  in  der  Nahe 
der  PrisiDenflSche  3  nach  2  hin ;  an  diesem  zulelzt  bezeichneten  Theile 
erschienen  an  einer  Stelle  Spiralen  und  zwar  (a<?  nach  oben)  links  gewun- 
dene, so  dass  hier  also  gleich  dicke  Platten  rechter  und  linker  Krystalle 
ttber  einander  lagen,  und  zwar  die  Platte  des  rechten  Krystalles  nach 
dem  oberen  Ende  hin.  In  dem  grosseren  Theile  der  Platte  traten  beim 
Verschieben  geringe  Aendemngen  in  der  Form  der  Ringe  und  der 
Farbe  ihres  Centroms  ein ;  in  der  Nshe  der  Flache  2  bildeten  sich  die 
allmühligen  Uebergttnge  in  die  Spiralform. 

Die  in  die  Hauptmasse  dieses  Krystalles  eingeschobenen  fremden 
Stttche  waren  viel  grosser  als  die  in  den  oben  S.  364  und  366  beschrie- 
benen rechten  Krystallen  Nr.  VI  und  Nr.  VII  beobachteten.  Um  eine 
genaue  Deutung  der  eingeschobenen  Stacke  und  ihres  Einflusses  auf  die 
elektrische  Vertheilung  geben  zu  können,  würde  es  übrigens  nüthig  i;i 
wesen  sein,  noch  neue  Platten  in  den  verschiedensten  Höhen  aus  dem 
Krystalle  zu  schneiden,  und  der  optischen  Prllfuni:;  oder  der  Aetzung  njit 
verdtlnnter  Fluorwasserstotlsauru  zu  unterwerfen.  Leider  fehlte  es  hier 
aber  an  einem  geeigneten  Künstler  zur  Anfertigung  dieser  Platten;  die 
obige  Platte  war  ebenso,  wie  die  rrftheren,  einfach  auf  der  Drehbank 
mittel«!  einer  Kupferächeibe  aus  dem  Krystall  herausgeschnitten. 

Kryslail  Nr.  XX. 

Der  in  Fig.  41  und  42  Taf.  II  abgebildete  Krystali  stammt  ans 
Carrara ;  er  xeichnet  sich  durch  seine  hohe  Klarheit  und  Darchsichtig- 
keit  aus;  ist  aber  nur  am  oberen  Ende  vollkommen  ausgebildet,  am 
onteren  dagegen  afagdbrodien ;  an  letzterem  Ende  sind  nur  noch  Theile 
TOn  Rhomboederfliichen  sichtbar. 
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Die  Kaote  (6.  1)  zeigt  eine  sehr  schmale  Zuschärfuag  oder  Ab- 
Slompfung  und  Zuschdrfung.  Am  oberen  und  unteren  Ende  dieser 
Kante  finden  sich  auf  den  Kanten  (6.  1  a)  und  (6  6.  1)  ebenfalls  schmale 
Abelompfuogw  (oderZoscbarfaiigeD),  die  jedoch  kaioe  RhombenflScheD, 
eondern  die  PlttclieD  eiees  IrigonaleD  oder  hexagoealeo  Trapesoeders  m 
sein  sehemen;  anf  der  Kante  (6  1)  sind  deutlicb  zwei  Fltcben  zu 
erkennen;  anf  der  Kante  (6.  4  a)  ist  mit  Bestimmtheii  nur  eine  FlMdie 
wabnnnehmen,  die  jedoch  gegen  6  eine  geringere  Neigung  hat  als 
gegen  1  a.  Ausserdem  zeigt  die  Kante  (4.  5)  in  ihrem  oberen  Tbeile, 
soweit  derselbe  nicht  verletzt  iät,  eine  der  Kaute  (ö.  1)  analoge  Abstum- 
pfung oder  ZuschSrfunp:. 

Die  Prtsiuenflachen  birul  mit  Ausnahme  der  Fläche  4,  und  geringer 
ihr  benachbarter  Stellen  auf  3  und  5  unverletzt.  Uebrigens  ist  der 
Krystail,  wie  die  Beschaffenheit  der  Prisnicnflacben  nachweist,  kein 
einfacher:  auf  Flache  1  ßndet  sich  ungeQlbr  Vi  vom  rechten  Rande  eine 
mil  diesem  Rande  parallele  Naht;  eine  nngoßüir  Hhnlich  gelegene  aber 
viel  scbwflobere  gewahrt  man  auf  Fliehe  3 ;  dagegen  zeigt  die  Flttche 
8  drei  solcher  Nahte,  von  denen  die  beiden  links  liegenden  am  deut- 
liebsten  hervortreten.  Die  Fliehe  4  Itest  wegen  ihrer  Verletzungen 
keine  Beobachtungen  zu;  auf  den  FIflcben  5  und  6  endlich  ist  keine  Spur 
einer  Naht  mchtbar. 

Aus  Fig.  42  erkennt  man  leicht ,  dass  zwei  der  elektiischen  Zonen 
auf  2  oder  3,  ebenso  wie  die  kleine  positive  Stelle  oben  rechts  auf  4  in 
die  i;G\Mjliiili(  li('  \  LI  tliLMliiiii,'  cine;eschoben  sind.  Die  elektrische  Ver- 
thciluug  auf  denjenigen  Flüchen,  wo  keine  Nähte  sichtbar  werden ,  also 
auf  den  Flttchen  5  und  6»  und  auch  zum  Theit  i  und  4«  weist  im  AUge^ 
meinen  auf  einen  sogenannten  rechten  Krystail  hin. 

Kryslall  Nr.  XXL 

Dieser  gleicbfklls  aus  Carrara  stammende  nur  am  oberen  Ende 
ausgebildete,  am  unteren  aber  abgebrochene  äusserst  durchsichtige 
Krystail  (Fig.  43  und  Fig.  44  Taf.  II  in  natitriicher  Gr^tase  abgebildet] 
ist  in  noch  höherem  Grade  als  der  vorhergehende  zusammengesetzt; 
alle  seine  Fiat  lien  mit  Ausnahme  von  2,  auf  welcher  an  der  linken  Seite 
em  kleiner  Krystail  heraustritt,  zeigen  vielfache  Nahte,  die  Flüchen  3 
und  4  in  ihren  Mitten  sogar  tiefer  liegende,  den  Randkanten  parallele 
Strecken.   Am  oberen  finde  der  PrismenflOchen  ünden  sich  Flachen 
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spitzerer  Rbomboeder,  utt  nur  auf  einer  Haide ,  wo  dann  eine  Naht  die 
Begrenzung  bildet. 

Am  oberen  Ende  der  Kaole  I.  ?  liegt  auf  dem  iil)er  das  allge- 
meine Niveau  der  Flache  9  herausfreterulen  kleinen  Kryslalle  eine  schmale 
Riionibenfliiclic ,  iiiui  links  dürimter  (also  oben  rechts  auf  I)  eine  Trape- 
zoederflöche.  Eben  diese  Bildung  wiederholt  sich  auch  in  der  Milte  der 
Kante  (1 .  \  a),  wo  eine  starke  Naht  einsetzt  und  die  linke  Hälfte  der  ge- 
nannten Kante  etwas  höher  liegt  als  die  rechte.  Ferner  sieht  man  am 
oberen  Ende  der  Kante  (3.  i)  aaf  einer  Stelle  eine  Rbombenflflche,  aof 
einer  links  darunter  liegenden  daroh  einen  Absatz  von  der  vorher- 
gehenden getrennten  Stefle  (also  oben  rechts  auf  3)  eine  Trapezoeder- 
fltche;  die  Kante  (6.  I  a)  zeigt  gleichfalls  eine  achmale  Rhombenllache, 
so  wie  links  anter  ihr  (also  oben  rechts  auf  6)  eine  grosse  glänzende 


Die  in  das  Netz  eingetragene  Polaritttten  beweisen  durch  ihre 
vtelfiichen  Wechsel*)  und  durch  ihre  ausserordentliche  Schwäche  ebenso 
wie  die  zuvor  erwähnte  Bescbaflbnheit  der  Flächen  die  grosse  Zuaam- 
mengesetztheit  dieses  Krystalles. 

Schliesslich  erwähne  ich  nnr  noch,  dass  grosse  schOne,  aber  gleich- 
falls vielfach  zusammengesetzte  Kryslalle  aus  der  Schweiz,  die  ich  der 
Güte  des  Herrn  Prof.  Naumann  verdanke,  gleich  dem  zuletzt  beschrie- 
benen Krystalle,  im  Allgemeinen  t^elir  scliNvach  elektrisch  waren  ,  so 
dasR,  wenn  auch  auf  cinzolnen  FUicben  uocli  eine  uiüssige  Spiiüiiinii?  he- 
obachlel  wurde,  dieselbe  wiederum  auf  anderen  kaum  mit  Sicherheit 
ihrem  Zeichen  nach  bestimmt  werden  konnte/'^) 


*)  Auf  iler  rechten  Seite  der  Fläche  4  wurde  zwischen  zwei  positiven  Zonen 
eine  nicht  elektri^dx-  Sielte  beobachtet,  die  wohl  «ucb  als  eine  schwach  negative 
Zone  belracblel  werden  darf. 

**/  Sehr  wahrscheinlich  haben  die  grossen  dicken  von  Rioss  und  Kose  zu 
ibrMi  Ihennoelektrischen  Unteisucbongen  benolzlen  BzenipUre  («.  oben  S.  3X4)  in 
dieser  lategorie  gehört,  und  es  Andet  das  Niditwabraebroen  von  elektrfscben  Span- 
nungen aof  den  FKIcben  der  Kryetalle  in  dem  Vorstehenden  seine  genfigende  Erklä- 
rung ,  zumal  das  von  genannten  Forschern  angewandte  Elektrometer  jedenfalls  nicht 
so  srinvache  elektrische  Erregungen  angnb  ,  .il'!  Ha«!  von  mir  conslruirle ,  dt»?<;en  Em— 
plindlichkeit,  wie  icii  bereits  S.  343  hervorgehoben  habe,  möglichst  erliüht  war. 
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D.  Abnahme  der  eleklriscbea  Erreguo^  derBcrgkrystalle 

bei  höheren  Temperaturen. 

Bs  worde  gleich  im  Eingänge  dieser  Arbeit  S.  324  erwSbnt,  dasB 
die  Eielfiricitat  der  Bei^krystalle  bei  boberen  Temperaturen  ver- 
acbwinde.  Zum  epeciellen  Nachweise  dieses  Vorganges  will  ich  zwei 
Versttchsreifaen  mittheilen ,  welche  an  der  Flache  4  des  oben  S.  364 
beschriebenen  Kryslalles  Nr.  VI  nnroitlelbar  nach  einander  ausgeftlhrt 
wurden;  ich  wUhle  gerade  diese  Flüche,  weil  dieselbe  sich  durch  eine 
ausserordenllich  starke  Eleklricitiit  auszeichnet. 

Der  Kryslall  Nr.  VI  wurde  bis  auf  die  Flache  i  in  eine  grössere 
Menge  Eisenfeiie  eiDgehüllt,  und  der  Milte  dieser  Flüche  die  Spitze  des 
Platindrabtes  Vin  der  oben  S.  344  beschriebenen  Weise  genähert.  Die 
im  Folgenden  angegebenen  Temperatur^rade  (hunderttb.  Skale)  beziehen 
sich  auf  den  Stand  des  neben  dem  Krystalle,  und  zwar  etwas  tiefer  als 
dieser,  in  die  Eisenfbile  eingesetzten  Tbermomelers. 

Lampe  in  dem  kleinen  Ofen  b  angezündet:  W  Null;  75*'  —  2,0 
Skth.;  95«—  6,0;  m*  —  15,0;  UO"»  —  20.2;  160*  —  19.0; 
480«— {5.5;  200«—  11,0;  210«  —  8,7;  230«  —  5,0;  240«-- 2.5; 
250«  —  1.3  Skth. 

Lampe  aii.sgelascht :  230»  —  0,2;  210"  -|-  0,2;  190"  ■+-  1,1  ; 
90«  -I-  18.0;  70»  -h  27.5;  38»      3G.5  Skth. 

Unmittelbar  darauf,  wiilirend  also  das  Thermometer  nochSS"  zeigte, 
wurde  die  Lampe  mit  etwas  grösserer  Flnmine  wieder  ange^u^ulet. 
Wahrend  bei  den  vorhergehenden  BeohachtungeQ  die  Kry^tallflache  un- 
angertthrt  blieb,  so  wurde  jetzt  von  Minute  zu  Minute  mittelst  einer 
Spiritusflamme  wenigstens  die  auf  ihrer  Oberfläche  angehäufte  Elektri- 
cicat  hinweggenommen.  und  jedes  ÜMal  %  Minute  nach  dem  BeepOlen  mit 
der  Flamme  die  elektrische  Spannung  in  der  Mitte  der  Fische  beobachtet. 

Lampe  angezündet:  84«  4-  4.5;  120«  —0.2;  160*  —  5,0;  200« 
—  6,0;  220«  —  5.5;  250«  —  4,0;  270«  —  1,0. 

In  dieser  zweiten  Versuchsreihe  erfolgt  die  Abnahme  in  der  elek- 
trischen Spannung  erst  bei  scheinbar  höheren  Temperaturen ;  es  liegt  ^ 
dies  daran ,  dass  die  Flamme  der  Lampe  belrJichllich  grösser  war  als  in 
der  ersten  Versuchsreihe,  und  milbin  die  Temperatur  der  I'] isenfeile  sehr 
viel  rascher  stieg  als  die  des  schlecblleiteadeu  Bergkrystalles. 
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X*  Resultate  ans  den  vorstefaeoden  Untenochnngen. 

A.   In  elektrischer  Beziehang. 

Durch  den  glücklichen  Umstand,  dass  es  mir  gelungen  ist,  mög- 
lichst vollkonimene  Exemplare  der  beiden  verschiedenen  Modificationen 
des  Bcrgkn'st alles  zu  erlangen,  wird  die  Aufelellung  der  allgemeinea 
Gesetze  über  das  thcruioelektrische  Verhallen  dieses  Minerals  sehr  er- 
leichtert; sie  reducirl  sich  grösstenliieils  auf  eiue  Zusammenstellung  der 
bereits  an  verschiedenen  Orten  des  vorstehenden  Abschnittes  als  un- 
mittelbares Ergebniss  der  Beobachtung  ausgesprochenen  Satxe. 

In  einem  an  bdden  Enden  der  Hauptaxe  gleich  vollktmimen  aus- 
gebildeten einfachea  Beiigkrystalle  treten  beim  Erkalten  sechs  elektri- 
flche  Zonen,  abwechsetod  negativ  and  positiv ,  auf,  oiul  zwar  gehen 
die  negativen  Zonen  von  den  Fliehen  des  Hanptrhomboeders  am  oberen 
Ende  schief  abwflrts  za  einer  nächsten  Flüche  eben  dieses  HanplThom- 
boeders  am  unteren  Ende,  wihrend  die  posiiiven  Zonen  ach  in  gleich 
schiefer  Richtung  zwischen  entsprechenden  Flttchen  des  Gegenrhook- 
boede»  erstrecken.  Wir  können  hiemach,  im  Anschluss  an  die  übliche 
Ausdrucksweise,  dem  BergkrystaHe  sechs  elektrische  Pole,  abwech- 
selnd positiv  und  negativ ,  oder  drei  an  ihren  Enden  entgegengesetzt 
elektrische  Axen ,  die  mit  den  sogenannten  Nebenaxen  der  sechsseitigen 
Pyramide  zusammenfallen,  zuschreiben. 

Die  schiefe  Richtung,  in  welcher  sich  die  elekiuschen  Zonen  vom 
oberen  Ende  nach  dem  unleren  ziehen,  isl  nun  aber  bei  den  beiden  .Modi- 
lieationeii  (ins  Bergkrystalle« .  den  sogenannten  rechten  und  linken  Kry- 
slalleu  versclncden ;  sie  ist  nUmlicli  slols  parallel  mit  den  Streifungeu  der 
Rhonibenflächen  oder  parallel  mil  den  Coini)inatiunskamen  dieser  Fla- 
chen mit  den  Flüchen  des  Hauptrhomboeders.  Hieraus  folgt,  dass  die 
posiiiven  Zonen ,  welche  zwischen  den  Flächen  der  G^enrhomboeder 
liegen,  stets  Uber  diejenigen  Prismenkanten  hinweggehen  mtlssen, 
welche  an  ihren  oberen  und  unteren  Endpunkten  RhombenflSchen  tra- 
gen,  oder  dass  die  positiven  Pole  oder  die  positiven  Endpunkte  der 
elektriscfaen  Azen  in  die  Mitten  der  eben  bezeichneten  verticalen  Kantea 
des  Prismas  fhllen,  wtthrend  die  nogativen  Pole  oder  negativen  End- 
punkte  der  elektrischen  Axen  den  dazwischenliegenden  Prismenkanten 
angehören* 
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Suchen  wir  im  bexagonalen  Systeme  diejenige  hemiedrische  Kry- 
stallgestak .  welche  bei  ihrem  Uebergange  in  eine  scheinbar  huloedrische 
sechsseili2;e  Pyramide  in  iliren  Flächens jstemeu  dieselbe  Lae;e  zeigt,  wie 
die  elektrischen  Zonen  am  Bergkrystalle  sie  darbieten,  so  erhalten  wir  als 
solche  das  hexagonale  Trapezoeder;  je  zwei  zu  dem  einen  Eckpunkte 
einer  Nebenaxe  gehörige  Flachen  bezeichnen  die  Strecken,  über  welche 
sich  die  einzelnen  elektrüscben  Zonen  ausdehnen.  Je  nachdem  nun  aber 
bei  der  Bildung  des  Trapezoeders  die  einen  oder  die  anderen  ewei  an  dem 
Eckpunkte  einer  Nebenaxe  der  zwöl&eitigen  Pyramide  gelegenen  Ftttchen 
wachsen,  entsteht  em  rechtes  oder  ein  Ünkes  hexagonales  Xrapesoeder. 
Bin  Blick  auf  Fig.  4  Tat  I  und  Fig.  U  Taf.  II  lehrt  sofort,  dass  in  doeoB 
sogenannteD  rechten  Kryslalle  (Fig.  4)  ein  linkes  (vefigl.  S.  386),  und  tn 
einem  sogenannten  linken  Kryslalle  (Fig.  84)  ein  rechtes  hexagonales 
Trapezoeder  enthalten  ist.  Sonach  sind  also,  wenn  wir  die  Benenming 
des  rechten  und  linken  Trapeioeders  in  der  bisher  flblichen  Weise  bei- 
behalten, die  bisherigen  Beseicfanungeo  rechte  und  Imke  Bergkry  stalle, 
wenn  sie  die  in  ihm  enthaltene  Krystallgestalt  ausdrucken  sollen,  in  die 
entgegen geselElen  umzuwandeln;  die  Drehungen  der  Polarisations-> 
ebene  de»  Lichtes  erfolgen  dann  in  dem  rechten  Krystalle  links  um,  und 
in  dem  linken  Krv^tallc  rechts  uiu. 

Die  Drehung  der  Polarisationsebene  ist  ein  allerdings  mit  der  Kry- 
stallgestalt, ahor  in  einer  uns  noch  unbekannten  Weise,  zusamuienlii^n- 
gendcs  PhUnomcn,  und  wir  haben  daher  keinen  Grund,  in  einem  die 
Polarisa tionsebcne  rechts  drehenden  Krystalle  gerade  ein  rechtes  Trape- 
zoeder vorauszusetzen  und  umgekehrt.  Ganz  anders  ist  dies  mit  der 
elektrischen  Vertheilung,  welche  durch  ihre  Zonen  in  der  allerbestimm- 
testen  Weise  die  zu  demselben  Eckpunkte  dner  Nelienaxe  gehörigen 
zwei  Flachen  (das  zusammengehörige  FIticheopaar)  kennzeichnet,  und 
damit  den  Krystall  als  rechten  oder  linken  darstellt. 

In  einem  an  beiden  Endpunkleo  der  Hauplaze  vollkommen  aus- 
gebildeten Kryslalle  mit  abwechselnd  grosseren  Flachen  .des  Haupt-, 
mid  kleineren  Flachen  des  Gegenrhomboeders,  so  wie  mit  massig  aus- 
gedehnten Prismenllachen  und  mit  6  Rhombenflachen,  zu  je  zwei  auf 
den  abwechselnden  Kanten,  stellt  sich  nun  die  elektrische  Vertheilung 
folgendermassen  dar: 

Bei  einem  sogenannten  rechten  Kryslalle  sind  die  Prismenflachen 
nahe  durch  die  von  links  unten  nach  rechts  oben  gehenden  Diagonalen 
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in  zwei  elektrisch  vorschiedene  Hälften  getheilt ;  die  an  einer  Flüche 
des  iiaupliiiuinboeders  liegende  Hälfte  ist  negativ,  die  an  einer  Flache 
des  Gegenrhoinboeders  liegende  dagegen  jiosiiiv,  und  z\v;»r  gehen,  wie 
bereits  wiederholt  bemerkt ,  die  positiven  Zoui'u  Uber  diejeiiiiien  verti- 
calen  Kanten  des  Prismas,  welche  oben  und  unten  die  Rhonibenfläcben 
tragen.  Die  Flächen  des  Hauptrhoniboedcrs  am  oberen  Ende  erschei- 
nen auf  ihrer  Mitte  und  am  linken  Rande  negativ»  am  rechten  Rande 
positiv;  die  Flttchen  desselben  Rhomboeders  am  uoteren  Knde  verhallen 
sich  ebenso,  müssen  also  auf  ihrer  MiUe  und  dem  rechten  Rande  n^a-  * 
tiv,  am  linken  Rande  positiv  sein.  Ganz  m  derselben  Weise,  nnr  mit 
entgegengesetzten  Blektridtflten  treten  die  Flachen  des  Gogenrhomboe- 
dera  auf. 

Bei  einem  sogenannten  linken  Krystalle  gelten  dieselben  Satze  nur 
mit  den  durch  die  andere  Richtung  der  Zonen  bedingten  Modificationen. 
Die  Diagonalen,  welche  auf  den  PrismenflVchen >die  beiden  entgegen- 
gesetzt elektrischen  H&lflen  scheiden,  gehen  von  rechts  unten  nach  links 
oben;  aber  gerade  wie  zuvor  liegt  das  nogative  Flllchentlflck  an  der 
Flacbe  des  Haupt-,  und  das  positive  Flachenstttck  an  der  Flache  des 
Gegenrhoroboeders ,  und  gehen  die  positiven  Zonen  jJl>er  die  mit  Rhom- 
benflüchen versehenen  Kanten  hinweg.  Die  Flüchen  des  Haupt  rhom- 
boeders erscheinen  am  oberen  Ende  auf  ihrer  Mitte  und  dem  rechten 
Rande  negativ,  am  linken  Ritnde  j)osi(iv.  atn  unleren  I-inde,  in  ihrer 
Mitle  und  imk n  l^mde  iicirj^liv  ;ini  rechten  Räude  positiv,  wahrend 
die  Flüchen  des  Gr^eiu  iiou  hn  ilers  io  GDlsprecbender  Weise  die  ent- 
gegengeselzU!  PohuiUU  (larl)ieton. 

Ich  habe  auf  den  Flüchen  der  beiden  Rhomboeder  zuvor  beide 
Elektricitaien,  jedoch  in  verschiedenen  Ausdehnungen  und  Intensitäten 
angegeben ;  os  fragt  sich ,  ob  dies  nicht  blos  eine  Folge  des  Zwischen- 
schiebens der  Prismenflaclien  ist,  und  ob  nicht  bei  einer  gewissen 
Grosse  dieser  letzteren  auch  eine  solche  Vertheiluog,  wie  wir  sie  beim 
Kryslall  Nr.  j^I  Fig.  24  Taf.  U  am  unteren  Ende  finden»  wo  die  Flachen 
des  Hauptrhomboeders  überall  negativ,  die  des  Gegenrfaomboedera  da- 
gegen  fiberall  positiv  erscheinen,  als  eine  völlig  normale  zu  betrachteo 
ist.  Jedoch  wird  die  Intensität  der  elektrischen  Erregung  auf  den  ver- 
schiedenen Punkten  einer  solchen  Flache  verschieden  sein  mOssen»  usd 
namentlich  an  denjenigen  Rändern,  wo  zuvor  die  entgegengesetzte  Pola- 
rität angeführt  wurde,  nur  schwach  auftreten  können. 
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Die  BQvor  besduiebeoe  ragoliDHssige  Verthfiflimg  der  BlrictriciUtt 
am  Bei^krystall  kann  nun  aber  durch  mancherlei  Umstände  abgeändert 

werden.  Gesetzt  der  Kryslall  ist  nicht  ringsum  in  gleicher  Weise  voll- 
komnieo  ausgebildet,  sundtin  mit  seinem  einen  Ende  aufgewailiseu, 
und  entwickelt  sich  erst  von  hier  aus.  aus  einer  trüben  vemorrenen 
iMa>se,  zu  einer  vollkoiinnenen  Krystallisation  sinn  s  (  beren  Endes:  so 
wird  (Üeseö  obere  Ende  lür  die  Vertheiking  der  ktncitüt  massgebend 
und  bestimmend  sein.  Die  Flachen  des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders 
zeigen  die  zuvor  beschriebene  elektrische  Vertheilung;  von  den  Flachen 
des  Haupt-  und  Gegenrhomboeders  gehen  die  negativen  Zonen  bei  den 
sogenannten  rechten  KrystalleD  in  schiefer  Richtung  voo  rechts  oben 
nach  links  unten ,  und  bei  den  sogenannten  linken  Kryslallen  in  schiefer 
Richtung  von  links  oben  nach  rechts  unten  herab,  wahrend  von  den 
Flachen  des  Gegenrhomboeders  die  positiven  Zonen  in  gleich  schiefer 
RichtoDg  abwärts  ziehen,  und  dabei  ttber  die  Kanten ,  welche  oben  die 
Rhoffibenflflcben  tragen«  binweglaofen.  Die  Schiefe  in  der  Bichtong  der 
Zone  ist  nach  den  Uastttnden  sehr  verschieden,  so  dass  in  vielen  Fttllen 
die  Grenzen  der  Zonen  nahe  mit  den  Kttndero  der  PrismenflAcheii  par- 
allel laufen. 

Durch  watere  Störungen  in  der  Krystallisation  (Wechsel  von  rech- 
ten und  linken  Bildungen?;  gewinnen  einzelne  der  Zonen  eine  grossere 
Ansdebnung  als  andere,  ja  es  kommen  vielbch  Falle  vor,  in  draen 
eine  Zone  durdi  die  benachbarten  entgegengesetzt  elektrischen  unter- 
drückt wird,  und  sich  nur  noch  durch  eine  Schwächung  der  entgegen- 
gesetzten Polariiat  kundgibt.  Sclu  «,!  wöhnlich  drücken  sich  auch  solche 
Störungen  durch  die  Grüssenvcrhaltnissc  der  BcgrenzungsflUcben  aus, 
und  ich  habe  im  Vorhergehenden  wiedediolt  Anlass  genommen,  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  anomalen  Ausbildungen  dci  Flüchen  und  Stö- 
rungen der  regelnjHssifren  elck(ri<chon  Vcrlheihini:  hinzuweisen. 

Bei  riuiisun)  ausi;ebildelcn  Kryslallen ,  bei  denen  beide  Enden  der 
Bauptaxe  gleich  voHkommen  erscheinen  (beide  von  gleicher  Klarheit  und 
mit  grossen  Flächen  des  Haupt-  und  kleinen  Flächen  des  Gegenrhom- 
boeders in  regelmässiger  Abwechselung  versehen),  bleibt,  wie  bereits 
S.  357  hervorgehoben,  die  elektrische  Vertbeiliins  ungcJindert ,  wenn 
man  den  Krystall  umkehrt ,  d.  Ii.  das  zuvor  als  oberes  betrachtete  Ende 
snm  unteren  macht.  Dies  ist  nim  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  derRrystalt 
zwar  ringsum  von  KrystalUIäcben  begrenzt,  doch  an  dem  einen  Ende 
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eme  yMMamen»e  Bildang  (ia  grOaerer  Klarlieil  mid  regeholnigerer 
Abwechaeliiiig  von  gnwsen  and  kleinen  FMchen  des  Haap4-  ond  Gegen- 
rfaomboedersdchansBprediend)  zeigt,  als  an  don  anderen.  Um  in  eineni 
solchen  Falle,  wie  z.  B.  der  Kryslall  Nr.  XII  Fig.  S5  Taf.  II  ihn  darstellt. 

die  Yertheilang  der  Elektnciiät  zu  bestimmen,  hat  man  von  den  oberen 
vollkommeneren  Ende  auszugehen;  auf  den  FlSchen  seiner  Rhomboeder 
wird  man,  wenn  keine  weiteren  Störungen  vorHegen.  die  nonnale  \er- 
iheilung  finden;  von  den  Flächen  des  Hauplrliomhoeders  uclu^n  dann 
die  negativen  und  von  den  Flyrhen  des  Gegenrlioniboeders  die  positiven 
Zonen  in  mehr  oder  minderer  bchiefe.  je  nach  der  Kraft  und  Regeimässig- 
koit  des  unteren  Endes,  und  zwar  je  nachdem  wir  es  mif  einem  soge- 
nannten rechten  oder  linken  Krvstall  zu  thun  haben,  in  verschiedenen 
Richtungen  abwärts.  Fehlen  äussere  Kennzeichen  zur  Bestimmung  des 
Sinnes  der  Drehung,  so  ergibt  die  elektrische  Prüfung  sowohl  der  Rhom- 
boeder-  als  auch  der  Frismenflachen  (vergl.  S.  364  a.  371)  sofort,  ob 
ein  sogenannter  rechter  oder  linker  Krystall  vorliegt. 

Lagern  sich  Schichten  verschiedener  Krystalle  in  verschiedenen 
Stdlongen  ttbereioander,  so  wird  diese  Ueberlagerong,  fhlls  ongleidi- 
namige  Zonen  Uber  «nander  fallen,  eine  SchwKchong  In  der  Intensilllt 
der  ElektridUt  bewirken,  wahrend  die  Biakeilimg  eines  Bnichstttckes 
eines  Krystalles  in  einen  andern  sich  ausser  durch  Schwächung  der 
elektrischen  Polaritllt  auch  durch  mehrfiiche  Abwechselungen  in  den 
Zonen  bemeiidich  machen  kann. 

« 

B.   In  kryslallograpbischer  Bexiehung. 

Für  die  Auffassung  von  Weiss,  wonach  die  Grundform  des  Berg- 

krystalles  die  hexagonale  Pyramide,  also  eine  holoedrische  Gestalt  sein 
soll,  wild  sich  jetzt  Niemand  mehr  erklüren;  es  scheint  also  nur  die  Wahl 
zwischen  der  von  Hauy  und  der  von  Naumann  aufgestellten  Än^icllt 
übrig  zu  bleiben ;  nach  erslorer  würde  der  Rerekryslall  der  scalenoedri- 
schen  Ahtheilung  der  hemiediischen  Formen  des  hoxagonaleo  Systems 
angchüren.  wahrend  er  nach  N  a  u  m  a  n  n  zu  der  trapezocdrischen  Ab- 
theilung der  tetartoedriscbeo  Formen  eben  dieses  Sy Siemes  zu  stellen 
wttre. 

Aus  den  vorstehend  mitgetheilten  Untersuchungen  über  die  thermo- 
elektrischenVerhitltnissc  des  Bcrgkry Stalles  lässt  sich  indess  der  Nacbvi'eis 
Itohren,  dass  auch  diese  beiden  Ansichten  in  der  Natnr  desBeigkrystalles 
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nicht  begründet  sind;  die  Wahrheit  hegt  zwischen  beiden  Ansichten  p;e- 
wiiiermaüscD  in  der  Mitte:  der  Bergkrv stall  gehört  der  heniiedrisciien 
Abiheilung  des  hexagonalcn  Systenies,  jedoch  nicht,  wie  Uauy  wollte, 
der  scalenoedrischen,  sondern  der  trapezoedrischen  Abtheilung  an,  wo- 
bei ich  indess  gleich  hinzuflige,  dass  dorcb  eine  besondere  Eigenthümlich^ 
keil ,  welche  der  Bei^krysUdl  eben  mmes  thermoelektrischen  Verhaltens 
wegen  bedlzen  idqss,  gewisse  Gestalten  allerdings  der  von  Naumann 
angenommenen  trapezoedrischen  Tetartoedrie  entsprediend  auftreten. 

Nach  der  Meinung  der  Kryslallograpben  ist  bisher  die  trapezoedri- 
scheHemiedrie  noch  an  keinem  Minerale  beobachtet  worden ;  ich  mnsste 
also  um  so  mehr  Bedenken  tragen,  dieselbe  beim  Bcrijki). stalle  anzu- 
Dchmen ;  jedoch  lassen  die  von  mii*  beobachteten  elektriscbea  PhünunieDe 
keine  Walil  übrig. 

Was  zunächst  die  Gruppirung  der  t  lachen  an  der  zwölfseiligcn  Pyra- 
mide (als  der  allgemeinsten  Form  der  hexagonalen  Gestalten)  zu  gewissen 
Systemen  betrifit,  so  ist  die  in  der  Krystallographte  Ubliche  Weise,  die 
über  einem  Sextanten  der  Basis  gelegenen  vier  Flächen  (zwei  obere  und 
die  entsprechenden  zwei  unteren)  zu  einem  Systeme  zusammenzufassen, 
mii  dem  im  Vorhergehenden  dargelegten  Verhalten  des  Bergkrystalles 
nicht  vereinbar,  weil  dieselbe,  wenn  sie  auch  schliesslich  zu  derselben 
insseren  Gestalt  Aihrt,  doch  eme  Beziehung  in  die  Formen  trflgt,  die  der 
Wirklichkeit  gerade  entgegengesetzt  ist. 

Wenn  bisher  die  drei  Nebenaxen  (d.  h.  die  Diagonalen  des  regel- 
mässigen Sechseckes,  welches  die  Basis  der  gleichschenkligen  sechssei- 
tigen Pyramide  bildet)  gewisserraassen  nur  eine  ideell  '  Existenz  behufs 
der  krystallographischen  Ableitungen  besassen,  so  lictern  die  vorstehen- 
den Untersuchungen  den  Beweis  fUr  ihre  physische  Existenz.  Die  zu- 
vor erwtiinte  Gruppirung  der  Flächen  zu  vierflAchigen  Systemen,  welche 
über  einem  Sextanten  der  Basis  liegen,  ist  nun  wohl  mit  einer  blos  be^- 
hufii  krystallographischer  Ableitungen  gemachten  Annahme  dreier  Neben- 
aien  vertraglich,  dagegen  mit  der  beim  Bergkrystall  nachweisbaren  phy- 
sischen Existenz  dieser  Azen  mnvereinbar,  indem  sie  einerseits  die  zu 
einem  Endpunkte  einer  Nehenaxe  gehörigen  und  eben  deshalb  gleich- 
artigen Flachen  auseinander  reisst  und  zwei  verschiedenen  Systemen  zu- 
theilt,  und  andererseits  ungleichartige  zu  gerade  entgegengesetzt  be- 
schaflenen  Halbaxen  gehörige  Flüchen  in  ein  System  vereinigt.  Nalnr- 
gemüss  haben  wir  also,  wenigstens  beim  Bergkry stalle,  nicht  die  Uber 
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efaieiii  Sextanten  der  Bens,  sondern  vielmehr  die  vm  den  Endpunkt 
einer  Nebenaxe  liegenden  mid  eben  wegen  ihrer  ZagehOrigkeit  so  einer 

und  derselben  Halhaxe  physisch  gleichartigen  vier  Flächen  zu  einem  Sy- 
steme zusammenzufassen. 

Bilden  wir  aus  der  zwölfseitigen  Pyramide  die  beiden  homiodri- 
schen  Kfirppr,  indem  wir  nur  die  ahwochscindcn  Flüchen  denselben  zur 
AusbildmiL;  izolanu'pn  lassen,  so  enlslelieu,  je  nachdem  wir  die  einen  oder 
anderen  Flüchen  iieibchalten,  die  beiden  sich  wie  rechts  zu  links  verhal- 
lenden hexagonalen  Trapezoeder.  Gruppirten  wir  die  Fluchen  nach  der 
bisher  (Iblichen  Weise,  so  würden  in  diesen  Trapezoedern  jedes  Mai  zwei 
in  einer  secundären  (d.  h.  den  Bndpunkt  einer  Nebenaxe  nicht  enthal- 
tenden) Mittelkante  zasammenstossende  Flächen  zu  einem  Systeme  geliO> 
ren;  &ssen  wir  dagegen  die  um  eine  Halbaxe  liegenden  Flächen  zusan»- 
inen,  so  bilden  die  beiden  in  einer  primären  Mittelkanle.  deren  Mitte  den 
Endpunkt  einer  Halbaxe  enthttlt,  xnsammenstossenden  Flüeben  ein  Sy- 
stem. Die  yorstdienden  Untersnchungen  liefern  nun  durch  die  Lage  der 
elektrischen  Zonen' den  strengen  Beweis,  dass  beim  Beiigkrystall  das 
Letztere  der  Fall  ist 

Die  ttltere  Weise  der  Gruppirung  der  Flüchen  entlehnte  die  Benen- 
nung der  beiden  Trapesoeder  als  linkes  und  rechtes  von  dem  Umstände, 
ob  in  jedem  Sextanten  die  obere  linke  oder  die  obere  rechte  Fluche  cor 
Ausbildung  gelangt  ist.  Wollten  wir  em  ähnliches  Yerfohren  auf  die  Be- 
nennunii  hei  der  neuen  Gruppirung  der  Filichen  anwenden,  und  also  die 
beiden  Trapczoeder  nach  der  Lage  ihrer  oberen  Fläche  in  Bezug  auf  die 
Halbaxe,  zu  welcher  sie  gehören,  bezeichnen,  so  würde  die  Benennung 
natiirhch  gerade  umgekehrt  zu  lauten  habeo,  als  bisher.  Mir  scheint  aber 
weniger  diese  Beziehung  der  Lage  der  Flächen  gegen  ihre  Halbaxe,  als 
vielmehr,  was  freihch  eine  Folge  jener  Beziehung,  die  schiefe  Lage  des 
aus  den  beiden  zu  einer  Ualbaxe  gehörigen  Flächen  bestehenden  Syste- 
mes  den  charakteristischen  Unterschied  zwischen  den  beiden  hexagona* 
len  Trapezoedern  zu  bilden,  nnd  von  ihr  durfte  daher  auch  die  Benen- 
nung derselben  zu  entnehmen  sein.  Halt  der  Beschauer  ein  nach  der 
Siteren  Aufflissung  linkes  Trapezoeder  so  vor  sicbi  dass  der  findponkl 
einer  Halbaxe  auf  ihn  gerichtet  ist,  so  zieht  sich  des  ihr  «gehörige  aus 
zwei  gleichartigen  Flachen  bestehende  Systemschief  von  links  unten  nadi 
rechts  oben;  denken  wir  uns  in  dieHanptaxe  dieser KrysUdlform  gestellt, 
so  mttssen  wir,  um  vom  Schwerpunkte  der  unteren  Flttche  zum  Schwer- 
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punkte  der  zweiten  oberen  Fläche  des  Syslemcs  zu  golnngcn,  eine  Dre- 
hung Uoksum  ausftlhren.  Bei  einem  nach  der  alteren  AufOassung  rech- 
ten hezagonalen  Trapezoeder  wird,  um  bei  gleicher  Stellung  unseres 
KUrpen  von  dem  Schwerpunkte  der  unteren  FIttche  zum  Schwerpunkte 
der  oberen  FIttche  eines  Systems  su  kommen,  eine  Drehung  rechtsum 
erfordert.  Entlehnen  wir  von  diesen  Drehnngen  die  Bezeicfanungen  der 
beiden  Trapezoeder,  so  bleiben  ihreNemen  dieselben,  virie  in  der  filteren 
tierieitunt; ;  nur  hat  die  Bezeiebnung  des  Links  und  Rechts  jetzt  einen 
auilei  n  Sinn,  und  erhalten  die  Flüchen  eine  andere  Beziehung  zu  einander. 

Treten  in  der  zu  Grunde  gelegten  zwolfseitigen  Pyramide  die  Zwi- 
scbenaxen  (welche  durch  die  Mitten  der  Seiten  des  regulären  Hexagons 
gehen)  so  weit  zurUck,  dass  eine  gieiciischenklige  sechsseitige  Pyramide 
entsteht ,  so  gehen  die  beiden  hexagonaien  Trapezoeder  in  zwei  zwar 
ansserlich  gleich  gestaltete ,  aber  physisch  von  einander  verschiedene 
gleichschenklige  sechsseitige  Pyramiden  (Iber.  In  jeder  dieser  beiden 
Pyramiden  gehören  von  den  nm  den  Endpunkt  einer  Haibaxe  gelegenen 
vier  Flächen  nur  zwei  dieser  Haibaxe  an,  während  die  beiden  anderen 
auf  die  benachbarten  Halbaxen  zu  beziehen  sind;*]  je  nachdem  wir  es 
mit  einem  linken  oder  rechten  Ktfrper  zu  thun  haben,  wird  das  zu  einer 
Haibaxe  .^ehörige  aus  zwei  Flächen  bestehende  System  entweder  von 
link.s  unten  nach  rechts  oben,  oder  von  rechts  unten  nach  links  oben  ge- 
richtet, und  also  in  ihm  der  Sinn  einer  Drehung  aust^edrilckt  sein.  Doch 
bietet  die  äussere  Form  einer  solciien  hexagonaien  Pyramide  kein  Miltel 
dar,  den  Sinn  dieser  Drehung  zu  erkennen. 

Lassen  wir  die  Hauptaxe  der  eben  genannten  Gestalt  unendlich  wer- 
den, so  entsteht  ein  sechsseitiges  Prisma  ftit  regulärem  Querschnitt;  je- 
doch sind  die  Flächen  desselben  nicht  in  ihrer  ganzen  Erstrecknng  gleich- 
artig, sondern  in  ihrer  linken  und  rechten  Bälfle  wegen  Zugehörigkeit 
derselben  zu  verschiedenen  Halbaxen  verschieden.  Konnte  ein  solches 
Prisma  allein  für  sich  erscheinen,  so  würde  die  Trennnngslinie  der  bei- 
den ungleichartigen  Hälften  einer  FIfiche  die  mit  den  Seitenkanten  par- 
allele Mittellinie  sein.  Dies  muss  sich  jedoch  Undem,  wenn  blos  ein  kur- 
zes Stück  eines  solchen  Prismas  zwischen  die  Flächen  der  sechsseil iqen 
Puaniide  eingeschaltet  ist;  dann  wird  die  Trennungslinie  in  ilner  Hich- 
tuBg  sich  mehr  und  mehr  der  einen  oder  anderen  Diagonale  der  Pris- 


*)  Vergl.  meb  das  über  den  fioracit  Bd.  VI  S.  193  diäter  Abhandlungen  Gesagte. 
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nienflüche  iiiihei  ii,  weil  eine  Verbindung  jeder  FiMche  der  seoh.<soifi;;en  Py- 
raiiiido  an  dem  einen  Ende  mit  der  zugehörigen  Finchc  am  iuidei n  Ende 
durch  gleichartige  Slilcke  der  Prismenflächen  gefoi  Uerl  w  ird.  Nehmen  wir 
der  Einfachheit  wegen  den  Jlussersten  Fall,  wo  die  eine  Diagonale  die 
Grenze  zwischen  den  l)piden  ungleichartigen  Httlflen  der  Prismenfiflehe 
bildet,  so  würde  diese Trennungslmie  hei  einem  linken  Krystallevon  links 
unten  nach  rechts  oben,  und  bei  einem  rechten  Krystalle  von  rechts  un« 
tcn  nach  Itoks  oben  tlt)er  die  Prismenflacheii  gehen.  In  wie  weit  die 
Lage  jener  Trenn nngsÜDie  der  Erfahrung  gemfiss  sieb  Ändert,  ist  bereits 
oben  S.  383  u.  384  angegeben  worden. 

BekanoUich  ttusseri  der  Bergkrystall  auf  einen  ihn  parallel  mit  sei- 
ner  Haoptaxe  durchdringenden  polarisirten  Lichtstrahl  eine  eigenthom- 
liche  Wirkung  in  der  Weise,  dass  die  ursprtlnglicbe  Poiarisationsebene  des 
Strahles  nach  seinem  Austritte  ans  dem  Krystalle  eine  Dr^ung  in  der 
einen  oder  der  entgegengesetzten  Richinng  eriitlen  hat.  BswHrenjt^icb, 
wenngleich  nicht  wahrscheinlich,  dass  die  bisher  betrachteten  Formen  der 
hexagonalen  Tra{)ezoeder  allein  schon  gentigten,  um  die  eben  erwähnte 
optische  Eigenschaft  hervorzubringen ;  dagegen  sind 'diese  Formen  zur 
Erzeugung  der  thermoelektriscben  Eigenschaften,  wenigstens  wie  wir  sie 
beim  Bergkrj'stalie  gefunden  haben,  noch  unzureichend.  Die  vorstehen- 
den Versuche  haben  dargethan,  dass  die  ihermoelektrischen  Axen  des 
Bergkrystall  es  mit  seinen  Nebenaxen  zusammenfallen,  so  daes  die  beiden 
Endpunkte  einer  und  derselben  Nebenaxe  oder  die  benachbarten  lutd- 
punkle  benarhharler  Nebenaxen  polarisch  entgegengesetzt  sind.  Wo  aber 
bisher  an  ihren  Enden  polarisch  entgegengesetzte  eleklrisc^n»  Axen  be- 
obachtet wurden,  haben  sie  Äch  stets  mit  einer  verschiedenen  .Ausbil- 
dung ihrer  Enden ,  also  mit  dem  Auftreten  des  sogenannten  Hemimor- 
phismus  verknüpft  gezeigt,  und  diesem  Gesetze  werden  also  auch  die 
elektrischen  Axen  des  Beigkrystalles  d.  h.  seine  Nebenaxen  unter' 
worfen  sein. 

Die  krystallographischen  Beobachtungen  an  den  Qbrigen  thermo- 
elektrischen  Krystallen  haben  nun  gezeigt,  dass  es  nichtabsolut  noihwendig 
ist,  dass  stimmttiche  Flachen  an  dem  einen  Ende  der  hemimorphtsdien 
Axe  von  sämmtlicben  FlAchen  am  anderen  polarisch  entgegengesetzten 
finde  gänzlich  verschieden  sind  (wie  dies  z.  B.  bei  dem  von  Rose*)  ab- 


•)  AbhmdU  der  Bed.  Ak«d.  t«43.  Tat.  1  Fig.  I . 
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gebildeten  Kryslallo  von  Kicscizinker/  der  Fall  ist),  sondern  dass  es  schon 
genügt,  wenn  (wie  dies  gewöhnlich  zulrifil]  nur  einTheil  der  Flächen  an 
dem  einen  Ende  von  den  Flüchen  am  anderen  Ende  abweicht,  ja  dass 
bei  selbst  krystallograpbisch  gleichen  Flüchen  an  beiden  Enden  schon 
eine  verschiedene  Ausbildong  derselben,  die  ihre  Verschiedenheit  ausser 
in  der  Grosse  auch  noch  in  einer  abweichenden  physikalischen  Be- 
schaflenheit  kund  geben  kann  (wie  z.  B.  beim  Boracit),  zur  Ausprügung 
eines  elektrischen  Gegensalzes  zwischen  den  beiden  Enden  der  elek- 
trischen Axe  ausroichl. 

Zuvor  ist  erliiutert.  dass  die  soclissoitiiie  Pyramide,  wie  sie  beim 
Bcrgkryslaile  erscheint,  nicht  die  gewöhnliche  holoedrische,  sondern 
vielmehr  eine  dein  hexagonalen  Trapezoeder  entsprechende  hemiedrischo 
(>es(alt  ist,  bei  welcher  nur  durch  die  Axenverhültnisse  die  tnangulüre 
Form  der  Flüchen  bedingt  wird;  es  gehören  bei  ihr  von  den  um  den 
einen  Endpunkt  einer  Halbaxe  Hegenden  vier  Flüchen  stets  nur  zwei  ein- 
ander gegenttberliegende  zu  dieser  Halbaxe.  Tritt  nun  an  den  Nebenaxen 
dieser  Gestalt  ein  Hemimorphismus  auf,  der  sich  nur  in  einer  ungleich- 
grossen  Ausbildung  der  zu  den  polariseh  entgegengesetzten  Enden  einer 
Ncbenaxo  gehörenden  Flächen  ausdruckt ,  so  geht  die  Form  der  sechs- 
fioifigen  Pyramide  mit  gleich  stark  austrohildelcn  Flachen  in  eine  schein- 
t»are  Combination  zweier  iu  verwcndetor  Stellung  zu  einander  siebender 
Rhoiuboeder  mit  ungleich  ansirobi kielen  Flachen  Uber,  wie  wir  solche 
beim  Quarz  in  der  That  antrelfen.  Je  nachdem  der  Kryslall  ein  linker 
oder  ein  rechter  ist ,  gehören  die  Höchen  von  gleicher  Ausbildung  ent- 
weder in  der  Richtung  von  hnks  unten  nach  rechts  oben  oder  von 
rechts  unten  nach  links  oben  zu  einander^ 

Die  za  den  polariseh  entgegengesetzten  Endpunkten  einer  Neben- 
axe  geborigen  Flüchensysteme  unterscheiden  sich  aber  von  einander  nicht 
blos  durch  ihre  verschiedene  Grosse,  sondern  Öfter  audi  noch  durch  Glanz 
und  Glütte,  wie  ein  solcher  Unterschied  ebenfills  beim  Boracit  auftritt. 

Diese  verschiedene  Beschaffenheit  der  Fischen  übertragt  sich  Öfter 
micb  auf  die  Flächen  des  sechsseitigen  Prism.i.-,,  kann  jedoeli  nur  hervor- 
lr«'len.  wenn  das  eine  Ende  «ier  IlauplaKc  ;illem  oder  sUSrker  (oder  voll- 
kofiunener^  au.«:gebil(let  ist  a!.*;  da?  andere,  und  infolge  dessen  die  Bildung 
der  l*riämentlachen  gewissermassen  belicrrschl.  wie  ich  dies  frtiiier  naeb- 
gewiesen  habe ;  bei  einem  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  gleich  voll- 
kommen auB^ebildelen  Kryslalle  kann  durch  die  hemimorphische  Bildung 
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in  Bezug  auf  die  Ausdehnung  der  Frismonihiclieu  gar  kein  Lnlerschit'd 
eiutretcn  und  in  üezug  auf  Glanz  und  Glätte  wUrtle  ein  solcher  nur 
Tbcile  derselben  froHeu  können. 

Die  üogcnannle  gleichschenklige  sechsseitige  Pyramide  zweiter  Art 
entsteht  aus  der  ersten  sechsseitigen,  indem  wir  die  sünimtliclim  Nctien- 
axenim  Verhaltnissvon  1  : 2  verlängern  und  je  durch  einen  neuen  und  allen 
Endpunkt,  so  wie  durch  die  Endpunkte  der  Hauptaxe  Flächen  legen.  Unter- 
werfen wir  diese  Gestalt  dem  Gesetze  des  Hemimorphismus,  so  dürfen  wir 
nar  eioe  Halbaxe  um  die  andere  verlängern,  und  erhalten  dann  durch  die 
angegebene  Construction  eine  dreiseitige  Pyramide,  bei  welcher  die  Uit- 
^  telpunkte  der  Gruodlinien  ihrer  Dreiecke  in  die  Endponkte  der  nicht  ver- 
lungerten  Balbaxen  AiUeo.  Uebrigens  enlsprecboD  im  ▼erliegenden  FaHe, 
wo  wir  die  sechsseitige  Pyramide  xweiter  Art  als  bemiedrisdie  Form 
aafiEofiffisen  haben,  die  FlAchen  derselben  und  also  aucb  die  FlVdien  der 
aus  ihr  durch  Hemimorphismus  entstandenen  trigonalen  Pyramiden  nicht 
sSmmtliehen  vier  um  den  Endpunkt  einer  Nebenaxe  gelegenen  Flüchen 
der  zwIllCseitigen  Pyramide,  sondern  nur  je  zwei  an  emem  solchen  End- 
punkte gegenüberliegenden. 

Da  die  Formen  der  linken  und  rechten  trigonalen  Pyramiden  abso- 
lut zusammenfhllen,  so  vermag  die  blosse  äussere  Gestalt  einer  trigons' 
len  Pyramide  (also  abgesehen  von  der  OberflUchenbcschaffenheil  in  kei- 
ner Weise  den  Sinn  einer  Drehung  auszudrücken;  dagegen  weisen  ihre 
Flächen  auf  einen  polarisch  entgegengesetzten  Zust  iid  der  beiden  l'^nd- 
punkte  einer  Halbaxe  hin.  und  zwar  auf  ein  minderes  Hervorlreleti  der- 
jenigen Halbaxen,  welche  in  der  Mitte  der  Hasen  ihrer  Flächen  endigen. 
Auf  ein  anderes  minderes  Hervortreten  gewisser  Halbaxen  wies  nun  auch 
die  ungleiche  Ausbildung  der  Flachen  der  sechsseitigen  Pyramide  hin;  die 
beiden  minder  ausgebildeten  Pyramidenflttchen  sammt  den  Flächen  einer 
trigonalen  Pyramide  sind  also  auf  denselben  Endpunkt  einer  Nebenaxe  zu 
bezieben,  und  wtthrend  einerseits  die  ungleich  grossen  FIttcben  der  sechs- 
seitigen Pyramide  zwar  eine  Drehung  andeuteten,  dagegen  den  Sinn 
derselben  nicbt  bestimmten,  andererseits  die  FIttcben  der  trigonalen 
Pyramide  ftlr  sich  keine  Drehung,  sondern  nur  einen  Unterschied  in 
den  Endpunkten  einer  Nebenaxe  nachwiesen,  vermögen  beide  vereint 
mit  Bestimmtheit  den  Sinn  der  Drehung  oder  die  Zusammengehörigkeit 
der  Flache  mit  den  Axen  zn  bezeidmen.  Je  zwei  kleine  Flachen  der 
sechsseitigen  Pyramide  gehören  mit  dem  Eckpunkte  oder  dem  Millel- 
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puukte  der  Prismenkante,  welche  oben  und  unten  die  Flüchen  der  trigo* 
nalen  Pyramkle  trdgt,  zu  einer  gleichartigen  Zone. 

Es  ist  bereits  mohrfach  erwähnt  worden,  dass  der  Hemimorphisnius 
nicht  nnlipdingt  verlangt,  dass  Flächen,  welche  an  dem  einen  Ende  der 
ek'ktn^cijen  Ax.e  autlreten,  an  dem  anderen  ganzlich  fehlen,  sondern  dass 
eine  mehr  od(!r  minder  starke  Ausbildung  oder  eine  veriichiedenartige 
Beschatrenheil  (ier  Fitlchen  schon  genügt;  wie  z.  ß.  beim  Turmalin  aus 
Chursdorf*)  die  gerade  Endfläche  an  beiden  Enden  der  Hauptaxen  oder 
heim  Boracite  beide  Tetraeder  vorkommen.  Nach  Analogie  mit  diesem 
Verhalten  desTurmalins  und  Boracits  würde  also  auch  beim  Bergkryslalle 
der  Fall  möglich  sein,  dass  an  ihm  beide  trigonale  PyramideD,  yv&m 
auch  in  verscbiedener  AusdehDong,  auftreten.  Meines  Eraehlena  berech- 
ligt  ODS  das  blosse  Vorfcommen  von  trigonalen  Pyramiden  an  mehr  als 
den  drei  abwechselnden  Halbaxen  noch  nicht,  den  Krystall  (z.  B.  den 
oben  S.  368  beechriebenen  Krystall  Nr.  X)  ftir  einen  sosanunengesetsten 
zn  erkÜlreD. 

Betrachten  wir  wieder  den  oben  S.  388  besprochenen  Fall,  wo  die 
Trennungstinie  der  ongleichariigen  Stücke  einer  Prismenflllcfae  die  eine 
oder  andere  Diagonale  derselben  ist,  so  leuchtet  sogleich  ein ,  dass  die 
Flachen  der  trigonalen  Pyramiden  in  diese  Grenzen  fallen ,  dass  sie  also 
gewissermassen  auf  neutralem  Gebiete  liegen;  \^ie  auch  früher**)  bei 
nicht  zu  geringer  Ausdehnung  dieser  Flachen  der  i  all  vorgekommen,  dass 
die  Grenze  der  beiden  entgegengesetzten  elektrischen  Zonen  mitten  durch 
eine  solche  Flache  hindurchging. 

In  der  Form  der  trigonalen  Pyramide  ist  femer ,  wie  schon  zuvor 
bemerkt,  jede  Drehung  aufgehoben,***)  oder  sie  vermittelt  den  Ueber- 
gang  aus  den  linken  Gestalten  in  die  rechten ;  es  wird  uns  daher  nicht 
in  Yerwttnderang  setzen  dürfen,  wenn  wir  in  ihrer  unnutielbaren  Nvlie 
beide  Gestalten  auftreten  sehen. 

Wird  die  Ualbaxe  einer  trigonalen  Pyramide  unendlich,  so  geht  die 
Pyramide  in  ein  trigonales  Prisma  Ober,  und  wenn  noch  vorzugsweise 
die  Flachen  desselben  an  deqenigen  Halbaxen  oder  Kanten  des  Prismas, 

*)  Rose,  über  iloii  7usümmßnh;in^>  zwischen  der  Formiintt  Jer  eldctrisdien  Pola* 
riiat  der  KrystnIlR  ;  Abliaiuil.  der  Herl,  .\kail.  I  S36.  T«f.ll.  Fig.  43. 
•*)       oben  den  Krystall  Nr.  XIV  S.  .'}72. 
***)  Die  auf  eine  solche  Drehung  hinweisenden  Streifen  haben  ihren  Grund  in 
4m  HinsiiliirteB  tintr  tnctarea  En  siallgestalL 
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welche  die  Flachen  der  trigoDalcD  Pyramide  tragen,  auAreten,  so  werdeo 
sie  doch  auch  nach  Analogie  mit  den  VorgüDgen  bei  den  übrigen  tbermo- 
elektnscfaen  Krystallen  ao  den  anderen  Halbaxen,  welche  Iceine  Rachen 

der  Irigonalen  Pyramide  tragen,  erscheinen  können. 

La.ssen  wir  nun  codlich  die  hcxagoivalen  Trapezoedcr  selbül  in 
aller  Strenge  hemtmorphisch  auflreten,  bo  urhalteu  wir  auü  jedem  dt-r 
beiden  hexagonak  u  i  i  apezoeder  (sowohl  dem  rechten  als  dem  lir>kt  u; 
zwei  trigouale  Trapezoeder;  und  zwar  gibt  jedes  hexagonalc  Trapezoe- 
der  zwei  gleichsinnige  liiü;onal(>  Trapezoeder,  die  sich  nur  durch  ihre 
Zugehörigkeit  zu  den  eutgegengesetzten  lindpunktea  einer  UallmiLe 
unterscheiden. 

Die  trigonalen  Pyramiden  verdankten  ihre  Entstehung  dem  Hervor- 
treten der  einen  oder  dem  Zurücktreten  der  anderen  Halbaxen;  geschieht 
bei  demselben  Vorgänge  die  VerJttngerung  der  einen  Halbaxen  in  einem 
kleineren  Verhaltoisse  als  1 : 2,  so  entstehen  die  trigonalen  Trapezoeder; 
die  Flächen  der  letzteren  werden  also  an  denselben  Halbaxen  erscbeineo. 
welche  auch  die  Fltteben  der  trigonalen  Pyramiden  fragen.  Da  nun, 
wie  bereits  oben  bemerkt,  in  den  Flächen  der  trigonalen  Pyramide  jede 
Drehong  verschwunden  ist,  so  werden  in  ihrer  unmittelbaren  Nähe  in 
verschiedenem  Sinne  gedrehte  Trapezoeder  gleichzeitig  vorkommen  kön- 
nen, wie  dies  die  Beobachtung  auch  nachweist. 

Wird  die  Hauptaxe  der  trigonalen  Trapezoeder  unendlich,  so  ent^ 
stehen  ditrigonale  Prismen,  welche  Zuschärfungen  der  abwechselnden 
Kanten  des  sechsseitigen  Prismas  bilden. 

Uebrigens  werden  die  trigonalen  Trapezoeder  und  ditrigonalen  Pris- 
men, wenn  sie  auch  vorzugsweise  denjenigen  Kanten  des  sechsseitigen 
Prisinas  angehören,  welche  die  FiMchen  der  Irii-onalen  Pyramide  tragen, 
deu  bis  jetzt  heim  Hemimorjjhisimi.s  bcsjljachteten  Vorgänfäfen  gemäss 
auch  an  den  anderen  abwech.splndcn  Kanten  ei. scheinen  können,  wie 
dies  auch  nach  Descioizcaux  Beobachtungen  in  der  That Stall  UodeU 
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EINLEITUNG 


1. 

Den  hier  nachfolgenden  Egeriatafeln  sind  die  Störungen  dieses 
Planeten  zu  Grunde  gelegt ,  die  idi  in  der  dritten  Abhandlung  Uber  die 

Berechnung  der  absoluten  Störungen  der  kleine»  Planeten  vcrülFenllicht 
habe  *  ),  auch  wurden  der  Berechnung  der  definitiven  elliptischen  Kiemente 
die  a.  a.  0.  berechneten  mittleren  Elemente  zu  Grunde  gelegt.  Diese  sind : 

Fllr  185i  Dec.  5,0  m.  Z.  Green  wich 
c»  l8*3Sr  47*,6 
II  =  867'.03ei 

43       54.3  }«  Aeq.  für  1851.0 

9  s    4  59  47.3 
ts  16  32  23.3 
loga  «     0. 411 0343 

und  beziehen  sich  auf  die  l'j  lipiik.  Sic  w  unk'ii  mtless  nicht  in  dieser 
Form  angewandt,  sondet  ii  es  wui  deu  eiiuge  Acuderungen  damit  vorge- 
nommen. Sie  wurden  zuerst  auf  flie  E[)Oche  1850  Jan.  0,0  m.Z.  Berhn, 
und  das  in  diesem  Zeitpunkt  statt  tindende  mittlere  Aequinox,  und  hier- 
auf auf  den  in  demselben  Zeitpunkt  statt  findenden  mittleren  Aeqaaior 
biogefUbrt.  Bs  ergaben  sich  hiemil  fUr 

1860  Jan.  0,0  1D.Z.B.  und  den  m  diesem  Zeilpunkl  statt  finden- 
den milderen  Aeqnator  nebst  Aequinox 

esS10«46'40*.0 

  n  =  857".9364 

*}  S.  Auseinandersetzung  einer  zweckmässigen  Methode  zur  Berechnung  der 

nl>solnt»^n  Slorun^cn  der  klfinon  Planeten.  Von  P.  A.  Hnn.sen.  Drei,  den  Abhand- 
lungen der  Konigl.  S.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Leipzig  BB.  V»  VI,  VU  ein- 
Tefleible  Abbaudlongen. 

i6» 
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n  =         35'  13".8 
e  =    12  48  37  2 

4  50  48. D  • 
isz   37  10  41.7 
logo»  0.4110343. 

Zo  diesem  Werlhe  des  Blements  «,  der  milderen  Anomalie  in  der 
Bpoche,  ist  noch  eine  Bemerknng  zo  machen.  In  der  angezogenen  Ah- 
handlang  wurde  bei  der  Ableitung  der  mittleren  Elemente  auf  die  vom 
Mars  bewirkte  kleine  Ungleichheit  langer  Periode  keine  Bitcksicht  ge- 
nommen« and  dieses  war  dadurch  legitimtrt.  daas  die  Berttcksiebtigung 
derselben  nur  auf  das  Element  c,  und  nicht  auf  die  obrigen  Elemente, 
wesentlichen  Einfluss  Süssem  konnte.  Aus  diesem  Grande  mnas  der 
obige  Werth  des  Elements  c  so  belrachlet  werden ,  als  wBre  in  der 
Epoche  der  Werth  der  vom  Mars  bewirkten  L  nifleiciilieii  langer  Periode 
Null,  und  bei  Berücksichtigung  derselben  in  den  Tafeln  muss  man  daher 
den  Werth  derselben  fUr  die  Kpoclie  von  den  Werthen  derselben  flir 
äii(i  MV  Zeiten  abziehen,  und  nur  die  so  cntslehcnden  Unterschiede  an 
den  uuitllereD  Anomalien  anbriogeQ. 

«. 

Wenn  man  die  Störungen  irgend  eines  Planeten  so  in  Tafein  brin- 
gen will,  dnss  nicht  nur  die  kleim  i  .iieder  vollständige  Berücksichtigung 
finden,  sondern  auch  die  Anwendung  d(!r  Tafeln  möglichst  becjuein  wird, 
so  muss  man  die  Form  wählen,  die  ich  den  Mond-  und  den  Sonnentatcin 
gegeben  habe;  allein  die  Berechnung  solcher  Tafeln  ist  sehr  mühsam, 
und  konnte  sich  wohl  bei  jenen  Tafeln  lohnen ,  da  daraus  jöhrlieh  viele 
Oerter  zu  berechnen  shid.  Da  hingegen  aus  den  Tafeln  der  kleinen  Pla- 
neten jährlich  eine  weit  geringere  Zahl  von  Oertern  genau  zu  berechnen 
sind,  indem  die  genauen  Ephemeriden  für  die  in  die  Nahe  der  Oppo- 
sition mit  der  Sonne  feilenden  Zeiten  völlig  ausreicbend  sind,  so  meine 
ich,  dass  man  bei  der  Ausarbeitung  von  Tafeln  der  kleinen  Planeten  sich 
jene  mtthsame  Bechnung  ersparen  dttrfe,  wenn  gleich  dadnrcb  dem 
Berechner  von  Oertern  aus  diesen  Tafeln  ein  wenig  mehr  Arbeit  zuge- 
mathet  wird. 

Die  Berechnung  von  Tafeln  In  der  Form,  wie  sie  in  den  alteren 
Planetentafeln  vorkommen,  in  welchen  man  jede  Ungleichheit  Air  sich  in 
eine  Tafel  von  einbchem  Eingänge  brachte,  ist  swar  sehr  einfech,  aber 
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bei  den  kleinen  Planeten  unzweckmässig,  weil  um  hinreichende  Genauig- 
keit im  Planetenorte  zu  erhalten,  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Tafeln  ein- 
geftlhrt,  und  dieee  um  wenigstens  Eine  Decimale  weiter  ausgeführt  wer- 
den mossten,  wenn  m  der  SumHie  der  Ungleichheiten  nicht  die  Genauig- 
kdl  verloren  gehen  soll.  Auch  wurde  dem  Berechner  von  PlanetenOrlem 
durch  diese  Einrichtung  ein  Niederschreiben  von  sehr  vielen  Zahlen,  so- 
wohl bei  der  Bildung  der  vielen  Aigumeote ,  wie  beim  Ausziehen  der 
StOmogen  selbst  aus  den  Tafeln  erwachsen. 

Durch  diese  Grttnde  veranlasst  habe  ich  schon  vor  einer  Reihe  von 
Jahren  vorgeschlagen  die  Form  von  Störungslafeln  anzuwenden,  die 
Gauss  'vor  langer  Zeit  veröffentlicht  hat,  die  zwar  dem  Berechner 
von  PtanetenOrtem  eine  kleine  trigonometrische  Rechnung  zumutbet» 
aber  sonst  den  Erfordernissen,  die  man  an  die  Tafeln  der  kleinen  Plane- 
ten stellen  muss«  vollständig  genügt.  Wir  haben  schon  in  den  Tafeln  der 
Helis  von  Lesser  ein  Beispiel  der  Anwendung  dieser  Form.  In  den  hier 
folgenden  Egeriatafefn  habe  ich  auch  diese  Form,  aber  etwas  anders  wie 
Lesser,  eingeführt,  und  hm  ül)ertiies  darin  noch  etwas  weiter  gegangen, 
dass  ich  ans  den  Abiheilungen,  die  nur  kleine  Störungsglieder  enthalten, 
Tafeln  mit  doppeltem  Eineange  bcrct  linot  hnbc,  in  welcben  das  eine 
Argument  wührend  Eines  Umlaufs  der  Egena  um  die  Sonne  unver- 
änderlich ist.  Bei  den  kleinen  Störungsgliedern  konnten  diese  Tafeln 
ohne  grossen  Zuwachs  an  Arbeit  berechnet  werden,  wollte  man  aber 
auch  die  AbtheiInngen,  die  grosse  StOrungscoeffidenten  enthalten,  so 
ausarbeiten,  so  wttrde  betrachtliche  Arbeit  erforderlich  werden,  und  man 
würde  den  Tafeln,  um  ihre  Anwendung  nicht  unbequem  zu  machen, 
eine  sehr  grosse  Ausdehnung  geben  müssen. 

3. 

Die  in  der  Theorie,  die  ich  in  den  oben  angezogenen  Abhandlungen 

entwickelt  habe,  vorkommenden  Argumente  der  StörungsgUeder  haben 

die  folgende  allgemeine  Form: 

WO  (■  die  excentrische  Anomalie  des  gestörten  PlaiuHeii ,  /<  das  Verhalt- 
üiäs  der  mittleren  Bewegung  des  störenden  zu  ilei  des  gestörten  Plane- 
len, c  und  c  die  Anomalien  wahrend  der  Zeitepoche,  und  « und  t  ganze 
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Zahlen  sind.  Wenn  man  aasBerdem  mit  g  und  g'  «Uwrlwaiil  dw  mütlereo 

AoonialieD  dieser  beiden  Planeten  bezeiobnet,  wodurch 

g  SS  nl  +  c  ,  g'  ss  nt-^  c 

werden,  und  den  Ausdrock  ^  ^  zuzieht ,  so  findet  man  leicht«  da» 
die  Argumente  auch  durch  folgenden  Aufdruck  dargeateit  werden, 

w  —  tY  — »>(*  —  !?). 
Da  man  ig+K^  —  g)  statt  tV  schreiben  kenn,  so  geht  hieraus  hervor, 
dass  der  HaupttbeU  eines  jeden  Arguments  aus  der  Somme  oder  dem 
Unterschiede  von  irgend  zwei  Vielfechen  der  beiden  mittleren  Anomalien 
besteht,  welcher  eine  Verbesserung  bekommt,  die  Function  des  Cnler- 
Bchiedes  zwischen  der  excentrischen  und  där  mittleren  Anomalie  des 
gestörten  Planeten  foiglich  eine  periodische  Function  ist,  die  ein  gewis- 
ses Maximum  nicht  obersteigen  kann. 

Bezekhnet  man  nun  mit  0  die  Summe  der  Störungen  liegend  einer 
der  drei  Coordinaten  des  gestörten  Planeten,  und  mit  a{i,  i')  und  6(t, »} 
die  numerischen  Werthe  von  irgend  zwei,  von  denselben  Indices 
i  und  t*  abhiingigen  Goefficienten.  so  wird 

Q  =  2'.i'a(i,  t')  sin  \ü  —  i  g  —  i  /i   —  | 
+  y^tii,  i')  cos  \u  —  i'V  —  !>(<  —  <;)j 

Man  kann  noch  einen  Schritt  weiter  gehen ,  und  durch  die  Bioftth- 
ning  einer  willkühriichen  ganzen  Zahl,  die  ich  k  nennen  werde,  Q  auf 
die  folgende  Form  bringen, 

ö  =       (i^i,  i  )  sin  1  (t  —  k)(  -§-[%  —  i'g']  -Kl  -  i'/i)  {« -  g)\ 
+  2^2'6(i,  t )  cos  1  (t  -  k)€  +  [kg  —  t'g']  +  ^/c  - 1»  (* — ^) j 

deren  Identität  mit  der  vorhergehenden  leicht  zu  erkennen  ist.  TbeiU 
man  nun  diesen  Ausdruck  in  so  viele  Theile,  wie  verachiedeoe  Werthe 
von  f,  mit  merklichen  Goefficienten  behaftet,  vorhanden  sind,  dergestalt 
dass  in  jeder  Abtheilung  t"  durchgefaends  denselben  Werth  bekommt, 
und  setzt  fiir  jede  Ahlheilung  besonders 

/>  sin  P  =  l'a  'i,  i')  sin  (i  —  k)£  +  yb{i  t")  cos(f  —  k)t 
p  cos P  =  2a(i, i }  cos (» —  k)e  —  2'6(i,  t)  sin  (i  —  k)e 

80  wird 

Q  -  ^on|P+[Aj-iYJ+(A-»»(«-j)| 
Hiemit  kann  jede  AbUieanng  der  Störnogen  in  Eine  Tafal  gebracht 
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werden,  und  die  Zahl  aller  dieser  Tafeln  ist  für  j\  In  Coordinale  der  Zahl 
der  versdüedoaen  Werthe,  die  der  Index,  i  annimmt,  gleich. 

Es  sind  hiezu  noch  die  folgenden  Bemerkungen  zu  machen.  Die 
eingeführte  ganze  Zahl  ik,  die  Ibeoretisch  beirachlet  willkuhrlich  ist,  hat 
den  praktiacfaen  NnUeo,  dasB  man  durch  angemessene  Bestimmung  der- 
selben bewirken  kann,  dass  die  nimierisehen  Werthe  der  CrrOssen  p  und 
die  flir  Werthe  von  (i— ik)««  die  den  ganzen  Umkreis  dorcblaufen,  zu 
berechnen  sind,  m4lglichst  kleine  Unterschiede  bekommen,  wodurch  die 
Anwendttug  der  Tafebi  sehr  erleichtert  wird.  Man  muss  um  diesen 
Zweck  zu  erreichen  k  demjenigen  Werthe  des  Index  i  gleich  setzen,  dem 
in  der  betreffenden  Abtheilung  die  grössten  Coefficienten  angehören. 
Wenn  in  einer  Abtheilung  ftlr  zwei  Werthe  von  i  grosse  Coeflkiculeu 
vorkommen,  dann  wird  in  der  Regel  dicf«cr  Zweck  durch  das  ange- 
gebene Mittel  nicht  erreicht.  al)»'r  man  kann  alsdann  das  eine  Paar  der 
Glieder  mit  grossen  Coefhcienten  ausschiessen,  und  für  sich  in  eine  Tafel 
mit  einfachem  Argument  bringen ,  wodurch  der  Zweck  wieder  erreicht 
wird.  Es  braucht  dieses  letztere  Mittel  jedoch  nur  bei  sehr  grossen  Coef- 
fidenten  angewandt  zu  werden.  In  den  nachfolgenden  Tafeln  fand  ich  nur 
nOtbig  die  Glieder,  die  von  »  k  1.  f  k  4,  und  t  m  1,  i* »  3  abhängen, 
aosznschiessen.  und  in  besondere  Tafebi  zu  bringen;  letzlere  auch  nur 
in  den  Störungen  der  mittleren  Anomalie. 

Eine  andere  Bemerkung  besteht  darin,  dass  man  die  Grössen 
p  und  P,  die  nur  von  f  abhängen,  auf  einfache  Weise  als  Fnnclionen  der 
iiiiUU'rcii  Anomalie  (j  in  Tafeln  bringen  kann.  Man  Lraucii!  zu  dem  Ende 
nur  im  Voraus  für  die  in  i^Ieichen  Abstanden  fortschreitende  iieihe  von 
Werthen  von  g ,  die  man  zu  Argumenten  der  Taft^ln  machen  will,  die 
entsprechenden  Werthe  der  exccntrischen  Anomalie  zu  berechnen ,  und 
diese  in  die  Ausdrticke  (Ur  p  sin  P  und  p  cosP  zu  substituinm.  Man  um- 
gebt hiedurch  die  ausserdem  bei  der  Berechnung  von  Oertem  aus  den 
Tafeln  anzubringende  Verbesserung  des  Argoments  g.  Will  man  aus 
einigen  der  Formen  paik{P'^  etc.)  die  Tafeln  mit  doppelleai  Bingange 
berechnen,  wovon  eben  die  Rade  war,  dann  Ist  die  eben  erUkrte  Blimi- 
aalion  von  «  dorohans  nolbwendig. 

Ich  werde  jetzt  die  Stüi  ungsgliedcr  einzeln  anfilhren,  die  in  den 
nachfolgenden  Tafeln  enthalten ,  und  aus  der  dritten  der  oben  angezo- 


Digrtizeij  Ly  <jOOgIe 


400 


P.  A.  Hamsbn, 


genen  Abbandlongeii  eDtoomineii  sind.  Die  Coeffldenten ,  die  sfch  im 

Art.  149  der  dritten  Abhandlung  vorfiDdeD,  i»inU  auf  die  Zeit  18ä0,0 
reduciri. 

i)  Störuogen  der  mitUeren  Aoomalie. 

f  »  0 

Mit  t  zu  mulliplicircn. 

»r6994  sia  c  -|-0'0398  sin  2«  ) 
—4.6999  cos«  -hOJ  018  cos2«  1  '  ' 

Mit  (i^)^  =     za  fflalUplicireo. 

-10*871  sm  9  -i-0'036  nn  S«| 
-h  2.01 2 CMC  +0.127 cos 2«)   *  ' 

Ohne  den  Factur  t. 

— rntsin  «  +0"10sin  3*  j 
-1-0.72  cos«  —0.1 1  cos  3«  ' 


Tafel  9. 


Tafel  10. 


Tafel  H. 


a)  Vom  Jupilcr  bewirkt, 
f  s  1  s  2,  n  etc. 

Aosgeschossene  Glieder. 

Argument:  * — g — fi{i — g)  =  K 

iroO&m  Äf— 184*28  sin  ?A'+  r56  sin  3A-hr0Osin  i/f—TSOsin  5A 
1 1 5.20  cos  K—i  40.24  cos  2A—  1 2.80  cos 31C-t-4.97  cos 4iC— 0.1 1  cos  5A 

Jahrliche  Aenderungen. 
O'OOl S2  sin  iC— 0*00452  sto  2£— 0*0031 1  sin  3£ 

0.00115  G06ir-i-o.ooei6  cos2ir— o.oioes  cos 


Tafel  Ii 


Ferner »  s  1,    s  0 

Httl&bogeo:  D  »  g'^ft{i^g) 

p&nP^  +^"21  sin  f— 0"or,  sin  2«— 0''01  sin  3f 

—  li'i6-*-ö.98  cos^-l-2.29  cos  26—0.77  cos  3« 
pcoBP^  — 20.28-h3  27  cos*— 0.58  cos 2*+0.Oi  cos 3* 

—5.98  sio  «-•»2.69  an  2«— 0.77  sin  3« 

Die  jtthrlicheD  AenderuDgen  sind  liier  ihrer  Kleinheit  wegen  weg- 
gelassen worden. 


Tafel  8. 
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=  2,     =  1 
Httlftbogen:  ff  =  2/u)(*-j;) 
psiaP=s  —ins  sin  «H-r^H  sin  Se+CSS  sin  3« 

— n0*l7"l-18.45  c(»e-l-3.70  cos St«-l-0.09  cos 3« 
pcMPwm  —474.52-1-1 4 .1 8  O08«-l-3.80  cos  864*0.27  cos  3« 

4>1 3.45  sin  6^2.82  sm  2«— 0.4  4  du  3« 
lahrlicbe  AeDdenmgeD. 
pmaPwm  —0*00842  an  e— O'OOOOO  sin  2« 

~0'01753— 0.00540 OOS «-t-0.00207  0062c 
p  OOS/*  K  -1-0.02584-1-0.00842  cos  «»0.00090  oos2« 

—0.005408111  «—0.00267  8iD2< 
f  B  3,  s  6,  8  9 
Atugeschossene  Glieder. 
Argument:  —  [«— 3^'— 3^(f— 9)]  =  Ä* 

H-64ni  sin  JT— 19"45sin  2Ä  -i-0"45  sin  SÄ* 
—649.43  cosÄ'-H  2.1 8  cos 2Ä' 4-0.57  cos  3Ä' 

Jährliche  Aenderong. 
4-0'04829  sin  jr— 0*57249  cosÄ' 
Ferner  t"  =  3,  fc  =  2 
Hulfsbogen;  A  =  2f/-3'?'+i  ?— 3^)(f— j/) 
jD  fiin  i>  V  4-1  8  Üö  sin  te — CSS  sin  3« 

4-  25''79   —  7.82  cos  2f  4-0. 42  cos 3# 
pOOSP»  4-736.43*)— 4  8.91  cos  2«+0.41  cos 3« 

—  8.04  sin  2«4-0.22  sin  3« 
Jttbrtiche  Aenderung. 
pmnP^  — 0''00366sin2« 

4-0*064684-0.004 94  oos  2« 
poosP»  4-0.046274-0.00336  OOS  2« 

4-0.00486  sin  2« 
r  »  4,  Jk  -I  2 
Httlfibogm:  2B  »  29-49'4-(2-4/»)(«-9) 
p  sin  P  a.  4-  8*93  sin  •4-0*23  sin  2« 

^  3*08—46.40  cose— 0.45oos2« 
poosPsB  4-34.334-  3.84  cos«— 0.23  cos  2« 

+ 1 7.68  sin  «—0.4  5  sin  2« 


Taf.  6. 


Taf.43. 


Taf.  4. 


Taf.  6. 


*)  Durch  einen  Addiltonsfebler  sieht  in  darAbbwdluog  746749,  oder  «of  IS60.0 
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Taf.7. 


Taf.  i  4. 


Taf.  * «. 


Hulfsbogen:  C  =  2^— 5^'+(f  —  5/*)(«--9) 
p  sin  P  =  +  1  07  sin  sin  2« 

-I-  4"22— 12.44  cosf-i-Ä!.2!y  cos2« 
cos P  SS  +18.07+  0.59  cose+2.22co8  2e 
+13.58  sin  «—2^9  sin  2«  ^ 
»  =  6.  fc  =  3 
Hul&bogen  =  3^ — ö«/'+(3 — 6//j(* — //) 
psiüP^  +2 '32  sin  <— Tia  sin  2^  +  0' O'J  sin  3f 

+<:e'lö+0.33  co8*+ü.37  cos  2^  —  0.37  cos3f 
p  cosP  =  *  4.93+2.32  C0S£— -0.68  cos  2«+0.09  cos  3e 

—0.33  «D  e— 0.57  sin  2fi+0.37  an  3c 

i'  «  7.  ^  r=  3 

Httlfebogen  =  3jf—79'+{3— 9) 
pmPmt         +0*74  sin     0*87  sin       0*4 0 sin  3e 
+4 '77+0.4  5  cos  c+0.39  cos  S«— 0.34  cos  3^ 
pcwP^  —0.57+0.87  cos  e— 0.27  cosStc— OJ  0  cos  3« 

— 0.S0  sin  6—0.39  sin  2e+0.34  sm  3« 
r »  8,  &  »  3 
Hol&bogen  =  3^— 8^'+(3— 8/»)(*— 9) 
p  sio  P  »         +0'79  sin  «— 0'4  0  sin  2c— 0'4  4  sin  3c| 
+4  "45+0.35  OOS  e+0.4  6  cos  Sc— 0.4  3  cos  3el 
pcosP  =  — 0.58+0.79  cosc— 0.40  cos 2c~0.4  4  cos3«| 

—0.35  sin*— 0.16  sin  2e+0.13  sin  3«' 
t'  =  9 

Argument:  %— V+l^-'^/Ol'— 9)  =  ^ 

— 0"6<  sior— 0  .i3cosK' 
Von  den  vorsiehenden  Ablheiluogen  sind  die,  welche  von  t"  =  6, 
t  =  7,  r  =  8  abbttogen,  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingänge  umgewan- 
delt worden. 

b)  Vom  Saturn  bewirkt. 
i  ^i,  k  =  i 
Hulfsbogen     ^--g''+(1  f?) 
p  sin  />  a  —0  87  sin  c— 0''3ö  sin  2« 

_2'40— 0.24  OOS  c+0.27  cos  2« 
p  oosP  s  —3.96+0.87  oos«+0.35oos2c 
—0.24  sin  c+0.27sin  2« 


Inf.  4  9. 


Taf.  H. 


Taf.  16. 
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Taf.15. 


Taf.l7. 


Uillisbogen  mm  ^^^'^(1 9) 
-^3'80h-4.78oos« 

— ain  « 

«  3.     »  1 
Hulfsbogen  =«  _3/i')(*— 9) 

p  8iD  P  »  H-O^^O  sin  «— 0"01  sin  9f 

-♦-0  9;i  +  0.3ilcos<-l-0.21  cos  2« 
pcosPs  +0.3ö+0.39cos€— 0.01  cos  2* 

— OdSain«— 0.2isin2eJ 

Dieae  drei  AbtheUnngeD  aind  «De  in  Tafelo  von  doppelten  Ein- 
gänge umgewandeli  worden. 

c}  Vom  Mars  bewirkt, 
t"  =  1 

Argument  =  — (2^ — g"),  Verb,  unmerklich. 
—029  sin  0"1 3  cos  (29—^"')  Tat  4  * . 

Die  mittlere  Anomalie  und  deren  Störungen  dnd  in  den  Tafeln 
nidit  in  Seeanden,  aondem  in  DecimaltbeOen  des  Grades  ausgedruckt 
worden.  Die  ftlnfke  Dedn»le  isl  in  den  StOrangslafeln  als  Einheit  ange- 
nommen worden,  nnd  es  sind  folglich  die  vorstehenden  Goeffidenten  mit 

dem  Factor  multiplicirt  worden,  dessen  Logarithmus  s  1.44370  ist. 
Eine  Einheit  dieser  Angabe  der  Störungen  ent{>pncht  demnach  O'OSfi. 

2}  Störungen  des  Log.  des  Radius  Veclors. 

Mit  I  zu  mulliplictren. 
-♦-0"0748-l-0"8r)3n  (-ose— O'UUI  1  cos2^  | 
—2.3497  sin     0.0006  sin  2<  ) 

Mit  4*  zn  multipliciren. 
-I-0*557h-6'166  ooe«-h0'077  cos  8«  | 
•1-4.003  sin  «-I-0.058  sm  S«  T 

Ohne  den  Factor  f. 
— 3''98-hr97  cos6-hr78cos24j 

-1-0.23  sin  «—0.49  sin  2«    '  ' 


TafSS. 


Ta£.23 


TaTSi. 
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Taf.  25. 


Taf.  30. 


Tat  21. 


a)  Vom  Jupiter  bewirkt. 
Anm.  Da  die  ArguiMnle  und  BSlbbögen  slmnittdi  dMtMn  »Jod  wi«  oben»  so 
lane  ick  sie  hier  imd  im  Polgeodfla  we§, 

Ausgeschosseue  Glieder. 
—  1       cos  2ÄH-1 1  O  l  4  cos2Äf— 1 3'28  cos  3K 
—40.36 sin  83.85  sin  ^K—  9.01  sin  3/r 

—  ro3cos4irH-  ro6cos5ir 

-h    3.59  tm  4£—  0.06  sin  5£ 

Fem  er  f  ss  1,  ^  s  0 
|i  Bin  />  <h3'75  siD  «H-0'1 4  sin  S«— 0*65  sin  3« 

+S'24— 1.95  cos«— 0.45  cos  2«— 0.03  cos  3« 
p  cos  P  SB  -hl  .15H-3.75  cos«— 0.S6  O082«-l-0.65  cos  3« 

+  1 .95  sin  e— 0.87  sin  2^—0.03  sin  3« 

f  =  2,  it  =  1 
p  sin  P  SB  H-6"ö6  sin  e-hO  "66  sin  ff+O'OO  sin 

+4i"1 0-1-5.96  cos«-h0.46  co8  2e— 0.2i  cos  3e 
jn  cos  P  A  —40.47—6.56  cos  e— 0.50  cos  2«-h0.09  cos  3e 

+5.96  sin      0.39  sin  2«+0.24  sin  3« 
Bei  den  vorstehenden  Gliedero  sind  die  jttbrlicben  Aeoderungeo 
ihrer  Kleinheit  wegen  weggelassen. 

r »  3,    »  2 

psin  P B  --21*70  sin  «—  4''97  sin  2«-|.0'1 2  sin  3« 

—359*03-49.61  cos«— 10.58  cos  2«-l-0.01  cos  3« 
pcosP  =  H-  11.94+21.70  cos  «-f-  4.51  cos  2f— 0.1 2  cos  3« 

—49.61  sin  #—10.38  sin  2*+0.01  sin  3* 
Jährliche  Aeoderungeo. 
psiD  P  =  H-O^OOHI  sin  2« 

—  0"00796+0.00151  cos2« 
pco8P=  +0.03164— 0.00158  cos2* 

+0.00121  sin  2« 

i"  =  4,  ^  =  2 

p  sin  P  BS  —1 0*88  sin  «— 0'08  sin  2«+0''1 1  sin  3« 

—1 1*29—  5.80  OOS«— 0.20  oos  2«— 0.1 0  cos  St 
pcoflPa:  —  2.40— 10.88  oos«+0.08gO62«+0.11  cos  3« 

+  3.36  sin  «—0.20  sin  2«+0.1 0  sin  3c 


Tat  20. 


Taf.  28. 
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Tat  99. 


Taf.  S6. 


Tat  24. 


t"  »  5,  A  =  2 
p  sm  P  =  — 7"03  sin  eH- 1  "62  sin  2« 

l—S^Qo—  I  I  I  cos     1 .74  cos  2* 
pcoa         — 0.1  Ä— 7.37  cos €-1- 1.62  cos  2« 

H*0.53  ao       .74  sia  2« 

t"  »  6,  i  B  3 
p  sia  P  8»         -f-0'1 6  nn  e-hO'24  sin  S«— 0*32  na  3« 
-hS'SS-l-O.SO  cos  e-l-0.84  cos      0.4 1  cos  3e 
p  cos/*  as  +5.67-f>0.76  cos  «-1-0.48  cos 0.32  0083« 

4-2.64  sin      0.52  sin  2f-I-0.44  sin  3« 

Von  diesen  Abtheilun^n  sind  die,  welche  von  denWerthen  t'  =  1, 
r  =  4.  f  =  .'),  aa  6  abhängen ,  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingange 
gebracht  worden. 

b)  Vom  Saton  bewirkt. 

=n  1 

-i-necosr'— roisiBÄ* 

f  «  2,  *  =  1 
p  sin     =  +1*64  sin  « 

— Ü"91— 0.98  cosf 
pcosPs  +1.68-i-1.64  cosc 

+0.98  sin  t 

Von  diesen  ist  die  zweite  Ablheiinng  in  eine  Tafol  von  doppeltem 
Argument  gebracht  worden.  Die  Störungen  alle  sind  auf  Einheiten  der 
sechsten  Stelle  des  Briggischen  Logarithmos  gebracht,  folgUch  bei 
der  Berechnung  der  Tafeln  mit  dem  Factor,  dessen  Logarithmus 
a>  0.32335  ist,  moltiplicirt  worden. 

3)  StOnmgen  der  dritten  Coordinste,  oder  der  Grosse 

1=0. 
Mit  t  zu  multipliciren. 

— 12''0328  sin      0"0007  sin  2«  1 
— O'1667-l-  4.9037gos«^0.0018oos2«1  ' 

llit    SQ  mnltipliciten. 

—  0"612sin  «-f-0"531  sin  2«-»-0"007  sin  3«j 
-l-2"1 59— 10.860  cos«4- 1.098  cos2«+0.ü21  cos  3* 


Taf.  27. 


Taf.  36. 


Taf.  37. 
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Tat  39. 


Ohne  den  Pador  L 

— 0'S6  an  t^COS  sm  2«) 

-♦.m-0.87co8f-0.04  cos  2«)  '    '  " 

Hier  suitl  die  Glieder  mit  !)(m  iicksirhtigt  worden,  die  im  Art.  (32  der 
dntien  Abhandturii;  herechnct  worden  sind.  Die  Grasse  P  ist  ihrer KkiiH 
beit  wegen  übergangen  worden. 

a)  Vom  Inpiter  bewiiit. 
t*  »  < ,  =2,  =  etc. 
Ausgeschossene  Glieder. 
— 8*4  3  sin  £— 5'33  sin  SIT— 0'30  iiD  3f  •4-0*95  aio  iE. 
^4.07  oOB£4>a.74  G062£— 0.95  coa3f-|>0.05  cos  iKl 

JührUche  Aenderung. 
— 0'02l  34  sin  jr-4-0'0044  3  oosiT 

Ferner  t  ai  1,  0 
panPmt  ^fOS  am  «—5*28  am  2t+0'45  ain  3« 

+  5'98^3.l  3  cos«— 0.69  cos  S«— O.Ol  cos  3^ 
p cosP  B  .10.47—2.03 cos«-h5.28  cosS«— O.f  5 cos3ff 

—3.13  sin  «—0.69  sin  2«— 0.01  sin  3«. 

t  »  2.  it  »-  4 

p  sin  P  K  — 8*94  sin  «^0*60  sin  2« 

•Hl  1*37— 4.48  cosf— 0.69  cos  2« 
poosPs  ^I3.09h-8.94oos«+0.50cos2« 

—4.48  sin  «-hl  .01  sin  2« 

•  «  3.  *  «  2 
jttmP^  —  2*07  sin  «-|-6'89  shi  2«H-0'02  sin  3«^ 

— 96'86+l2^9  oos«H*4.02  co«2«<4-0.06  ooaS« 
p  cosP  =  —35.25h-  2.67  cos«— 6.49  cos2«— 0.02  cos  3* 

-hl 2.39  sin  «+3.60  sin  2£H-0.06  sin  3; 
Jührlichn  Aenderuag. 
p  srni  P  =  H-0  0 1 Ü67  sin  6— 0"00799  sin 

-»-0"02i73— 0.00292  co8#+0.022ü8  cos2e 
pcos/^  =  — Ü.ÜÜlöii— 0  01 007  cos  f -1-0.00605  cos  2f 

-h0.00292  an  «-I.0.021 56  sin  2« 


Tar.35. 


TaC3i. 


Tat  31, 
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Taf.33. 


Tat  34. 


Taf.  4a. 


pmP^         -->3*56 HD  M'hO'tO «in  U 
— S'91  •f'l  .34  ooB«-s>0.04  OOS  2* 
p  eo6    8s  «^4.1 0->S.84  oos«— 0.20  eos2« 

-hl  .00  siB  «^0.04  sfai  8«  • 

t  =  5.     =  2 
pmPsst  —  rOSsin  *+0"19  sin  2^ 

— 0*48-1-2.80  cos«— 0.G3  cos 2* 
pOOSPs  >-0.46^^.12cos£+0.t9cos2# 

—4 .94  ain  «-I-0.60  sin  2« . 
f  B  6,    s  3 
p  litt  P  SB  +0*06  an  cH-0'08  sin  2« 

...<2'48~0.49  cos«— 0.18  co82e 
p  cosP  =  -4-1.82—0.56  cosf-j-0.22  cosit 

-1-0.85  sin  f— 0.40  sin  2e 

t  =  7,     =  3 
p  810  P  BB  —0*20  sia  stD  2» 

.»0'U--a.24  oofitf  — 
p  008 P  s  HhO. 1 4—0.20  008 «^0.1 6  OOS  2« 

'+•0.24  sin  «  — 

Von  diesen  Abtheilungen  sind  die,  welche  von  t'  =  6  und  t  as  7 
ahliangen,  in  Tafeln  von  doppeltem  Eingänge  gebracht  worden. 

b)  Vom  Salurn  beiwirkt. 

»  «=  1,  &  «  1 
p  sin  P  «B  — ü"1  2  sin  i — 0*07  sin  2t 

+0*08— 0.4  6  cos«H-0.04  cosSI^ 
pco6P:B  — 0.2l+0.12cos*+0.07  cos2e 

— 0.4S8iD«-h0.04  6Ui2t 

«'     2.  4 
panP»  H-0'16fliii< 

— 0*48-1-0.06  cos« 

pcosPss  -HÜ.98— Ü.lt)  cos« 

-1-0.06  sin  « 

Beide  diese  AbUieiliiogBn  flind  in  Tafeln  von  dq>peltein  Eingangs 
gebfacht  worden. 


Taf.  43. 


Tat  42. 


Tat  44. 
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Diese  Störungen  der  dritten  Goordinate  sind  in  den  Tafetn  vor 

Allem  mit  cost,  wo  t  sicli  auf  den  Aequator  bezieht .  multiplicirt,  und  in 

Theile  des  Kreisradius  verwandelt  worden,  wobei  die  sechste  Deciinale 
dessell)en  zur  Einheit  angeuonimen  wurde.  Dem  Logarithmus  des  Re- 
ductionsfactors  wurde  llberdics  die  Zahl  0,01053  hinzugefügt,  die  weiter 
unten  erklürt  werden  wird,  Der  Logarithriuis  des  Factors,  mildem  die 
vorsiehenden  Angaben  mulliplicirt  worden  smd,  ist  (ieninach  =  0,59743. 
Um  in  der  Summe  dieser  Störungen  die  sechste  Decimale  möglichst  rich- 
tig zu  erhalten,  wurde  auch  die  siebente  mit  in  den  Tafeln  aufgenommen, 
und  durch  ein  Komma  von  den  andern  abgesondert.  Ich  filge  noch 
hinzu,  dass  alle  Störungsglieder  überhaupt  auf  Eine  Decimale,  manchmal 
zwei,  mehr  berechnet  worden  sind,  wie  die  Tafeln  angeben;  auch  war* 
den  sie  spHter,  nach  Ermittelung  des  CorrectionafaciorBder  Jupitermaase, 
diesen  gemliss  berichtigt. 

5. 

Ich  werde  jetzt  noch  die  Bedeutung  der  in  der  Tafel  I  angesetztaa 
Argumente  und  die  Warthe  der  Gonstanten  angeben,  die  verschiedenen 
Taldn  hinsngeftigt  worden  sind. 
Arg.  1  ist  9 ,  Periode  =  400. 


A 
B 

C 
D 

Arg.  2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


Sind  in  Bo^nlheilen  ausgedrückt. 


9-^9 
9 

h-^9 

m—f)  suppi. 

M 

ü—9 
9 — 9 

(j-3i>')Suppl. 
Doppelte  mittlere  trop.  SoniH  nlünge,  Periode  =  50. 
Suppl.  der  trop.  Länge  des  Mondl^notens,  Per.  =  100. 


Perioden  s=  400. 


Aiig.   I.  . 

.    3^— 6j7'  Periode 

48 

n.  . 

.  » 

48 

ni.  . 

.    g^g'  » 

> 

48 

IV.  . 

.    9"^'  » 

36 

V,  . 

.  ^g^y  » 

36 

VI.  . 

36 
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Arg.  VII.    .    .    2^— 4^'  Periode  =  36 
VIII.    .    .    2^—5^'      »  »18 
IX.     .    .  q       *  »12 

Die  Angaben  det  mit  römischen  Zahlen  bezeichnelen  Argumente 
beziehen  sich  auf  den  nächst  vorangegangenen  Durchgang  der  Egena 
durch  das  Perihel,  und  bleiben  unveränderi  bis  zu  dem  darauf  folgenden 
Durchgänge.  Sie  sind  oeben  dem  Jahre  angesetzt  fUr  dessen  Anfang  sie. 
zuerst  Geltang  bekommeD,  aber  da  der  Durchgang  der  Egeria  durch  das 
Perihel  im  AUgemetaen  nicht  mit  dem  Anfange  eines  Jahres  zosammen-* 
ftllt,  80  haben  de  anch  für  den  Theit  des  nSchst  vorangegangenen  lahres 
Geltnng,  io  welchem  die  Egeria  schon  durch  das  Perihel  gegangen  ist. 
Der  Zeilponkt  des  Wechsels  dieser  Argumente  ist  der,  io  welchem  das 
Aiig.  4  von  399,999  in  0  ahetgeht.  also  leicht  erkennbar. 

Allen  Argumenten  ist  bez.  die  grosse  Ungleichbeil  des  Jupiters, 
oder  die  des  Satnms  schon  hinzugefugt ,  auch  ist  der  in  der  Tafel  48 
enlballenen  mittlerea  Anomalie  der  Egeria  schon  der  Betrag  der  vom 
Mars  bewirkten  Ungleichheit  langer  Periode,  nemitch 
+1  r90  sin  (1 1  ^— S^y^+Sraa  cos  [\  \  9— 

(S.  Art.  131  der  dritten  Abhandlung)  mit  Berücksichtigung  der  hier  im 
Art,  \  dazu  erklärten  liedingung  hinzugenigt  worden. 

Da  diese  Ungleichheilen  sich  nicht  der  Zeit  proportional  andern,  so 
sind  die  Bewegungen  der  so  vorbereiteten  Argumente  strenge  genom- 
men nicht  gleichförmig;  im  gegenwartigen  Falle  sind  jedoch  die  Ungleich- 
fbrnui^keiten  so  unbedeutend,  dass  sie  in  der  Bewegung  derselben  fktr 
die  Theile  des  Jahres  abers^ogen  werden  konnten.  Bs  wurden  dem- 
gemlss  die  Argumente  für  die  AnOUige  der  Jahre  zwar  mit  Beriicksich- 
tignng  der  migleichfttnDigen  Bewegung  derselben  berechnet,  aber  dir 
die  Bewegungen  wahrend  der  Theile  des  Jahres  das  Mittel  aus  den 
wahren  Bewegungen  angesetzt,  es  kann  hiemadi  an  den  Werihen  der 
Argumente  innerhalb  irgend  eines  Jahres  höchstens  Eine  Einheit  Fehler 
der  letalen  Stelle  entstehen. 

Die  Tafel  3  eothult  die  Verbesserungen  der  Argumente,  und  zwar 
die  Grossen 

(äl_3^)(«-^)  für  A 

(8-5/i)(*-9)  •  C 

^i\i~<j)  »  D 

AUm«.  4.  K.  8.  GMriM.  4.  WhMMfk.  XIII.  27 
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[48 


{^-9fi){s^g)  für  2 

-(4-3ju)(*-,)   •  6 
Die  Verbesfierangeii  der  mil  römischen  Zahlen  beieicbiieleB  Ar^ 
nenle  itonolen  bei  der  Bereebanng  der  bes.  Taftdn  eogleieb  bemdt- 
aichligt  werden. 

6. 

Den  Tafeln,  die  auf  trigonometrische  Reclinimg  führen,  können 
xuai  keine  Constanien  hiuzugefUgl  vvcnien,  den  übrigen  Tafeln  wurdfo 
die  folgenden  hinzügeHlgt. 

4)  Störungen  der  niittleren  Anomalie. 


Tafel  44.  A19. 

4    .  . 

74 

2   .  . 

20 

S   .  . 

46 

»   12.  • 

5   .  . 

.  0006 

•   13.  » 

6   .  . 

.  24346 

»   14.  • 

I.   .  . 

.  440 

»    45.  » 

II.   .  . 

460 

m    16.  • 

ni.  .  . 

465 

-    47.  . 

IV.    .  . 

50 

•    18.  » 

V.    .  . 

80 

•    19.  » 

VI.    .  . 

70 

Summa 

=  34410 

Diese  Summe  ist  wieder  vou  den  Aogabea  der  milUeren  Anoaiiüw 
der  Tafel  46.  abgezogen  worden. 

2)  StdniDgen  des  Lo^.  des  Badiet  Vedora. 


Tafel  24.  Arg. 

4    .   .  . 

44 

4   .   .  . 

5 

»  25.  • 

5   .   .  . 

356 

»  26.  • 

I.   .  .  . 

20 

.  27.  . 

IT.    .    .  . 

40 

»   28.     •  VII.    .    .  . 

55 

MI.    .    .  . 

20 

»    60.  . 

IX.    .    .  . 

20 

Summa 

ÖOO 

Digrtizeij  Ly  <jOOgIe 


193 


Tapuh  wm  Bsuu  etc. 


Diese  Summe  ist  wipfJer  von  drn  Angaben  der  Tafel  52  für  das 
Haaptglied  des  Log.  des  Radius  Vectoi-g,  oder  logr,  abgezogen  worden* 
3)  StOrangea  der  dritten  Goordnute. 


Tafel  38.  Arg.  4    .  < 

.   .  0. 

•  39.    »    5   .  < 

,    .  65.0 

»  40.    »    I.  . 

.  15,8 

»  41.    »II.  . 

.    .  5.0 

»  4S.    >  III.    .  . 

2.0 

»   43.    •    V.  . 

.  2.5 

Summa  «  90.0 

Ich  habe  nicht  für  zweckmässig  erachtet ,  die  entsprechende  Con- 
Staate  von  der  Tafel  ttlr  den  Sinus  der  Abweichung  wieder  abzuziehen, 
welches  allerdinge  bAlte  geschehen  können.  Man  muss  daher  bei  der. 
Bereebnang  eines  Ortes  die  Zahl  90.0  von  der  Summe  der  erhaltenen 
Sltfmagen  der  dritten  Goordinate  abziehen. 

Es  sind  ausserdem  nodi  die  folgenden  Gonstanleo  eingeftlhrt 
worden. 

Tafel  46,  Arg.  7,  I.  Col.  .   .   23,  3.  Col.  .   .  46 
>    47,    »  8,     »      .   .  322,     •      .   .  230 

Samma  348,  ?l6 

Diese  Summen  sind  von  den  bez.  Columnen  der  Tafel  44  wieder 
abgezogen  worden. 

7. 

Die  BerUcL<;ic)itigung  der  PrScession  und  Nutalion,  oder  mit  ande- 
ren Worten,  die  HinAitauig  der  tabularischen  Oerler  der  Egeria  auf 
den  gleichieiligea  Aeqmtor  und  das  gleichzeitige  Aequinox,  liabe  ich 
durch  das  Yerfebren  bewirict,  welches  ich  in  den  A.  N.  Nr.  823  u.f.  ent- 
wickelt habe.  LSsst  man 

u  die  heliooeatrJsche  gr.  Aufsteigung, 

d  die  heliocentrische  Abweichung, 
beide  auf  den  gleichzeitigen  Aequator  nebst  Aeqninox  bezogen, 

f  die  wahre  Anomalie, 

»  die  Bnlfemung  des  Periheis  vom  Knoten, 

$  die  Knotenlange. 

i  die  Neigung, 

27* 
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die  letzten  drei  auf  den  mittleren  Aequator  nebsl  Aequinox  Zeit- 
epoche, uod 

(«)  die  Störungen  des  Sinus  der  Abweichung  bedeuten,  dann  wird 
sind  mm  sinft8in(/'-^«»'^9)4>(<) 

wo 

(ä)  =  s+f  sin  (/"-♦- w-*-/^) 

sind,  und  «  die  Stimme  der  pla netarischen  Störungen  des  Sinus  der  Ab- 
weichung bc'deulel.  Die  Grössen  i,  /.  öind  aus  folgenden  Ausdrücken 
zu  hereciinen  *) : 

-hG"9()2 '■"'^'aiu  W  4-  ü  i7l  cos  & 
— 0'aS3^sin2d—  0'09i  ^cosSd 
_0'499  ^  sin  20  -  0"544  '-^  cos  2  0 

— A  co8ifiinÖ(<^g— ja'i  cos» sin 0+6',  costcosö— A^'-^il^"-''}  (i— ^ 

— 6*902  cos t  sin  0  sin  9 -i- 9^271  costcos^cos  0 
•4-0.083  eo6t  sin9  sin  W  —  0.091  ooet  oos  $  co8%S 
-•-0.499  OOS«  sin  sin  20  +  0.544  cos«  cos  cos  20 

|C— A cotgtcosöj  (<— i;)-l-jc'i— a'i  cotg«co80-f>4'i  cotgi  sin6 

-hl  15*899— 6*902  cotg«  cos  6^1  sin  9—  9*271  coigtsin^cos  9 
—I  0.191*^0.083  cotg»oos<?|8io2^-|-  0.091  colg«stn0co«2e 
— f  1 .1 50^0.499  cotgi  cos  B\  sin  2  0  —  0.544  cotg«  sin  ß  oos2  0 

in  \M  Ichen  H  das  Suppleuient  der  fropischcn  LUnge  des  iiiil^toigenden 
Monilkiiuiciis  aiirderGciiptik,  0  die  iiiiKh  re  tropische  Sonnenlange, und 
/„  die  Zeitepociie  der  Tafeln  bedeuten.  Die  Constanten  A,  C,  a/,  6/,  c/, 
haben  zufolge  der  Aenderung  der  Sonnenbahn  im  Räume,  die  ich  durch 
die  Theorie  erhalten  habe,  und  mit  Zugrundelegung  der  Luni'Solar- 
prttcession 

*)  Die  Ableitung  dieser  AusUrücke  wird  weiter  unteUj  in  dem  ZuseU  I.  nüber 
erläutert  werden. 
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=  Ö0  3ÖÖ9;)  (Ur  4800.0 
folgende  Domeriscfaen  Werthc, 

A  =  20'051 17—0*00008600  1800) 
C  s  46.04672-1-0.00028438  (^—1800) 

.  ^0''00004250 
h\  1-  -h0.0022d8l2 
dt  =  -4-0.00044069 
Bmige  «ehr  kleine  Glieder  zweiter  Ordttong,  die  a.a.  0.  mit  in  den  EnU 
Wickelungen  aafgenommen  worden  sind,  konnten  hier  weggelasaen 
werden,  nachdem  ich  mich  Uberzeugt  halle,  dass  sie  im  gegeowärligeo 
Falle  nichts  Merkliches  geben  können. 

Fur  die  Egeria  fand  ich  durch  die  vorstehenden  Ausdrucke  und 
numerischen  Angaben 

fi  B  -|-872.«8(l-4850)+40.3  (?:^*)' 

-1-300.3  sin  e  —  3.6  sin  —  21 .7  sin  2  © 
+  137.4cose— ;4.4cos2ö-*-   8.1  cos20 

I  M  -.24.96Ä  {1—4880)  —40.86  (^~y 

—  8.60  sin  9-1-0.40  sin  29  -i-  0.62  sin  20 

-h33.90  cos  e  —  0.33  cos  29  -h  2.00  sin20 

X  =  +584.49(1— 4850)— 49.8  (i^y 

-1-202.3  sin  9  —  2.4  sin  tB  —  4  4.7  sin  20 
— 409.5CO8  9-4- 4.4  C0829—  6.9cos20 

Die  EinhpiK  n,  in  welchen  diese  Grössen  ausgedrückt  sind,  sind  fUri^undA 
die  fünfte  Decimale  des  Grades ,  und  für  |  die  sechste  Decimale  des 
Kreisradius.  Die  von  der  Präcession  abhängenden  Theile  sind  der  Ta- 
fel 4  i  einverleibt  worden,  die  Tafel  46  giebt  die  von  der  SolamutaUon, 
and  die  Tafel  47  die  von  der  Lonamiutation  abhängigen  Theile. 

8. 

Ich  werde  jetzt  aeigen ,  wie  man  aus  diesen  Tafeln  die  auf  den 
gleichzeitigen  Aequator  und  das  gleichzeitige  Aeqninox  bezogene  heiio* 
oentrisebe  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  bekommt. 

Nachdem  die  Summe  der  Slöiimgcn  der  minieren  Anomalie,  des 
Logarithmus  des  Radius  Vcciors,  und  der  dritten  Coordinale  (wie  ich 
sie  genannt  habe)  aus  den  oben  erklarten  Tafelo,  die  drei  BOgeo  a-^ii. 
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i,$+XäuB  den  TafeTn  44^47 ,  und  die  «ogeslOrte  mittlere  Anomalie 
aus  der  Tafel  48  berechnet  worden  sind ,  addirf  nan  die  SomiDe  der 

Störungen  der  mittleren  Anomalie  zu  dieser  selbst,  und  kann  damit  aus 
der  Tafel  49  die  Miüclpunktgleichung  cnlnchmco.  Nicht  nur  diese, 
sondern  zugleich  damit  uddirt  man  den  Bogen  m^tf  Eur  gestörten  mitt- 
leren Anomalie ,  wodurch  sich  das  Argument  der  Abweichung  oder  der 
Bogen  f-H  f)  -h  fj  ergiebt.  Dieser  dient  zuerst  als  Argument  der  Ta- 
feln oll  und  a\,  deren  erstere  die  BiMlnciion  auf  den  Aequator  oder  deo 
Bogen  — /{,  und  deren  aodere  den  Logarithmas  des  Faelorg 

giebt«  der  zufolge  des  vor.  Art.  mit  der  Summe  der  StOmogen  des  Sinne 
der  Abweichung  zu  mullipltdreo  und  darauf  nebst  der  genannten  Re- 
dnction  und  dem  Bogen  ß'hX  w  f^m"^^  zu  addiren  ist,  um  die 
heliocentrieche  grade  Aufsteigung  zu  erhatten.  Pieae  kann  man  aogleidi 
addiren,  aber  das  erwähnte  Product  erfordert  eine  Vorbereitung,  die 
noch  ericlart  werden  musa. 

Man  kann  dem  ungeachtet  ohne  Weheres  ans  der  Tafel  58  das 
Hauptglied  des  l.og.  des  Radfnt  Vectors.  oder  log  r,  entnehmen,  und 
die  bez.  Stürungon  dazu  addiren,  so  wie  aus  der  Tafel  53  den  Sinus 
der  Declination ,  dem  noch  die  Störungen  hinzuzufügen  sind ,  die  eine 
kleine  lognrithinische  Ilechiuina:  erfordern. 

Die  Grösse  M,  deren  Glieder  dem  Vorhergehenden  nach  unter  der 
Bezeichnung  »St^irungen  der  dritten  Coordmate«  in  den  Tafeln  34  bis 
mit  43  enthalten  sind,  hat  folgende  Zusammensetzung 

Ii  ^ 

m 

(S.  Erste  Abhandlung  Art.  26)  wo  t  wie  im  vor.  Art  die  planetarischen 
Störungen  de.-«  Sinus  der  Abweichung  sind.  Da  diese  zur  Erlangimg  des 
vollständigen  Werthes  des  Sinus  der  heliocentrischen  Abweichung  des 
Planeten  erforderlich  sind,  so  muss  man,  der  vorstehenden  Gleiehong 
zufolge,  weiche 


giebt ,  die  labularischen  Störungen  der  dritten  Coordinate  mit  a  multi- 
pliciren  und  mit  r  dividireo.  £s  ist  dem  Yorfaergebenden  zufolge 

log«  wm  0.41103 
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und  4lie       8S  ^ebl  nteh  4er  Addition  der  Zahl 

0.000500 

den  Werth  von  logr ,  Um  diese  Rechnong  zn  erleichtern  sind  die  tabu- 
larischen  Werthe  von  u  mit  dem,  im  Art.  4  angofulirtcn  Faclor,  dessen 
Logarithmus  =s  0.0i0ö3  ist,  mullipiicirt  worden.  Es  foi^^t  nciuiic^ 
hieraus,  dass 

lo^f  SB  0«4  -I-  log  (tabularischem  i*)     dem  aus  der  Tafel  b% 
tinverttiidert  entooiniiieDeii  logF « 

wird.  DoDD  der  Amdmck 

log«  =  logu  4- 0.41403  — log  r 

ist  identisch  mit 

log*  =  [logM +0.01  053]-|-ü.4— [log  r—O.OOOÖO] 

ood  dieser  Ausdruck  ist  wiederum  identisch  mit  dem  vorhergehenden« 
Es  ist  ferner  das  Product 

itt  berechnen  and  zu  s  zn  addirea.  Die  Somme  dieser  beiden  Grossen 
ist  der  Betrsg  der  Störungen  der  Abweiehong,  welcher  nachdem  er  zn 
der  aus  der  Tafel  53  entnommenen  Zahl  addirt  worden  ist,  den  wahren 

Werth  des  Sinus  der  heliocenirischen  Abweichung  in  Bezug  auf  den 
gleichzeitigen  Aequalor  giebl.  Vom  Sinus  kann  man  durch  die  trigono- 
metrischen Tafeln  zum  Bogen  Ubergehen,  es  ist  jedoch  dieses  t)ber> 
flussig.  man  braucht  nur  vom  log.  des  Sinns  zum  log.  des  Cosinus  Uber- 
zugehen. 

Dieselbe  eben  t  i  klärte  Summe  wird  ausserdem  mit  dem  aus  der 
Tafel  51  entnommenon  Faclor  multiphcirt,  und  zu  den  oben  angeführlen 
Gliedern  der  heliotcutrigchen  graden  Aufsteigung  nddirt,  wodurch  dqr 
wahre  Werth  dieser  erhalten  wird.  Den  Angaben  der  Tafel  51  ist  schon 
die  Constante  hinzugefügt,  wodurch  bewirkt  wird,  dass  das  Product  in 
Einheiten  der  fünften  Decimale  des  Grades,  wie  alle  übrigen  Glieder  der 
graden  Aubleiguog .  unmittelbar  erhalten  wird.  Die  Decimalen  dieses 
Ansdracka  verwandelt  man  durch  die  den  SchloBa  der  TaHBln  bildende 
Holbtafel  in  H inolen  «nd  Secanden. 

9. 

Zar  Berechnung  des  geocentrischen  Orts  des  Planeten  kann  man 
jetzt  ans  den  eben  erklärten  tabolarischen  Grossen  die  auf  den  gleich- 
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zeigen  Aeqnator  nebst  zogeborigem  Aeqoiooi:  bezogenen  recbtwink- 
Ucben  Goordinaten  desselben  durch  die  folgenden  Ausdrucke  bereehoen, 

X  =  rcosfJcos«,  y  —  rcos^sina,  z  =  r  siaä 

und  diese  auf  bekannte  Art  mit  den  analogen  Sonoencoordioateo  ver- 
binden ;  aber  ich  kann  dieses  Verfahren  nicht  empfehlen.  Denn  man  er- 
reicht durch  dasselbe  wenigstens  in  der  Nahe  der  Oppositionen,  worauf 
es  hier  vorzugsweise  ankommt »  nicht  die  entsprechende  Genauigkeit, 
wenn  man  nicht  Logarithmen  von  mehr  Stellen,  wie  sonst  nothig  ist, 
anwendet.  Ans  demselben  Grunde  und  noch  ans  vielen  anderen  Grdn- 
den,  moss  ich  mich  gagen  die  Berechnung  der  Störungen  der  reebtwink- 
Koben  Goordinaten,  sei  es  durch  mechanische  Quadraturen,  oder  auf 
andere  Weise  erklaren,  die  eine  Anzahl  vonUebelsMnden  berbeifiibren*). 
Die  zweckmassigsteu  Formeln  zum  üebergange  von  den  auf  den  Aequa- 
lor  bezogenen  heliocenlrischen  Oertern  eines  Planeten  zu  den  geocentri- 
sehen  sind  die  folgenden: 

!ä cos(f  sin  {«—a)      A cos D sin  (A— o) 
d  cos  d'  COS  (a — a)  =  i?  cos  D  cos  (A — a)  H-r  cos  d 
dsind'  =  ß  sin  ö  H-rjiind 

in  welchen  n\  d\  d  die  geocentrische  grade  Aufsleiguui^ ,  Abweichung 
und  Entfernung  des  Planeten  von  der  Erde,  so  wie  A,  Ü ,  II  die  grade 
Aufsteigung,  Abweichung  uml  Radius  Vector  der  Sonne  sind.  Diese 
Ausdrücke  verlangen ,  wie  alle  anderen ,  drei  Fuactionea  des  Sonnen- 
orts,  nemlich 

log/?  cos  log/?  sin/) 
und  man  katin  diese  aus  den  Angahcn  der  Ephemeriden  auf  oiebr  wie 
Eine  Weise  erhallen.  Wenn  die  Ephemeriden ,  wie  z.  B.  der  Nanlieal 
Almanac  A  und  D  für  den  mittleren  Mitlag  enthalten,  so  kann  man 
daraus  durch  eine  kurze  Rechnung  ihre  Werthe  fur  die  mildere  Mitter- 
nacht, ftir  welchen  Zeitpunkt  man  gewöhnlich  die  Ephemeriden  der 
kleinen  Planeten  berechnet,  ableiten,  die  Befreiung  dieser  von  der  Aber- 
ration kostet  ebenfalls  wenig  Zeit,  und  hierauf  sind  die  obigen  Functio- 
nen leicht  zu  erhalten. 

Wenn  die  Ephemeriden,  die  man  benutzen  will,  blos  die  Soonen- 

•j  In  früheren  Jaiiren  halte  ich  einmal  die  Gelegenheil  mich  mit  Bcssei  über  die 
Anwendung  der  Störungen  der  rechtwiukliclica  Coordiualen  niüiidiicb  zu  besprectien, 
und  nun  meine  Gründe  dagegen  vorxttlragen.  leh  fand  l»e[  Ibm  gani  dieselbe  Auaichl, 
er  druckte  tklk  aof  das  Eotodiiedeiisle  dageg«i  «im. 
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Ittngc  Tür  den  mittleren  Mittag  geben ,  m  lässt  sich  daraus  auch  sehr 
leicht  die  SonneoMiige  für  die  mittlere  Mitlernachl  ableiten,  bezeichnet 
man  diese  (auch  vod  der  Aberralioo  befteit)  mit  q,  die  gleichzeitige 
wahre  Schiefe  der  Bcliplik  mit  t,  ^  die  in  Theilen  des  Kreisradius 
aiiszvdrttciteDde  Sonaenbreile  ober  der  wahren  Bcitptik  mit  B,  so  er- 
halt man 

cosDsin  A  tm  costsin  q  — Bsin  < 
cosDoos^  M  OOS0 

bin  D         =  isUi  f  sin  Q  +Bcos£ 
woraus  sieb  auch  leicht  die  oben  verlanglen  drei  Functionen  finden 
lassen.  Endlich,  wenn  die  Epheineride  die  reohtwmklichen  Sonuen- 
coordinaten  X,  Y,  Z  giebt,  bekommt  man  auch  die  obeo  aogeführteo 
Functionen  aus  den  Ausdrucken 

{/?  cos  D  sin  i4  =  Y 
ücosD.cosA  B  X 
Rsinn. 

Dieee  Ausdrucke  setzen  aber  voraus ,  dasa  in  der  Bphemeride  sowohl 
die  recblwinldichen,  wie  die  Poiarcoordinaten  der  Sonne  auf  das  gleiche 
zeitige  Aeqntnox  bezogen  worden  sind ;  wenn  dieste  nicht  der  Fall  ist, 
so  wird  sowohl  die^e,  wie  manche  andere  Anwendung  der  Bphemeride 

wciliaufliger  und  zeitraubender. 

Die  obigen  Ausdrücke  (A)  und  (ß)  habe  ieh  zur  Berechnung  der 
geocenlrischen  Oerler  der  Rgeria,  deren  ich  bei  der  Aubarbeilung  der 
Tafeln  bedurfte,  angewandt,  mich  dabei  sechsstelliger  Logarithmen  be- 
dient, und  in  den  Resultaten  die  Genauigkeit  vollstlkndig  erhalten ,  die 
man  überhaupt  durch  Anwendung  sechsstelliger  Logarithmen  eriangen 
kann.  Bs  ist  hiebei  zu  bemerken,  dass  in  der  Nähe  der  Opposition  a^a 
uid  immer  sehr  kleine  Winkel  sind,  nnd  «  — « immer  kleiner  wie 
A— « ist,  der  Fehler,  den  man  daher  hei  dem  Uebeigange  von  der  helio- 
centriscben  graden  Auftteignng  zur  geocentrischen  heHlrchten  moss,  ist 
hm  der  Anwendung  von  sechsstelligen  Logarithmen  in  der  Regel  dorch-^ 
gehends  kleiner  wie  0'4 .  In  der  geocentrischen  Abweichung  ist  dieser 
Fehler  bei  Neigungen  wie  die  der  Egci  ia  grösser,  und  kann  auf  0"2bis  0*3 
steigen,  aber  bei  kleineren  Neigungen  wird  er  auch  kleiner.  Hiilte  ich 
die  geüceiilrischen  Oci  i  r  \ ei jjiiflelst  der  recbtwinklichen  Coordinalen 
berechnen  wollen ,  so  baUc  ich  zur  Erlangung  von  ohngeDlhr  derselben 
Genauigkeit,  mich  siebenstelliger  Logarithmen  bedienen  müssen,  und 
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hitte  Dodi  llber  dio  eriangle  Gemiiiigkeit  zweifelbaft  sem  rnttiseo,  da  dk 
Tafeln  loboD  so  etngerichlet  waren,  dass  aie  denliOgarilhaina  desRadtoi 
Veetoiv  der  Egeria  nur  auf  seoba  Stallw  geben. 

Bei  der  Vergleichung  der  vorhandenen  Beobachtungen  der  Egeria 
mit  den  aus  den  obigen  EIiTiieiileii  und  Siöiungen  hprvortfehentlen 
Oerlern  kam  ich  auf  einen  liiiisUiiu],  der  nolhwendiger  Weise  nach- 
theiligen Einflu^s  aui  die  Genauigkeit  der  scbliesalicli  abgeleitetee  Ele- 
mente geäussert  haben  muss. 

Manche  BeobachlungsreiheD  zeigen  freilich  eine  bioreicbend  fpM 
Uebereinstimmung  unter  einander,  aber  bei  nKHtchen  anderen  ia(  dieses 
nicbl  der  Fall»  und  da  man  im  Voraus  nicht  wiiaen  kann,  welche  die 
besseren  sind,  so  kann  man  keine  aosschliessen,  wenn  nicht  etwa  die 
Untarscbtede  die  sich  zeigen  so  gross  sind ,  dass  man  sicher  erkennen 
kann*  dass  Fehler  vorgekommen  sein  müssen.  Der  Mangel  an  hin- 
raichend  guter  Uebereinstimmung  bei  den  Beobachtungsreiheii,  die  man 
nicht  ansschUessen  kann,  muss  aber  nothwendiger  Weise  bewirken, 
dass  die  daraus  abgeleiteten  NormalOrler  weniger  Genauigkeit  beaitzeu, 
und  dieaes  muss  sich  sobliessliob  auf  die  abgeleiteten  Verbesserungen 
der  Blemente  ubertragen.  Die  erwähnten  Unlersehiede  verschiedener 
Beobachtungsreihen  finden  nicbl  nur  bei  den  Mikrometerbeobachlungen, 
sondern  auch  bei  verschiedenen  Reihen  von  Meridianbeobachtungeo 
statt,  wo  sie  doch  am  Wenigsten  verinuthet  werden  könnten.  Von 
diesen  will  ich  die  Resultate  einiger  Reihen  hier  ajifiihren. 

In  der  O[»position  der  Egeria  des  Jahres  sind  Meridian- 

heohacbtuDgen  von  Bunn  und  Leiden  vorliandcn ,  deren  Vergleicbuag 
mit  der  ersten  Ephenieride  folgende  Kei>ultale  gaben : 


Bonn 

Leiden 

Ja 

J^ 

Ja 

J6' 

Jan.  i  1  +70"0 

— 5*1 

Jan.  9  -h79"6 

— 3'5 

»    12  68.i 

Ö.1 

•  11 

80.8 

6.3 

•  74.3 

4.6 

»  12 

82.8 

3.1 

»  U 

3.7 

»  13 

78.9 

4.3 

»    15  70.9 

3  2 

»  U 

83.5 

8.7 

Mitlei  -^7  Vi 

•  16 

81.0 

3.7 

'    Mittel  ^84'0 

-4'1 

Digitized  by  Google 


«71 


TAFtut  SM  Ecptu  etc. 


Hier  ßlimmen  die  Beohachtungen  jeder  Ikihe  fjut  unler  eioander, 
ond  auch  die  Mittel  aus  den  Abweichungen,  die  auf  jeder  dieser  beiden 
Sternwarten  erhalten  woideii  sind,  lassen  niehls  zu  wünschen  tlbrig, 
Dahingoyen  ist  chis  Jliitcl  aus  den  ui  Leiden  erhaltenen  graden  Aul- 
sleigungen  9  9  von  dem  Miilel  der  in  Bonn  erhaltenen  verschieden,  üa 
ich  nicht  wissen  konnte,  welche  Beobachtangsreihe  der  anderen  vorzu- 
ziehen ist,  so  habe  ich  bei  der  Bildung  des  Nonnalortes  da^»  Mittel  au$ 
allen  angewandt.  Spater  habe  ich  noch  Kenntniss  von  Beobachlungen 
dieser  Opposition,  die  auf  Barcley's  Sternwarte  in  Leyton  angestolll 
worden  sind,  erhalten,  düete  geben  in  grader  AabteigiiDg  lehr  itabe  das 
Mittel  ans  deo  beiden  eben  ingeflahrlen  Reihen. 

Foraer  sind  in  derselben  Oppoiilloo  BaobaobtuBgeo  m  Wasbingio« 
Bod  KraDamitnater  angoalellt  worden,  van  wetoheo  aber  nur  die  lela* 
teien  MeridlaiibeobaehtQngeB  anid.  Die  Vergleidiang  dieser  gab 
Wasbioglon  Kremsmtlnater 
M      AH  An  A0 

Jan.  6-<|.5r7*-ir9  Jan.  31 -hll'« -««M'e 
»  e  60.8  14.3  Febr.  S  7&0  —  M 
»     9    71.3      7.4  »    3    70.0^  6.3 

»    11     84.6  11.1 
Diese  sähe  ich  mich  genölliigl  auszuschUessen. 

Die  üpposilioii  von  IHfi,)  [)ielcl  einen  noch  aulTallondcren  Unter- 
schied zwischen  Meridianboubachtungen  dar.  Die  Ycrgieichang  gab 
Leiden  Kremsmunster 

Mai  12  -h42  7  -22  8  Mai  20  -|-66'4  — 0'8 
»  17     i6.0     23.4  .  21      64.3  0.5 

»  22     43.0     22.6  »  22     64.9  -4-0.2 

»  24     4G.0     22.0  >  27     65.0  —1.4 

»  25     46.5     21.6  »  28     67.4  0.< 

»  26     48.5     23.6  AfiUel  ^^^"^  — 0*5 

Mittel  -iiird^frr 

Hier  atiomeQ  die  Baobaeblungen  einer  jeden  der  vier«Reihen  wie- 
der tebr  gol  anter  einander ,  aber  s wischen  den  Beobaoblungen  nn 
diesen  beiden  Sternwarten  findet  ein  bedeutender  Untenehied  stall,  der 
in  grader  Aa&teigvng  SO'O  und  in  Abweichung  WC%  betragt.  Daausser- 
dem  in  derselben  Opposition  die  Bgeria  noch  in  Wssbington,  IMs  und 
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Krakaa  beobachtet  worden  ist,  und  diese  Beobachtungen  mit  den  Lei- 
dener gut  übereinstimmen,  so  habe  ich  den  Noruialurl  aus  den  Beob- 
acbtUDgen  dieser  vier  Sternwarten  bestinimi,  jedoch  die  Krakauer  Al>- 
weichungco,  eines  besonderen  dabei  voriiüjnm enden  IJroslandes  wegen 
ausgeschlossen.  Diese Peobarlittincen  von  Ki  emsmünster  mussteo  natür- 
lich auch  ausgeschiussen  wenien,  obgleich  geilen  die  AufinaliiDe  aoderer 
Beobacbtuogea  dieser  Sterowaiie  kein  Bedeoken  vorlag. 

14. 

Im  Ganzen  sindjelxt,  die  Entdeckuogszeit  eiobe^^nffen,  die  nacli 
der  damaligen  Opposition  statt  fand,  Beobachtungen  der  Egeria  voi 
zwtAi  Oppositionen  vorbmideD.  Unter  diesen  And  mir  von  den  Oppo- 
eilioDen  der  Jahre  48S3  und  4864  nur  je  zwei  Beobechtongen  m 
Washington  bekannt  geworden,  und  da  diese  beiden  Oppoailionen  jeden- 
fiilis  ein  weit  kleineres  Gewicht  wie  die  ttbrigeo  hatten  bekommen  müs- 
sen,  so  habe  ich  vorgeKOgen  sie  ganz  anszuschliessen;  den  llbrigen 
Opposilionen  habe  ich  mir  erlaabt  gleiches  Gewicht  heiznlegen »  da  eine 
Unterscheidong  miter  den  statt  findenden  Umstunden  sehr  misiicb  ge- 
worden wflre. 

Es  wurden  nun  zuerst  dnrch  Vergleichungen  mit  vorüofigen  Bphe- 
meriden  die  folgenden  NormaKtaler  gebildet. 


1850  Dec. 

f),5 

4i'  39.2 

H-  9" 

39  28*7 

4  852  >Ulrz 

17. ü 

177 

58 

25.4 

-1-24 

41 

42 

185i  Oct. 

1.5 

23 

21 

21.2 

—  3 

42 

42.0 

1856  Febr. 

24.5 

162 

16 

8.8 

+36 

8 

3.7 

1857  Juni 

:2f.5 

261 

14 

12.1 

—41 

1 

9.6 

1858  Scpl. 

25.0 

10 

23 

33.6 

—  14 

16 

13.9 

18n0  Febr. 

15.5 

137 

53 

47.8 

+44 

45 

31.5 

i  8Ü2  Sept. 

21.5 

356 

52 

40.0 

—23 

46 

10.0 

186i  Jan. 

17.5 

114 

5 

3.6 

+  47 

50 

23.9 

1865  Mai 

22.5 

833 

1 

1.3 

—26 

39 

3.3 

Diese  Oerter  sind  die  im  Raome  statt  findenden,  und  sie  beziehen 
sich  alle  aaf  den  gleichzeitigen  wahren  Aeqnator  nebst  Aeüiiiioox,  so 
wie  aaf  den  Erdmittelpunkt. 

Ich  konnte,  ^e  ich  so  weil  war,  schon  voraus  sehen,  dass  die  Ver- 
bessening  der  mittleren  Bewegung  grosser  aosblleo  würde,  wie  die  der 
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Ubrigeo  elliptiBcben  Elemente ,  und  ich  suchte  daher  zuerst  eine  vor- 
läufige Verbesserung  derselben,  mit  welcher  ich  eine  Verbesseruog  der 
Epoche  der  mittleren  Anüiu.tlit;  verb;irul,  da  diese  mit  jener  in  enger 
fiesiebuog  stebU  Es  ergab  sich  durch  diese  beiläufig  gefubrte  Kecbouog 

Je  =  —Hl,  Jn  =  +0''00S77 
die  zuerst  lUr  sich  aUein  berttcksichUgi  wnrdeD. 

12. 

Die  im  Art.  1  aogefUhrten  provisorischen  mittiereu  Elemente  gehen 
hierauf,  und  wenn  man,  statt  der  täglichen  mittleren  Bewegung,  die 
Bioem  Jolianischeo  Jahr  entsprechende  einftihrt,  in  die  foigeodeo  ftber 
c  as  210«  46  28  9  fUr  48öO»0  ai.Z.Beri. 
II  »  3Ud64'4735 

0  WB    48  48  37  8  1°^      Aequinox  und  Aequalor 
iZ    37  40  44!7j  derEpocbe 
9>         4  59  48.9 
log«  »  0.4440314 
vnd  a«  dieaeo  ergaben  aidi  mit  Hälfe  von  acboa  vorlumdeBea  provi- 
soriacben  SlOrungstafelo,  (ttr  die  Zeilen«  die  den  ob%en  NormalOrleni 
zttimnimeD»  die  folgenden  geooenlriaehen  Oerier: 
«'  »    83* 48' 87  6,       »  -i- 

477  58  30.1  +24  41  0.9 

23  21  19.3  —  3  42  37.4 

162  16    9.2  +36    8  0.7 

261  14  21.1  —41    1  13.3 

10  23  32.6  —14  16  12.6 

137  53  48.8  +44  45  34.3 

356  52  41.0  —23  4G  6.7 

114    5    0.2  +47  50  26.5 

833   4    9.3  —86  39  10.9 

Diese  sind  indessen  noch  niolit  mit  den  NonnalOrlera  des  vor.  Art» 
nnmitlelbar  vergleichbar.  Denn  die  SonnenOrler  worden  dem  Ber- 
liner iabrboebe  entnommen,  die  fllr  eine  AnsabI  der  hier  üi  Betracht 
kommenden  Jahre  anf  alleren  Sonoenlafeln  beroben.  Bs  worde  daher 
fUr  jede  der  obi^ea  Zeilen  der  Sonneaort  ans  den  Tafeln  von  Oloben 
nml  mbr  bepecbnat,  md  detaen  Einfloss  auf  den  geooeatriseben  Oft  der 
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Egeria  besUfumt,  wodurch  dio  falgenden  Yerbesseruogeo  erhalten 
wurden : 


«  — 0'3 

•4-1  3 

»0  9 

-1-0  i 

—1.2 

—0.6 

—0.9 

-1-0.4 

-1-3.6 

—2,0 

-1-0.2 

-1-4.7 

— Ä.6 

—1.2 

-1-2.5 

—4.6 

-1-0.3 

—1.3 

-0.6 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

die  deo  berechneteo  Oertern  hinzuziifügen  sind. 

Die  Unterschiede  im  Radius  Vector  der  Sonne  und  der  Breite  er- 
wiesen sich  so  klein,  dass  sie  Ubergangen  werden  konnten.  Die  hierauf 
erhalleoGQ  Bedingungsgleichuogen  sind  in  der  folgenden  Xalei  zusam- 
loeqgeslelU. 


.  1«^ 

Itr-B. 

1)  fOr^a'.  oMd* 

-1-1.094« 

+0.M«7 

-t.fl37 

—0.1503 

—0.3828 

+0.4764 

+0.2447 

-ior4 

-H.5I77 

+0.3356 

+2.1505 

—  1.6482 

+  0.4005 

+  0.5034 

-0.1086 

+  3.4 

+0.50(9 

—  2.4028 

+  0.3550 

+0.0290 

+  0.5701 

—0.1829 

—  3.1 

+i.0i70 

+  I.Ö8U 

-2.;ii;jo 

+0.5635 

+0.3376 

—0.1387 

—  0.6 

+1.2954 

+0.9643 

+  1.6413 

+1.9509 

—0.4097 

+0.0872 

—0.3693 

+  4.8 

+1.1803 

+1.0347 

—2.2242 

~»-0  8(574 

+0  ^:rn 

^^0.5512 

-0.3114 

—  3.5 

+1.8217 

+1.8392 

+0.6768 

-2.8535 

+0.4134 

+0.1355 

+0.1184 

—  3.0 

+1.1 595 

+1.4667 

--1.9080 

+1.3444 

+0.8780 

+0.4687 

—0.3368 

—  0.7 

+  1 .0508 

+2.7376 

— o.rj2if 

-3.08i0 

+  0.0890 

+  0.0058 

+0.1039 

—  2.3 

+1.28»6 

+1.9806 

+2.4078 

+1.0060 

-0.W7Ö 

+0.aö33 

-0.3645 

+  7.3 

+0.8865 
—1.0442 
+0.9996 

—0.9365 
-0.3746 
+0.8683 
—0.5253 
+0.7530 
—0.0879 
-0*7396 


+0.0758 
-0.ei89 
+0.4385 

-0.5627 
:-0.2875 
'+0.7517 

'  + 0.950  7 
—0.1099 
-1.1410 


—  1.7301 
— 1.2689 
—1.8336 
—0.5635 
—0.3330 

—  1.5678 
+0.1378 

—  1.1388 
+0.3567 
-4.3464 


2)  für 

—  0.2585 
+  1.3071 
+0.4375 
+1.4402 
—0.6649 
+0.8109 
+0.8862 
+1.0H9 
+0.1058 
-0.6676 


Jd' 

1+0.5050 
+0.5772 
—0.0381 
1+0.9940 
1-1.3935 
-0.3102 
1+1.3226 
: -0.5553 
+  1.5979 
1-0.9460 


—0.6165 
+0.7254 
— 0.V615 

+0.500  i 
+0.£%4 
-0.7327 
+0.4337 
—  0.^809 
+0.1041 
+0.6166 


+0.1983 
+0.1104 
-0.1369 

+0.0780 

+0.1068 

—0.2292 

-0.0341 

— 0.2?06 

—0.0047, 

+0.96991 


or7 

3.2 
4.1 

2.6 
3.5 
0.1 
3.1 
2.8 
2.6 
7.6 
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»1  TAfBLii  »n  BatMA  eCc. 

Ans  dem  Art.  77  der  ersten  der  oben  angezogenen  Abhandlung«! 
gebt  bervor,  dasB  tcb  die  JupileratOniDgeD  der  Egeria  mit  der  Jopiter- 

  « 

4058,8t 

berecbnet  bebe,  die  damals  wie  ich  diese  BeobDODgen  anfing  für  die 
ricbtigste  galt.  Da  man  aber  spater  YeraDlassong  gefunden  bat  diese 
Masse  wesenüieb  zu  veiigrdssem,  se  bielt  icb  es  fbr  dJenlicb  emen  Gor- 
recllonsftictor  desselben  mit  onter  den  Unbeltannteo  aDfeooebmen.  Die- 

ser  ist  oben  mit  fi  bezeichnet,  und  auf  bekannte  Art  verstehen,  nem- 
lieh  so  dass  (l-i-/i)m'  die  verbesserte  Masse  svirU,  wüüq  die  der  Recb- 
Quag  zu  Grande  gelegte  mit  m  bczciclinct  wird. 

Die  Bedeutung  der  übügcn  Unbekannten  der  Bedingnnusi^lcichun- 
gen,  die  Berechnung  der  Coefficienten  derselben,  und  die  Berechnung 
des  Einflusses  der  Verbesserung  der  SonnenOrter  auf  die  geocentriscbeo 
Oerter  des  Planeten  anbelangend,  vei  weise  ich  auf  den  nnten  ange- 
langten Znsatz  ni,  wo  man  die  erfbrderlicben  ErldSrongen  und  Eni- 
wickelnngen  finden  wird. 


43. 

Die  Auflösung  der  zwanzig  Bedingungsgleichungen  des  vor.  Art. 

durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  wobei  einer  jeden  dei  selben 
das  Üewichl  =  I  beigelegt  wurde,  ergab  die  tblgeudeo  Verbesserungen 
der  oben  angcftlhrlen  provisorischen  Elemente. 

Jl  wm  +0*62  Je  wm 

Jn  —  —0.0368 
J(p  Ä  — 1.55 

Jx  =  —4.81  Jn  SB  —4.02 

^1  »  -1.37 
J$  SB  H-3.02 

und  die  Summe  der  <^>uadrale  der  übrig  bleibenden  Fohlcr  =  43.77, 
Aüs  der  Substitution  dieser  Verbe.«serungen  in  die  Bcdingungs- 
gleichoogen  selbst  folgea  die  in  diesen  tibrig  bleibonden  Febler ,  und 
xwar: 


Dlgrtizeij  Ly  <jOOgIe 


4S4  P.  A.  Huum,  I» 


^d  COSd' 

4850 

-re 

+2'6 

i852 

+2.1 

+0.7 

\Hni 

+  1.5 

+2.7 

1856 

—2.0 

—  1.1 

1857 

—0.9 

+4.3 

1858 

—0.4 

4860 

—0.8 

+4.9 

I86S 

—0.1 

+O.ÜI 

4864 

+4.4 

+0.2 

4865 

—1.8 

+0.5 

und  aus  diesen  ergiebl  sich  die  Summe  der  Quadrate  der  ilbrig  blei- 
benden Fehler  sst  45.5,  mit  dem  obigen  Wert  he  zur  Genttge  ttbereiiH 
sUmroend. 

Fügt  man  hierauf  die  obigen  Verbesserungen  deo  provisoriscbeft 
filemeiilea  hiozu,  so  werdeo  diese  schliesslich 

e  mt  210»  46'  34'30 
»  wm  843364'4367 
fi  »  422*35'  9*78 
$  mm  48  48  44.42 
t  «t  37  40  40.33 
^  wm  4  59  47.35 
loga  s  0.414  0345 

die  den  nnteo  folgeodeD  Tafeln  zu  Grande  Hegen.  Die  Japilermasse  iit 
wie  mtn  sieht  grosser  geworden,  jedoch  nicht  so  gross,  wie  andere 
nenere  Berechnungen  ergeben  haben. 

Aus  der  obigen  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler 
füigi  Ulli  bekannte  Art  der  mittlere  zu  befürchtende  Fehler  eines  Normai- 
orts  »  1"84. 

44. 

Als  Hprhpiibeispiel  soll  der  Ort  der  Egeria  für  ISOü  Sept.  il.'> 
m.  Z.  berim  gerechnet  werden.  Die  den  Tafeln  voran  gestellte  Hullis- 
tafel  gieht  hiemil 

4802+264.5  Tagen 

und  man  erhalt  ferner 
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Tafeil,  ms 
(200* 
»  2<  60* 
t  4<.5 


Tafbln  MD  Etutu  etc. 


Arg.l 

494.806 

52.960 
15.888 


264.846 
Verb. 


3,  Arg.l, 
Ibis«,  Arg.4,  P  I 

{ 

iogaini 


A 

B 

853''  9.S 

230'»  l9,o 

14  zb.i1 

10  3K.54 

4  19.72 

1     <  .39 

19.48 

.11  d  17.0 

aia  Ol  R 
X4v  Xt.O 

-3  52.0 

— <  13.6 

309  S5.r> 

248  10.9 

3  34.7 

220  49.9 

4-3.5 

+3.7 

3<3  3.8 

408  34.5 

4.31200 

3.85399 

-24 

9.B63IWN 

9.97676 

436  22 
-1  59 


434  23 
2.6449 


9.8514 


C 

3080  9' 

12  Mi 

3  40. :{ 
46.5 


3» 

-1 


80 

3 


323 
71 


17 
42 


D 

452»  30' 

If)  37.1 
4  59.1 
22.4 


47«  29 

—4  25 


34  59 
2.530 


ferner  Taf 


2 


18fi2 
200" 
60« 
4«5 


»   3,Arg.  4,Vb. 


9.758 
6 

313.524 
2.432 
0.7.30 
0.055 


173 
234 


4 
13 


47  17 
2.8354 


7 

27.7 
4.8 

16.4 
1.3 


9.8664 
8 

23.84 
2.94 
0.88 
0.07 


4SI5 

ferner 
Arg.  f. 

»  11. 

III. 
IV. 
V. 


VI. 

vn. 

VIll. 
IX. 


Taf.  4 
»  98.90 

=  35.72 

=  41. 8G 
»  88.45 
»  8.04 

a  34.90 

=  35.45 

=  43.16 
B  3.05 


t 

12.000 
0.548 
0.164 
0.012  I 

48.7^4 


ArB.2  3  4  5 

54  284  116  25.364 
46  44  46  34.496 
44  3  44  10.349 
 4_  0  1  0^776 

115  I  298  177  70.985   316.741     0.2  27.73 

—4  I  —4  —2.933  —0  207 

III  1  i  173  68.052  'ITö.lm 
Anm.  Diese  Argumente ,  dio  ich  hier  des  Formales  wegen  von  den  A B,  etc. 
selrenol  biDBWChrieben  babe^  pflege  icb  In  der  Anweadimg  ^leb  ndieii  Aeeen,  «nf 
etn  Quartbbrtt  pvesen  Formalee  hbmisebreiben.  Aoeb  lasse  ieb  ünmer  so  viel  Plate, 
daM  die  durch  Lo^ritbioen  zu  berechnendeo  StOronsaglieder  der  beiden  anderen 
Coordinaten  gleich  unter  Jen  ubi^^eii  liliiilirhcn  tnngcschrMben,  und  eile  Lt^arilhmen 
unmittelbar  nach  einander  aufgeschlagen  werden  können. 


0.01 4 4| 
0.0469 


0.0483 


psin'P+A]  =  -14991,  Taf.  11,  Arg.  1 

psin  (F+Ä}  =  +6769 

p^n  (P-htB)  «  898 

psin  (P-hC)  —  +  494 


* 


»  2 
>  3 


0 
5 

47 
6548 


P  sin  [P-k-b]    =  +  503 

Taf.  9,  Arg.  4  4-1463 
»  10,    »   4  8 


•  »  {  0 

3433 


•  48, 

•  44  bis  19  4848 


Taf.  14,V«H  Arg.  I. 


15 
46 

47 
48 

49 


» 


» 
» 


II. 
III. 

nr. 

V. 
VI. 


44494 


•l>9883 
—44994 

Sa.  8  -  5774   -  S771 


250 

260 

270 

638 

598 

5r,s 

274 

284 

2ia 

443 

459 

476 

64 

59 

69 

79 

87 

90 

63 

64 

64 

4858, 

4848, 

4848 

5423  =  Summe  d.Slürangen  d.  mitll.  Anomalie. 


A,  B 

Tat  80  und  84,  Arg.  4,  P  | 


309«»  26' 

248»2 

275  9 

439.6 

4-4 

224  .39 

27.8 

2.8230 

2.063 

+  1 

9.8468m 

9.669 

AMm«.  dl  K.  S.  IfaNllMk.  4.  WiaMMck.  XUI 


88 


Digitized  by  Google 


m 


p  sin  {P-t-A) 
Arg.  4 


[34 


2äO 

260 

2:0 

Taf.  94,  Ar^.  4 

0 

Tftf.  96  Verl.  Arg.  t. 

i6 

S6 

» 

+  54 

»           »  4 

4 

»   27  » 

»  VI. 

9 

9 

40 

40 

•  25,  »5 

16 

»    ?8  n 

.  Vü. 

50 

5fi 

52 

>  S6  bis  30 

132 

n    29  » 

»  YIIl. 

49 

23 

27 

»  SO  » 

t  IX. 

15 

17 

49 

^374 

"128, 

131, 

—885  «  Suima«  der  StOmagm  de«  Log.  des  lad.  VmL 


A,  S,  etc. 
Taf.  3»  bis  35,  Arg.  1,  P  { 

309»  26' 
246  37 
-1-12 

248" 11' 
499  40 

4  3C^'  4 
490,  9 

:ir.V'  3 

41,  5 

173»  1 
173,  7 

loRP  { 
logain 

496  45 
2.6466 
-5 
9.U69n 

40  ^4 
8.0142 

9.9545 

1.110 

9.739n 

334,  8 
4.433 

9.69911 

346,  8 
4.564 

9.95911 

psin(P-i-/l)  «-445.6 
ps\n{P+B)  +  48.Ö 

psin(F-l-9Ä)  —  7.0 
psinfP+C)  —  5.8 
pnn'P+D)  —  8.4 
constanle  —  90.0 
Tar.36,ArB.4  ,  •^48«.9 
•        B   +  9.5 

-226.8 

-t-447.9 

Sa.  s  -|-2:!1.4  .  . 


Tai,  38,  Arg.  1 
■  39,  »5 
»  40bia43 


13.9 
4.5 
0 

S0.3 


38.7 


4-224.1 


Taf.  iO,  Verl.  Arg.  I. 

»  41      »      B  II. 

»  49    9     »  III. 

>  43    «    »  V. 


250 
"8.fi 
7.9 
0.7 
4.9 


260  ^ 

Ii..*  Tv) 
0.4  0.t< 

1.4  i.t: 


48.4  49.4  S1.1 


-Ir959.8 


Suqine  der  SWningim  der  dritia 
Goordtnate  ti. 


TaC  U,  4  8Ct 

«08O87579 

—  300,1 

47S 

—  43.8 

3t0 

•  45  {  «••> 

148 

-  4.1 

»6 

II 

-  0.1 

7 

•  4»,  Arg.  7 

Sf 

la 

0  47    »  8 

«06 

-  44. • 

44S 

St,  = 

-330.4 

4  8OH880« 

I48<i 
4.& 


I74O98087 
47.MN4.4 

« 4,19909  i 
4.07848^1 

flli»bl604~~ 

S4t8 

l.-is  '970i7 


Taf.  54.  logfactor 
log  W 

Z«hl 


•.MS3tt;  log<»Otl. 
t,m«9  ;  logtt 

a.ilOin  log r 
-I«1S  log« 


•.4    :  iof«  =  I  s»»*» 

t.4<47  lagalB/-l-«'»-9)  -  ^l^i^i 
•.4111 

LtaiS  Zahl  «4-<i^* 

«  «4M« ) 


Taf.  4»,  MitUp.  Gl. 

Ta{.  SO,  Hed. 

wegen  (») 

a-o-A 

oder  dareh  «Ito  KttlMafel 


388<'07027 

=  -7. 89154  '  Taf.&S,  logr 
.  108.88847,  SlOr. 
>  S3SÖ97613!  Idgr 
■  ^■4.7«6»0  I 
B  -46t8 

t  iS708M»ll 


=  0  43H98. 

=  -in 

n  •.4l«»7a 


Taf.  81 


logain  d 
loRr 

l«Scoa  d 


t.4mtta 
t.M4IM 
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Tafeln  iin  Bgüu  etc. 


4S7 


Aus  dem  Berl.  Jahrbudie  (Ur  1862  berechnete  ich 
i  «  478»  47'  36*3,  logJZcosD  ^  0.004369,  logüsiDD  »  7.96Sr28 

und  hicmit  ergab  sich  durch  die  AusdrUcke(A)  des  Art.  9 

lOfJtCMi)  «c  f.M4Mt    tog«es(«r'-«4  «  ».9MM4    8ilblr.l<Hl  =  ^SSM 

logcos(i(— o)  =        — 92n  e.loni04     loprsirxT  ^  i  «»UTgön 

logficosDoos(J— a)  at  0.004«77n  Iogtg(a'-«J  =  8  i09ii<    logdsiniT  =  s<.«*9ä03n 

Mibtr.log  « —SlOts»  flf-i«  K  -eou'iit"3  togeos^  9.96450« 

lOfrOOl^  m  0.41t1M    m  =  357  36  53.^  O.ä05S*O 

«  89«u  5«'  "*l''e     log  (Rif     "=  9.6*3861» 

<r'  =  -aaiJ  46'  40"« 

logd  s  0.1438Sff 

Diese  Werdie  von  a  nnd  d*  bekommen  noch  die  oben  angefahrte 
Verbesserung  wegen  Fehler  der  angewandten  Sonnenilinge. 


Z  na  atz  I. 
45. 

!n  der  oben  angezogenen,  in  den  A.  N.  Nr. 883  n.  f.  abgedmclcfen 
Abhandlung  habe  ich  einige  Relationen  und  numerische  Ausdrücke,  ohne 
ihre  Ableitung  unzuführen,  auFgestellt,  weil  ich  meinte  annehmen  zu 
dürfen ,  dass  jeder  Astronom  sie  sich  richtig  würde  ableiten  können. 
Dass  dieses  jedoch  nicht  ohne  Ausnahme  der  Fall  ist,  habe  ich  dadurch 
in  Erfahrung  gebracht,  dass  mir  Zuschritten  zugegangen  sind,  die  un- 
haltbare Bedenken  gegen  die  eine  oder  die  andere  dieser  Relationen 
enthalten.  Ich  will  daher  hier  Gelegenheit  nehmen  die  Ableitung  dieser 
Bfilatioiien  m  gebao,  in  soweit  dieses  durch  trigonometrische  Behand- 
lang geaofaefaen  kann.  Die  erste  Gnmdlage  aller  dieser  Belationen  bildet 
die  Theorie  der  Bewegnng  der  Brde  am  die  Sonne,  oder  die  Sonnen- 
beweguDg,  und  die  Theorie  der  Itaidrehnng  der  Erde  um  ihre  Achse, 
aber  es  würde  viel  m  weit  fiBhren,  wenn  ich  diese  beiden  Theorien  hier 
von  Neuem  entwickeln  wollte ,  und  dua  diesem  Grunde  mu£s  ich  sie  als 
bekannt  annehmen. 

Ich  werde  hier  auch  nur  die  Reduction  der  Planeten  auf  den  gleich- 
zeitigen Aequator  und  den  gleichzeitigen  FrUhlingspunkt,  oder  Aecjuinox, 
behandeln ,  da  diese  zusammengesetzter  ist  wie  die  Reduction  auf  die 
homologe  Bcliptik. 

Die  in  der  angesogenen  Abliandlong  mit    bezeichnete  Zeit  fitUt  in 
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dem  Falle,  wo  die  absolulen  SUirungen  bei-echuet  sind .  und  in  Tafeln 
gebracht  werden  sollen,  mit  dct  dort  l^,  genannten  Zeit  zusanim c  n,  und 
ich  werde  daher  liior  diese  beiden  Zoiljumkle  ftlr  idcnlist  h  halten,  und 
nail  l„  bezeichneu.  Vorlüutig  werde  ich  auch  ^  mit  T  l'ür  identisch  hal- 
ten ,  weil  ich  nicine ,  dass  die  Ableitungen  dadurch  vereinfach!  werden, 
und  erst  gegen  das  Ende  dieses  Aufsatzes  werde  ich  1^  von  T  absen- 
de. Die  Figuren,  aus  welchen  die  erforderlicbeo  Relaliooen  eoiDom- 
fflen  werden  köonen,  werde  ich  hif^r  lujlfdgen. 

Als  Einleitung  zu  der  eigenUichcn  Aufgabe  werde  ich  dieRelutioDen 
zwischen  der  Luni>Solar{}rftce86ion  und  der  allgemeinen  Prttcession ,  so 
wie  zwischen  der  veränderlichen  und  einer  conslanten  Schiefe  der 
EclipUk  ableiteo,  und  vor  Allem  die  Ausdrucke  aufstellen»  die  aus  der 
Theorie  der  Sonnenbewegung  und  der  der  Umdrehung  der  Brde  um 
ihre  Adise  als  bekannt  betrachtet  werden  mOssen. 

16. 

Sei  T  eine  bestiinnilc,  und  /  irgend  eine  unbcstinimie,  in  juliani- 
schen Jahren  auszudruckende  Zeit,  g  diu  Neigung,  und  m  die  LUnge  des 
aufsteigenden  Knotens  der  zur  Zeit  /  statt  ßndenden  Ebene  der  Ecliptik 
in  Bezug  auf  die  zur  Zeit  T  statt  findende,  und  das  dieser  Zeil  zukom- 
mende Aequinox,  dann  giebt  die  Theorie  der  Sonnenbewegung  g  und  m 
in  der  folgenden  Form: 

sin<7sinm  =  a(«— T)-l-a'{r— 1')* 

WO  a,  a,  6,  b'  sieb  als  numerische  Coefßcienlen  darslelleD,  von  wekdien 
a  und  b  von  der  ersten,  «'  und  b'  biog^en  von  der  zweiten  Ordnung 
in  Bezug  auf  die  Hassen  der  sitfrenden  Planelen  sind.'  Die  Wertbe 
dieser  Goefficienten,  die  ich  bei  der  Bearbeitang  der  Sonnentheorie, 
unter  der  Annahme  des  Anfangs  des  lahres  i  800  Air  Ti  gefunden ,  und 
den  Sonneolaleln  einverleibt  habe,  sind  die  folgenden : 

a  =  057723,  a'  =  -hO"OOOOI  8870 
b  »  — 0.4Ü7698.  b'  =  +0.000005623 

Sei  ÜBToer  «  die  Neigung  des  Aequators  zur  Zeit  I  gegen  die  Bdip- 
tik  zur  Zeit  T,  («)  dieselbe  zur  Zeit  T,  und  tp  die  Zurttckweichttng  der 
AeqnhiocUaipunkte  auf  der  Ecliptik  zur  Zeit  7,  wibreod  des  Zeilraums 
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l — T,  ultio  \i>  die  Lunt-SotarprSces^sion  samrot  der  Natatioo,  daoii  giebt 
die  Theorie  der  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Achse 

y  =  6  cotg2(*)(/- 7)2+^^ 

*)  wo  C  oin  numerischer  Cocfllcicnt  —  die  Luni-Solarpr9ccssion  für  die 
Zeil  T  —  ist,  der  gleichwie  (f)  nur  durch  Beobachtungen  ermilteil  wer- 
den kann,  und  und  die  Nutatioo  der  Länge  und  der  Schiefe  der 
Eclipiik bedeuten,  die  vom  Werthe  von  Cond  anderea bekanDlenGrttssen 
abbaogeo.  Die  namerificben  Wertbe,  die  ich  in  der  aogezogeoeo  Ab- 
handlmig  zo  Gmode  gelegt  habe,  and  die  folgenden,  die  ich  aus  Bes- 
sels  Beslimmaog  der  Prttcession  abgeleitet  habe : 

f  =  ;>i)  35593 

=  +17"33isin  Ö—  O'^OSsin  2Ö—  r254  sin  20 
.    Je  ^       r27l  cobB—  0.091  cos 29-1-  0.544  cos 20 

die  sich  auch  auf  T  =  1800  bezieben,  und  m  welchen  B  das  Supple- 
ment der  tropischen  Lftnge  des  aufsteigenden  Mondknoten  auf  derEclip- 
tik,  und  0  die  tropische  Sonnenlange  bedeuten.  DieSScularSnderungcn 

der  Nutalionscocfficicnten  lial)c  ich  auch  berechnet ,  aber  so  unbcdcu- 
leod  gefunden,  dass  sie  durchaus  keine  Berücksichtigung  verdienen. 

17. 

Khe  wir  die  Haup(au%abe  vornehmen,  sollen  die  Ausdrucke  für 
fUe  aiigemcinc  Präcession  und  Schiefe  der  Ecliplik  abgeleitet  werden, 
und  dazu  die  folgende  Figur  di^en,  die  uns  auch  weiter  unten  ntttzUch 
werden  wvd. 

Die  Linien  dieser  Figur  sollen  grOsste  Kreisbogen  auf  einer  Kugel- 
oberflache von  unbeslimmiera  Halbmesser  vorstellen,  und  ihre  Bedeu- 
tung ist  in  der  Figur  angezeigt.  Sie  stellen  die  Ecliptik  und  den  Aequa- 
tor  in  den  zwei  von  einander  verschiedenen  Zeitpunkten  f  und  T  dar, 

und  es  sind  dcmzufoli^e,  und  da  die  Bewegung  von  der  linken  zur  rech- 
ten gedacht  wird,  der  Punkt  /i  das  i-rUhlingsäquinox  zur  Zeit  T,  so  wie 
T  dasselbe  zur  Zeil  t. 

*)  Bai  PoinOD  konmil  hn  Coefflcbntan  von  {t—T)^  des  Audmeks  von  ^  noch 
ein,  voD  der  SIeulartlnderoog  der  Bxcentricitll  der  Brdbelm  ebbSnsigee,  Olied  vor, 
deseen  nomerieeber  WtHli  eher  eo  klein  tot,  den  ich  ineiiie  es  weglaseen  sa  dSifsn. 
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Dem  Vorbergehend(Mi  zufolf^o  biiul  nun 

der  WiDkel  BAD  «  g 
der  Bogen    BA  ^  m 

B  »  CB  ^  1p 
der  Wiokel  ACG  «  4 

•      •    ABG  ^  (i) 


Sei  AD  =  i4ß^},  dann  ist  FD  dio  ZurUckweicbuDg  der  Aequinoc- 
Ualpunkte  auf  der  Ecliplik  zur  Zeil  i,  oder  die  allgemeine  Präcession, 
UDd  der  Winkel  AFG  die  wahre  Schiefe  der  Ecliptik  zur  selben  Zeit.  Sei 

FD  ^1 

und  CF  wm  k. 

Im  sphärischeD  Dreieck  ACf  sind  die  Seilen  und  die  gegenüber 
liegenden  Winkel 


*)  Han  erkennt  ans  der  angezogenen  Abbandltmg»  dass  diese  Gleichung  slreoge 
genommen  nicht  angenommen  werdrn  darf,  aber  man  erkennt  zugleich,  da<:^  der 

Unlersrhi«»H  zwischen  den  Bögen  AD  und  fff  so  klein  ist.  dass  er  übergaugeo  werdao 
kann,  und  deshalb  habe  ich  hier  die  Gleicttheit  derselben  augenon^men. 
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und  die  spbttrische  Xrigonomelrie  giebl  daher 
«inik  Bin  (fi<+«i)  «  fliD 

n]i^C08(^+fli)  K  ooet8m9-Miii«oo8900s(f^fii) 
siiifiBiiiA         B  an 9 sin (v-^hei) 

woraus  zuerst 

sio^iSin^'i  ^  sioc  cost»siD(y;-l-m) — cos^  sin/^  sinm 

—  sin«  cosg  sinm  cos  (v^*») 

Sinai  coi^i      sintsiosi  sin(y-Hii)H»G0i«sin9C06iii 

-H  sin«  coB^  oosm  oos  (y+st) 

Mgt.  Uebergehen  ym  mm  hier,  gleichwie  in  der  angesogenen  Abband- 
long»  immer  die  Grossen  dritter  ond  höherer  Ordnnngen,  so  geben  diese 
Gleichvngen 

sinfisint^i  =  sinesinv/ — coscßinj/sin        Lsin  *  sin^»/ smm  cosm 
smsioos^      sin«  oosv4-cos«siD^  cosm— isia£fiiD^co6%i. 

woraus  dmvh  die  IKvision 
oder 

ffi  s  ^— colgtsin^siBm— ^oolg«sinjreoBni^i(l-h2GOtg'«)  sin^sinmcosm 

folgt  Die  zweite  der  d»igen  Gleichnngen  giebt  bieranf  durch  Division 
mit  008^ 

Wem  aber  libefhanpt  ainai-^sin«     u  gasetsi  wird,  so  eigiebt  sich 


«1  = 


cos«  tOMi« 

der  vofSiehende  Aosdrodc  giebt  daher 

«1  s  «^sin^  €06111— s>09  >ii>  la-ff-icolg«  siq  sio'» 
Die  dritte  der  obigen  slrengeD  Gleidiuiigen  wird 

Asin«!  ce  sinf  sinsH^sin^eos« 

und  da  aus  dem  Yorhergehendea 

"=  -i«. — nrKwneoossi 
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folgl,  SO  erbttll  man 

Substituirt  man  nun  die  obon  gef^ebüüeu  Ausdrucke  von  «OjjrsiDin, 
81114^  cosm,  fft,  «,  so  erhttU  um 

tt  =  («)+6(l-T)-i-|6'— iflt+l««cot6(*)j(/-r)^W« 

=  {C-acolg(t)j(f-r) 

iuderii  die  Producle  von       und      mit  a  urui  A  ganz  unmerklit  ii  >\m\. 

Die  allgemeine  Prücession  wi  isl  in  der  aogezogeacn  Abhandiung 
eben  so  bezeicbaet,  und  uoler  der  Form 

^  =  l)-|.c'(<-r)«+jy 

aurgestelll  worden,  die  Yergleichung  mit  dem  Vorhergehenden  giebi 
daher 

i\r »  ^  ' 

Durch  die  SubstilulioD  der  oben  augeliiiirleu  oumeriscbco  VVerlbe  be- 
kommt man  bierau« 

G  »  30'm95,  c'  »  -|-0'OOOI4S07 

wie  in  der  Abhandlung ,  und  der  dort  angcgci>eiu;  W  eril»  von  iV  .stiiuiiu 
auch  niil  dem  hier  angegebenen  Werlhc  von  . /i/;  ühercin.  Suhstiluirl 
man  ferner  dieselben  DumeriscbeD  Wertbe  in  den  obigen  Ausdruck  für  iu 
so  ei^iebi  sich 

c,  =  SaoST'SrsO  — 0*467698      7)  — 0*000001405  (1—3)' 
oos^  — 0*094  cosS9+ 0-544 000 O 

wo,  gleich  wie  in  dem  numerischen  Ausdruck  für  i/;,,  T  =  1800  zu 
setzen  ist.  Auch  dieser  Ausdruck  ist  identisch  mit  dem  in  der  angezo- 
genen Abhandlung  gegen  das  ßnde  des  Art.  i  8  angeführten  Werthe 
derselben  Grttese,  wobei  indess  bemerkt  werden  muss,  dass  dort  durch 
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Versehen  in  der  NutaLiuu  0"089  slall  (»'091  und  0"55i  slnit  O'öii  an- 
gebetzt  worden  sind,  welche  Unler^chicde  aber  keinen  Belang  haben  *). 

Der  Bogen  A  kommt  io  der  angezogenen  Abbandiuog  nicht  vor, 
wird  hier  aber  weiter  unten  gebraucht  werden. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Ehuptaufgabe ,  die  darin  besieht,  die 
Grössen 

tt  =  sin  9>  sin  k 
ß  =  sin^cofift 

durch  bekannte  Grös.sen  auszudrücken.  Ks  bedeuten  hier  dieNeigunj^ 
dos  Aequalors  zur  Zeil  /  gegen  den  Aetjuator  zur  Zeil  /,„,  oder  hier 
un(i  k  die  grade  Aufsteigung  des  aufstoi^i  luieu  Knoleas  jenes  auf  diesem. 
Zufolge  des  Art.  \  a  soll  aber  hier  vorlauüg 

gesetzt  werden ,  nnd  es  sind  daher  sunMchst  nicht  die  vorstehenden, 
sondern  die  folgeodeo  Grössen 

ep2  sss  810  9^  sin 

ßg  =  sin^cosli2 
wo  9>x  die  Neigung  des  Aequators  zur  Zeit  i  gegen  den  zur  Zeit  T, 
und  kt  die  von  dem  zur  Zeit  7*  statt  findenden  Aequinox  gezahlte,  grade 
Aubleigung  des  aufsteigenden  Knotens  jenes  auf  diesem  bezeichnen. 
Wenden  wir  uns  nun  zur  Figur  des  Art.  17,  so  ist  sogleich  zu  erken- 
nen dass 

BGF  a  qf2 
BG  ^  kl 

sind,  und  niaciil  man.  niil  Rucksichl  auf  den  Inhalt  der  Anmerkung  zum 
Art.  17,  GE  =  GB,  so  erkennt  man,  dass  der  Bogen  FE  die  Zurück- 
weichung der  Aequinoctialpankte  auf  dem  Aequalor  wahrend  der  Zeit 
I— Tist.  Sei 

FE  —  ^ 

hiemit.  und  mit  Zuziehung  der  im  Art.  17  schon  eingeführten  Bezeichnun- 
gen der  übrigen  Theile  der  Fjgur,  ergiebi  sich»  dass  in  dem  apimrisohen 


*)  Ich  darf  nicht  unterfassen,  hier  anzuführen,  dass  die  Coefncientcn  der  Aende- 
niiigen  der  beiden  iVäcessionon ,  der  Schiefe  <)pr  Kr-liptik  u.  s.  w,  die  fieMci  iu  den 
»Tabulae  B^omontwae«  angewendet,  bedeutend  uuricblig  sind. 
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Dreieck  CBG  itieSeiten  imd  die  gegeottberliegewlM  Wiokel  die  Iblgeaden 

^  ,       ki  ,       fei  -h  t/jj  +  A 
<P2,       «  ,       180«  — (e) 

sind.  Die  sjihäruche  Trigooometrie  ^iebt  nm  zuerst  die  streogea  61a* 
chaogeo 

coe i 91  an  i- {fffi-^l)  ^  an^tpcoBi (««!-(«)) 
cos  4-  9s  008  i  (hh-^X)  s  ooBi  cos  i  («—((«)) 

und  da  mit  Rflcksicht  auf  deo  Grad  der  Geoanigkeit,  der  hier  fertgesebl 
worden  ist,  in  diese  Gieicbun^en 

cos|  («—(«))  =5  1 ,  cos  i  (*-*-(«))  =  cos  («) 

gesetzt  werden  darf,  so  geben  sie  sogleich 

^«l-A  =  ycoB(c] 

die  bis  auf  Grossen  dritter  Ordnung  richtig  ist.  Die  Substitution  der 
obigen  Ausdrucke  flir  ^  und  «  verwandek  diesen  Ausdruck  in  den  fol- 

gBUdM, 

V;a+il=     C  cos  [i]  {t—T) 

+  f  6  cos  (f)  cotg  2  (<)  {t-'IY+J^^  cos  («) 

Es  ist  hier  ein  mit  dem  Pkoduct  der  PrIIcession  in  die  Nulation  mnlttpft- 
drtes  Glied  tibergwigen  worden ,  und  es  soll  dieses  auch  in  allen  Ibi- 
gendeo  Ausdrücken  geschehen,  da  diese  Glieder  nur  In  den  selieoslin 
Fallen  merklich  werden.  Uebrigens  wird  weiler  unten  ein  Yerftibren 
angegeben  werden,  durch  welches  man  diese  Gattung  von  GKedem  aas 
den  Endformeln  ableiten  kann. 

Die  tjubstiiuiiüu  des  oben  erhaltenen  Ausdrucki  Ilüi'  ä  id  den  vo- 
rigen giebt  endlich 

v»i  =  {fcos(.)-^}(<-r) 

Dasselbe,  im  vor.  Art.  eingeführte,  sphärische  Dreieck  giebi  femer 

sin  ^  sin  (fta-h^+Jl]  w  sin  ($)  sin  xp^tpsiu  (e) 

ftCOs{krHlit+l)  »  — cos(8)8iD«i+>8in(«)cos«cosv' 

=-  -8in(M»))-*V*«i«iWeosW 
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bis  auf  Gröiisen  di  ilter  Ordnung,  und  e&  wird  nach  der  Substitution  der 
Ausdrücke  tur    und  a  folglich 

on^ifiD  {ki'hyfiA'X)  =  f  sin(#)(/— rj-hC6siD(#)cot-2»(<— 7)»-i-^«n(«) 

Die  BlimmatioD  von  X  donsh  deisen  im  Art.  16  enlwicketten  Aub- 
dmck  giebi  daher 

siinpssin  (/tj+v^)  =  fsin(*)(/— r)-*-f6sin  (*)colg2(e)(/— T^'+^^'S»»  W 

gin  (f  2 cos  {ki-^xpi  \  =  —  ^  j  f  sin  [t]  cos  (*}— j  (/—  Tf^Ji, 

Nimmt  man  daher  ao  dass 

«0911810  (Ai+v*)  =  ai(l— r)H.a'i  {<— r)»+iV 
8io  9b 0Qe(ibk-h9^)  «  —6',  (l-iy 

91k      €i  (I— J)  («-ly+iT 

80  erfaaheo  die  jetzt  eingeflihrlefl  Goeflkaeoleo  die  folgenden  Aofdridte 

Ol  =  fsio  («) 

Cl   »  fc08(«)— ^ 

0*1  B  ^:6sin(*)cotg2(«) 

*'i  =  i|^8in(*)cög(«)-fa| 

und  man  erkennt,  dass  die  Gleichung 

a,  c,  =  2  6'i 
xwischea  denselben  slutt  findet. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  mil  den  ersten  Gleichungen  des 
Art.  14  der  angezogenen  AbhaofUang  identisch,  nur  dass  dort  v>i  statt 
9>2  und  a,  c,  etc.  statt  Ot*  Ct,  etc.  geschrieben  worden  ist,  welches  hier 
nicht  thonlich  war,  da  Oit  ^>  elc.  in  Function  von  a,  b,  etc.  dargestellt 
worden  sind,  nod  91^  und  ft  versdiiedene  Bögen  Einer  Figur  sind,  die 
nicht  gleiche  Bezeiehnnng  bekommen  durften ,  wogegen  a.  a.  0.  diese 
Umfilttnde  oicfaC  vorbanden  waren.  Ich  mache  ausserdem  darauf  auf- 
merioamf  dass  die  Gleichung  tb't  im  uiCit  die  hier  bewiesen  worden 
ist,  in  jener  Abhandtoog  schon  angegeben  wurde. 

Ziehen  wir  jetzt  die  folgende  Figur  in  Betracht,  in  welcher  die 
Linien  wieder  Bögen  grösster  Kreise  auf  einer  Kogeloberflacbe  von  un- 
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besUiDiiiteiD  HatbmeMer  bedeoleii.  Da  hier  wieder  der  PoDkt  B  das 
FrtthlingsäquiDOx  zar  Zeil  T,  und  F  daqenige  zur  Zeit  I  bedeoteo ,  so 
siod  wieder  die  EkJgeo 

uod  auch  so  wieder  der  Winkel 


BGFwm^, 

Um  man  femer  P  den  Pbi  des  Aequators  zur  Zeit  i,  und  P%  den  Pol 
des  Aequators  zur  Zeil  T  bedeuteD.  so  sind  die  B<SgeD  GP  und  GP9  auf 
der  Kiigeloberllacbe  jeder  90*  iang*  uod  die  Winkel  GPP%  und  GPtP 
sind  rechte  Winkel,  endlich  sind  auch  die  Bögen 

PPü »  dem  Winkel  LGK  oder  BGF 
GL»   B      »  GPL 
GK»   •      >  GP^, 

Bezieht  man  nun  den  Punkt  Q,  in  welchem  die  bez.  auf  den  Aequa- 
lor  zur  Zeit  t,  und  don  zur  Zeit  T  senkrecht  gezogenen  Bögen  PL  und 
/*oi5C  einander  schneiden,  au(  beide  Aequatoroii  der  Figur,  und  nennt  für 
die  Zeit  t  die  grade  Aufsteigung  und  die  Abweichung  desselben  a  und 
d,  so  wie  für  die  Leil  T  die  analogen  Bögen  und  do,  dann  sind  in  dem 
aphttriachen  Dreieck  QPPo  die  Seiten  und  die  gegenüber  liegenden 
Winkel 

^,  W—d,         90*— «To 

uud  die  »pharificbe  IrigoaoDielrie  gicbl  uub  die  GieichuDgcn 
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Cüs  d  cos  (a  —  kl  —  ^j)  =  OOS    cos  («o  —  ^2} 

cos  dsiQ  (a  —  Aj — y>2)  =  sin  4  sin  (p2-i-cos  do  cos  ijp-i  sin  (ao  —  /tj) 

sin  ^  SB  sin  <^ cos  ^  —  cos <^ sin  g>i8m{tiQ-~ki), . 

Aus  deo  beideii  ersten  dieser  folgen,  wenn  man  gleich  einige  der  Glieder 
driller  Ordnoog  wegMsst,  leiebt  die  folgenden, 

co!5^sin  (« — oo — V2)  =  sin  d\>  sin  qi  cos  (ao — ^2'  —  l  cos  d„  sin  ^  ^2  sin  (ao — k-i)  cos  {( 
cos<)cos  (a— ok— ^)  =  cos  4^  + sin  dtt  sin  9)2  sin  (do — kt) — icosdl»sin^9ix8in^(a^ — 
Setxl  man  nun  zur  Abkttrznng 

sin  ysnn  (^+v^  s  k 
sin    co8(^  -I-  v^)  =  — 

wo  zu  hemerken  ist ,  dass  h  von  der  ersten ,  aber  /  von  der  zweiten 
Ordoung  ist,  dann  gehen  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen,  die 
erste  bis  auf  Grössen  driiier,  uod  die  zweite  bis  auf  Grössen  xweilw 
Ordnung  in  die  folgenden  Uber 

cofl^  sin  (a— «to— ^  s  Amn  4»sin  Cd— f  Sinkens 

icoa^A^ainoticOBttQH-ViAaind^coaato 

0(Wd^COS(«t— 0^1^)       COSd^'— AsindbGOSlKto 

und  geben  durch  die  Division,  mit  RUcksichL  darauf,  dass  aus  der  stren- 
gen Gleichung  :^6'i  s  Oi  Ci  bis  auf  Grossen  dritter  Ordnung  die  Gleichung 

folgt' 

o— Of  =s  Vfs'^Atgdbainak-l-^lg^oosak-l-iA*(4-l-Stg^)siaobC08ai. 

Die  drilte  der  obigen  strengen  trigoncNnetrisehen  Gleichungen  gidbt,  mit 
Roc^cht  auf  die  eben  eriiallene  Gleichung  hf^ssfil^  bia  auf  GrOasen 
driller  Ordnung, 

Biüd  =  sindü-h  AcosJoCOStto — /cos<JoSin«o — ^h'siudo 
und  hieraus  bekommt  man  durch  Uttife  eines  oben  bei  der  Enlwicke- 
Inng  von  «t  angeführten  Satzes, 

^•^do  =«  A6OS4X0«— Isinoto— i-A*tg^sin^. 

Diese  Ausdrucke  für  a — «o  und  d — So  stimmen  mit  den  anderweitig  be- 

kannlon  Ausdrücken  fttr  die  PrJlcession  und  die  Nulation  in  grader  Auf- 
steigung^ und  Abwcichunc:  eines  Fixsterns  vollständig  ilberein,  und  die 
erste  derselben  zeigt  die  Richtigkeit  der  in  der  oft  angezogenen  Ab- 
handlung Art.  Ii  gegebenen  Erklärung  der  bedeutung  der  Ausdrücke 
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futk^l  und  ^.  Bs  folgt  nlnlich  ui  dar  voriwfgolMMMiettA— iyie,  dttt 
in  dor  Tbat 

ai(i-r)-4-a',(l-.T)2 

die  in  deui  Ausdruck  der  PrScession  in  grader  Aurstoii^un;^  eines  Fix- 
sterns mil  der  Tangente  der  Abwaiciuing  und  deiu  äinus  der  gradea 
AufstejgttDg  multiplicirtea  Glieder, 

das  ia  deii0elE>eii  Ausdruck  mit  der  Tangonte  der  Abweichang  und  dem 
Cosioas  der  graden  Aufiiteiguiig  nolliplidrte  Glied,  und  ; 

c,    rj -f- r',  f/-T)^ 

die  in  demselben  Ausdruck  von  dem  Orte  des  Fixsterns  unabhängigen 
Glieder  sind ,  so  wie  dass  N\  N"  in  dem  Ausdruck  der  Nutation  in 
grader  AufiBteigang  eioes  Fixsterns  aaf  dieselbe  Weise  enthalten  sind. 

SS. 

Wir  wollen  jetzt  U  von  T  msdhiedsn  mnebinen  und  die  Relatio- 
nen  zwischen  a,  ß  und  oi,  fh  eotwickehi.  Dtsu  wird  die  folgende  FSgnr 


dienen,  wo  wieder  die  Linien  Bögen  grösster  Kreise  auf  der  Kugelober- 
flfiche  bezeichnen ,  und  die  Bedeutung  derselben  in  der  Figur  einge- 
seliiieben  ist.  K.s  isi  nun  wieder  B  der  FrUhlingspunkt  zur  Zeil  T,  und 
M  soll  den  zur  Zeil  k  bezeichnen,  und  auch  ist  wieder 

BG^ka,  BGQ  IS 

Niaunl  man  den  Bogen  NB     BE,  so  ist  der  Bogen  MN  die  Imfkk- 


\ 
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Weichling  der  Aecpiinociialpuakle  auf  dem  der  Zeil  zukommenden 
Aequalur  wiiikreDd  des  Zeüraums  <o— T;  es  soll 

gesellt  wenliBii.  BMeichsel  nan  tonsr  die  Neigang  des  Aequators  vor 
Zeil  U  0Bgea  den  im  Zeil  7  mit  and  die  gi«de  Avbieigattg  des  aa^ 
sleigeiideD  KimMs  jms  aef  dteaeaa  nil  ibi«  dann  ist  in  der  Figur 

der  Winkel  GEQ  ^  <py 
und  der  Bogen    BE  =  kt 

und  ausserdem  sind 

GQE  SB  (p 

weoD  den.  Grtfasen  9  and  ik  dieaelbe  Bsdeotoag  be%elegfc  wird ,  die  in 
Atftmg  des  Art  t»  erldlrt  werde.  Sei  eadHd» 

at  V  sin  <pi  sin 

/Ji  SS  sin  ff.i  cos  Ä^i 

wahrend  die  oben  schon  eingeführten  ahnlichen  Relationen,  neoilich 

rin^  eoskt 
«  s  sin  ^  sin  k 
ß  B  nn^  oosfc 

aoeh  beibehalten  werden.  Aus  der  Figur  geht  nun  hervor,  dass  im  sphS- 

rischen  Dreieck  GQE  die  Seiten  und  die  gegenüber  liegenden  Winkel 
die  folgenden  sind 

9»! ,     9,        480*— 9)g 
and  die  Trigonometrie  giebt  daher 

sin^sin  (fci — k-h\pa)  =*  8ing>jsin(^i — hi) 

sin  9  cos (/h — =  — cos(/;vsin  f/yi-|-8in^cos<^i  co8(fti — ki). 

Ahes  (fi  und  (f»  sind  kleine  Grössen  erster  Ordnung,  und  da  in  den  vor- 
stehenden Gleichungen  cos  9^  nur  mit  sin  tpi ,  und  cos  ^  nur  mit  sin  ^ 
mnlUplicirt  voikommen,  so  dttrfiMi  wir  aqgleicli 

geizen,  iadem  die  BeHIcksiehtiguQg  der  folgenden  Glieder  der  Reihen* 
enlwickelnng  dieser  Gosanusae  nur  Glieder  von  der  drillen  and  den 


P.  A.  Bamabh, 


hüheren  Ordnangen  hervorbringen  wurde.  Es  dQHtm  daher  die  vor- 
stehenden GleichungcD  sofort  in  die  folirtiniieii  uujgewandell  werden, 

sin  9)  sin  {ki — fc+^o)  =  sin  ^1  sin    — fcj) 

Durch  Hulliplicalioaeo  dieser  nil  sid  (it-l-fki)  und  G06(ikt-I-V^).  und 
dorcb  Additionem  and  Sublractionea  ergeben  sieh  hiennis 

sin  9»  si'n    aas  sin  9)2  sin  {kj  -+■  1^0)  —  sin  (f  i  sin  (ki  + 1^^) 
sin  9  cos    =  sin  ^  ^  cos  (/cj  +  V'o)  —  sin  tpi  cos  (M  -+-  v«) 
und  diese  verwandelt  man  leicht  in 

a=      (aj  —  «i)  cos  Vo -H  (/^  —     sin  V/» 

Aber  wenn  nur  nicht  die  Zeilpunkte  1^  und  T  labrbanderle  von  einander 
abstehen,  so  ist  auch  ^  eine  kleine  Grosse  erster  Ordnung,  und  es 
werden  bis  auf  Grossen  dritter  Ordnung 

«  =  «2  —  «,  H-      (/^  — 

ti  =  iii  —  1%  —  xp9  («j  —  «0- 

Da  ich  hier  ß,  ,  ,'5'..  nicht  minder  wie  «,  «1 ,  «j  als  Grössen  erster  Urd- 
nung  betrachtet  habe,  so  dienen  die  vorstehenden  Gleichungen  auch  zu 
der  Reduction  dor  Plnnetenörter  auf  die  gleichzeitige  Echplik,  wenn  die 
belreflenden  Werthe  darin  substituirt  worden;  sie  sind  idcn lisch  mit 
den  Gleichungen  (20)  der  oA  angesogenen  Abhandlung.  Sei  ferner  die 
Pntcession  wahrend  des  Zeitraums     lo  mit  ^  bezeichnet,  so  wird 

man  mag  die  Piacessionen  aul  cler  Eclipiik  oder  auf  dem  Aequator  zäh- 
len. Diese  Gleichung  ist  wieder  identisch  mit  der  (21)  der  Abhandlung, 
da  hier  in  Bezug  auf  den  Aequator  xpi  dasselbe  bedeutet,  wie  dort  an 
den  betreffenden  Steilen  ui-  Will  man  diese  Gleiclrnny;  auf  die  EclipliL 
anwenden,  so  ist  ausser  dem  Werthe  von  1^0  in  Hezui:  auf  die  Kciiptik, 
stau     die  hier  oben  eolwickelie  Prftcession  if/i  darein  zu  subsiiuiren. 

23. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  Gleichungen 

sing)} sin  =  ai(l*9)-h0'i(l— T)>-l-iy 

sin99C0s(&s4-^) »  ^h\(l^T)^'¥N' 

=  ci(/-I)+<?',(l-.T)*.+.A" 
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des  Art.  20  imd  climiniren  durch  Hülfe  der  dritten  ^  aus  den  beideo 
eraiflo,  so  ergiebt  sich  durch  Zuziehoog  der  Gleicbang  24'i  »  ai  ei 

Ol  8  01  (I—  1^ +a'i  (I—  T)»+ 
/9,a.  H.6',(l-.T)«+ir 

')  und  es  ist  au  sieh  klar,  dass  hieraus  die  Ausdrücke  für  «i  und  i-?,  ent- 
stehen, wenn  man  /o  statt  /  setzt;  dieselbe  Substitution  verwandelt  auch 
V'i  in  i/;ü.  Ha  jodnnh  unter  dem  Früliliii4^5.puukL  M  der  Figur  des  vor. 
Art.  der  mittlere  verstanden  werden  niuss,  so  müssen  in  den  Ausdrücken 
fUr  «t«         die  NutatioaeD  weggelassen  werden.  Wir  erhailea  also 

^■iCi(lD-T)-l-o'i(lD-?6* 

Dod  da  identisch 

T){l— („j  +  ((  — <o)2 
ist,  80  geben  die  Ausdrücke  des  vor.  Art. 

tt  =  1(1— |,)  +  a',{(  — /o)='H-A' 

V  =  C(l-<,)+c',(<-l.)»-l-r 

wo 

A  =  a,-i-2o',(<o— T) 

die  wieder  mit  den  betr.  Aosdrttcicen  der  Abhandlung  identisch  sind, 
weno  man  darin  a^t     ^^'u  ele.  fittr  a,  c,  a\  etc.  und    Air  In  schreibt. 

Auch  die  Sabstilution  der  oben  gegebenen  munerischen  Werlhe  in 
die  hier  entwickelten  Ausdrucke  giebt  die  betr.  ttameriscben,  in  der  Ab- 
handlung angegebenen  Werthe  wieder.  Man  bekommt  daher  auch  so- 


*)  Hao  kann  htou  Fönendes  bemerken.  Die  Torstebenden  Gleldumgen  zeigen» 
dMfl  bi«  anf  OrOesen  zweiter  Ordnong  in  der  Figur  des  Art.  17  die  DreleckMite 

B6  »     B  90«  -  ^  (f-T)  -  90" «1  (I— I 

and  dahingegen 

FG  =  ki  +  ^>2      99»+ 1  c,  ((— T) 
isl.   Die  Summe  der  Bogen  HG -h  FG  ist  also  von  18  0"  nur  um  eine  Grosse  /.weiter 
Ordnung  verschiedea.  Ebenso  ergiebt  sieb,  dass  die  Siunmc  der  Dreieckseiten 

CG+BG  s  180«+  g[^it-J) 
elio  Ton  1 99**  um  eine  GrBeie  errter  Ordnung  vnrecliiedeii  ict. 

AMimN.  4.  X.  S.  GnailMh.  *,  WiMMMk.  «H.  19 
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wohl  die  analytischen  wie  die  nunierischen  Wei  ihe  der  Grössen  »/,  ). 
in  allen  verschiedenen  Formen,  die  denselben  in  der  Abbaodluog gegeben 
worden  sind,  unvcründert  wieder. 

In  den  vorstehenden  Ableitungen  habe  ich  ein  paar  Bügen  etwas 
anders  definirt,  wie  in  der  angezogenen  Abhandlung  geschebeo  ist,  und 
ID  Folge  dessen  sind  hier  einige  der  Zwischenrelationcn  etwas  anders 
aasgefallen  wie  dort;  nichts  desto  weniger  sind  die  EndrelatioDen  hier 
und  dori  ideotiscb  geworden.  Ich  habe  diese  Abandentngen  nicht  ohne 
Ursache  voiigenommeo ,  deoo  solche  bieten  em  sehr  wirksames  Mittet 
dar,  um  etwa  vorhanden^  versteckte  Fehler  zum  Vorschein  sn  bringen. 

24. 

Um  Nichts  wegzulassen,  was  zur  Verificalion  meiner  Ausdrücke 
für  »/,  i,  k  dienen  kann,  will  ich  nocli  die  folgenden  Belracli hingen  auf- 
stellen und  durchfuhreo,  obgleich  dieses  schon  früher  von  mir  ge- 
schehen ist. 

Das  Verfahren  zur  Heduction  der  Geslirnc  auf  die  gleichzeitige 
Ecliplik  oder  den  gleichzeitigen  Aequator,  welches  Gegenstand  dieses 
Aufsatzes,  und  in  den  nachfolgenden  Egerialafeln  angewandt  worden 
ist,  hat  nur  dann  anssch]ie.<;slich  Vortheil,  wenn  es  sich  um  einen  Pla- 
neten oder  Gometen  bandelt,  aber  es  steht  nichts  im  Wege  dasselbe 
auch  bei  Fixsternen  anzuwenden,  ol^leich  dieses  kdnen  Nutzen  bringen 
würde.  Es  folgt  aber  hieraus,  dass  die  Ausdrücke,  auf  welche  dieses 
Yerfohren  flthrt,  mit  den  Ausdrücken  fbr  die  Reductton  eines  Fixsterns 
müssen  identisch  gemacht  werden  können,  und  dass  dieses  in  der  Tbat 
der  Fall  ist,  soll  jetzt  gezeigt  werden.  Um  nicht  zu  weit  zu  gehen,  sol- 
len hier  blos  die  Ausdrücke  zur  Reduction  auf  den  Aequator  Toigenom* 
men,  und  in  diesen  nur  die  Prttcession  in  Betracht  gezogen  werdoi,  da 
die  Ausdrücke  fttr  die  Nutation  daraus  von  selbst  folgen ;  auch  soll  zu 
melirerer  Einfachheil  io=  T  gesetzt  werden.  Da  nun  auch  die  plane- 
tarischen Sioiungen  wegfallen,  so  werden  die  im  Art.  7  aDgetührlen 
Ausdrücke  die  folgenden. 

sin  4^  B  sin  «  sin(/*-h(D-l-^)  (») 

^  l+tfe^i  l  '-osä  /4-r/»  +  ljJ 

(«)  SB  ism(f+(o  +  ti} 
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COs2j_siD*a 


wo,  gleicbwie  im  Art.  21 

A  H  sin  ^  siD  (fta-i-^) 

sind.  Obgleich  ein  Fixstern  keine  fUr  uns  sichtbare  Bahn,  wie  die  eines 
Planeten  oder  Cometen  beschreil)!.  so  können  wir  doch  eine  solche 
ßngiren,  für  welche  die  Neigung  i,  die  KiiolenllinL'O  <l ,  die  Entfernung 
des  Perihels  vom  Knolen  w ,  und  die  wahre  Anumaiic  f  ist.  Zur  Zeil- 
epoche.  auf  welche  sich  die  Bahuelemeote  beziebeo,  können  wir  daher 
die  folgendeD  Gleichungen  aufstellen, 

COS  dt  sin  (ok — 6}  SB  cos  t  sin  (fH-  <»} 

C0Sdk006(aQ  — tf)  ^  COBif-f-v) 

sin  B  sin  tsin  (/*+«) 

worauf  die  vorhergehenden  Ausdrucke  zu  jeder  anderen  Zeil  den  Ort 
dieses  Sterns  in  Besag  auf  den  gleichzeitigen  Aequator  und  das  gleich- 
zeitige Aeqoinox  geben  müssen.  Da  im  gegenwärtigen  Falle  die  drei 
Bogen  «,  6,  f-lrw  von  den  zwei,  als  gegeben  zu  betrachtenden  Bogen 
«0  und  do  vermittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  abhängen,  und  diese 
nur  zwei  von  einander  wesentliche  Gleichungen  bilden,  so  kann  man 
entweder  irgend  einen  jener  di  ei  Bögen  willkulirlich  annehmen,  oder  als 
eine  Function  der  beiden  andern  betrachten,  und  dieses  kann  auf  ver- 
schiedene Weise  gcschcheu.  Iiier  werde  ich  annehmcD,  dass 

sei,  da  hieraus  eine  einfache  Aidlösung  unserer  Aufgabe  entspringt. 
Vermöge  dieser  Annahme  bekommen  wir 

o»  BS  90»-»- du  =  i 
und  substituirt  man  diese  in  die  voranstehenden  allgemeinen  Ausdrücke, 
so  ergiebt  sich  zuerst,  wenn  wie  immer  die  Grossen  dritter  und  höherer 
Ordnung  weggelassen  werden, 

sin d  mt.  sin —  i  t^^ sin  d^  +  i 

89« 
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und 


Die  SobstilutioD  dieser  ia  die  vorsteheoden  giebt  nach  einer  leiehteo 

Reducüon 

a — «0  =  ri'i+fi  tgf5(> sin  «„-I- /  liz    cos  r<„-|-  .J  //-';  1  +2,  lg  ^JojsioaoCOSa« 
sie  d— sin    =  A  cos   cos  «a — l  cos  <ll»  sin  oq — ^  sio 

die  mil  den  belr.  Gleicbungen  des  Art  2)  ideotlscfa  sind.  W.  z,  b.  w. 


Wie  ich  im  Art.  19  ankflndigle,  dass  hier  die  GUeder,  die  vom 
Product  der  Natalien  in  die  Präcession  abhängen,  weggelassen  werden 
sollten,  führte  ich  zugleich  an ,  dass  ich  weiter  anten  ein  Verfehren  an- 
geben wttrde  am  sie  zu  berlIcksichtigeD.  Dieses  Verfahren  besteht  ein- 
fach darin,  dass  man  in  den  Theilen  der  allgemeinen  Ausdrücke  von 
^  /.,  ilic  von  der  Nutation  abhängen ,  stall  der  Werlhe  von  i  uud  0  die 
der  Zeitopoche  angehören,  die  Werlhe  zu  subsliluiren  hat,  die  dem  Zeit- 
punkt angehören,  fUr  welchen  man  den  Ort  des  Planeten  berechnen 
will,  und  in  NM'li  hern  blos- die  Glieder  niedrigster  Ordnung  der  Priices- 
sion  zu  l)erucksichliij;en  sind.  Bezeichnet  man  diese  Werthe  rail  ii  und 
Ot ,  dann  ist  zufolge  der  oll  aogezogenea  Abhandlung  allgemein 


und  daher  Itlr  den  jetzigen  Zweck  hinreichend  genau 

1*1  =  f — ais'mO{t — to)-    dl  =  Ol  colgicos6')(/ — (o). 

Substitüirt  man  diese  in  die  genannten  Glieder,  und  enlwickell,  so  be- 
kommt man  die  analytischen  Ausdrücke  der  verlangten  Glieder. 


Der  Ausdruck  für  die  Lünisolarpräcession,  welcher  im  Art.  1 G  ge- 
geben wurde,  bezieht  sich  auf  t\]r.  Lclipuk  für  die  Zeit  T  als  feste  Grunii- 
ebene.  und  im  Laufe  dieses  Aiitsatzes  isl  T=  1800.0  gesetzt  worden, 
da  sich  aber  ereignen  kann,  dass  man  diese  PriS!  os>i(in  in  Bezni,'  auf 
ii^eod  eine  andere  Ecltplik  auszudrucken  wünscht,  so  soll  die  l^nl- 
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vvickoiung  (iioser  Reduclion  hier  vorgenommcD  werden.  Der  Zeitpunkt, 
auf  desseu  aLs  fest  belrachtete  Eciiptik  man  die  LunisolarprBcession  hin- 
fitbren  will*  soH  mit  T« ,  und  diese  PräcessioD  selbst  mit  ipo  bezetchoet 
werden,  man  bekommt  daher  zufolge  des  angesogeoeo  Artikels 

ipo  =        ro)+«:6cotg2(«)(l— T«)* 

von  Co  die  unbekannte,  zu  bestimmonde.  Grösse  ist.  Die  Nutation  habe 
ich  hiebe)  weggelassen ,  weil  sie  keine  merkliche  Aenderung  erleidet, 
wenn  nicht  T — To  eine  Anzahl  von  Jahrhunderten  umfasst,  welcher 
Fall  hier,  wie  Uberhaupt  in  diesen  Enlwicketungen,  ausgeschlossen  wird. 
Aus  demselben  Graode,  und  weil  hier,  wie  uberall ,  die  Grössen  dritter 
und  höherer  Ordnungen  Übergangen  worden,  durfte  ich  im  letzten  Glieds 
des  vorstehenden  Ausdrucks  die  sich  auf  den  Zeitpunkt  T  beziehenden 
Grossen    b,  (c)«  statt  der  dem  Zeitpunkt  T9  zukommenden  setzen. 

Da  die  oben  mit /9,  ^  bezeichneten  Functionen  in  jedem  Zeitr 
punkt  dieselben  Werthe  behalten  mtissen,  welchem  Zeitpunkt  auch  die 
in  denselben  enthaltenen  Grössen  s-  w.  angehören ,  so  können 

wir  diese  Eigenschaft  benutzen,  um  unsere  Unbekannte  Co  zu  bestim- 
men, und  da  wir  bei  den  Grossen  zweiter  Ordnung  stehen  bleiben  wer- 
den, so  brauchen  wir  in  den  Entwickelungen  die  mit  (/ — muUiplicrr- 
ten  Glieder  nicht  zu  bcriicksichfiirou.  Die  Aufcabo  redncirt  sich  hieinit 
auf  die  Identiticirung  der  im  Art.  i  mit  A  und  C  bezeicboeten  Grössen, 
nachdem  sie  sowohl  durch  die  dem  Zeitpunkt  T,  wie  durch  die  dem 
Zeitpunkt  7«  zukommenden  Grössen  ausgedruckt  sein  werden.  Bezeich- 
net man  alle  dem  letztgenannten  Zeitpunkt  angehörigen  Grössen  mit 
einer  unten  angehängten  Null,  so  erhalten  die  zu  erfbllenden  Gleichungen 
die  folgende  Form, 

C  =  ((o-r>  =  Co-l-2c'o(/o-T„) 

und  fl.i  (Uese  beiden  Gleichungen  nur  die  beiden  Unbekannten  ^  und 
(fjo  eolhalten,  so  reichen  sie  zur  Bestimmung  derselben  aus.  Es  ist  aber 
leicht  einzusehen,  dass  (f)o  aus  dem  Ausdruck  des  Art.  \  6  für  «i  hervoi^ 
gehen  muss,  wenn  in  demselben  7«  statt  ( gesetzt  wird,  und  wir  er- 
halten daher  sogleich 

wodurch  srlion  1,'pgeben  ist,  und  folglich  die  vorstehenden  Gleichun- 
gen zwei  Besluuuiungea  von    geben,  die,  wenn  alle  Eulwickelungen 
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riclitig  sind,  iilentisch  sein  nuissjen.  Diese  sollen  beide  entwickelt 
werden ,  da  sie  eine  neue  Verilicaiion  der  Ableitungen  dieses  Aufsalzes 
gewahren. 

Snbstifuirt  man  die  Ausdrücke  für  Oi»  a't»  a'«  in  die  obige  Glei- 
chung fUr  A|  so  bekommt  man 

i  äD(«)  +a^4«D(«)ootg8(«)ft— T)m» 
£^810  (e\  «n(*)cotg2WÖ„-i;) 

da  wieder  erlaubt  ist,  im  Goeffidenlen  des  zweiten  GKedes  zweiter 
Ordnung  b,  («)  stall  ^,  60,  zu  setzen.  Der  obige  Ausdruck  für  (f), 
giebl  aber 

sin  {f%  =  8inM-4-6cos(fV7;— T) 
subslituirl  man  diesen  und  reducirt,  so  ergiebt  sich 

io«c-f:6tg(«){i;-T). 

Sttbstituirl  man  femer  die  Aosdrocke  Uir  Ct,  c'u  c'^  in  die  objge  Glei- 
cbong  ftlr  C,  so  ci^ebt  sieb  zuerst 

*}  Der  obige  Ausdruck  fiir  (t)^  giebl  aber 

cob(c)q  b  co8(e}— 6sin(e)(T«— 7) 

*    t  «   CQg  (f )   

slR  lf.V,  Sin  f«)        ''»in'M'*)^  ö 

und  aus  der  oft  angezogenen  Abhandlung  (Sp.  1 1 3)  eiigiebt  sieb 

(<i),  =  «+(8«'+6c)(r.-i); 

nachdem  7«  statt  (00  gesetzt  worden  ist.  Durch  die  Subslitation  dieser 
drei  Aosdrttcke  verwandelt  man  leicht  die  vorsiehende  Gleicbmig  in  ifie 

folgende. 

Aber  zufolge  des  Art.  18  ist 

c  K  f~acotg(i) 
und  eliminirt  man  hiemit  c,  so  wird 

 &  « f-f6tgW(n-r) 

*]  Tior  h\pr  vorkommende  ,  '"'„  Renannte  Coerficient  correspondirt  mit  wib- 
reod  der  oben  mit  %  bezcidinete  mit  oi  correspondirt. 


Digitized  by  Go 


55] 


Tafeln  ukk  Egküia  etc. 


447 


DÜ  dem  eboa  gefondeneD  Wertbe  dieser  GrOsae  ideotiscb.  Es  wird 
demzufolge  neben  den  im  Art.  23  abgeleiteten  AüsdiUcken  anob 

C»=cb+2c;«,— To) 

io  welchen 

Oo  =  &sin(f)o.   Co  =  5icos(c)ft  — gjj^ 

ö'o  =       .  ^0  =  ^1  ' 

sind,  während  die  Ausdrücke  des  Art.  23  für  a,  dieselben  bleiben. 
Fur  die  Lunisolarpräcession  %  in  Bezug  auf  die  zur  Zeit  stattfindende 
Bdiptik  erbalten  wir  den  Auadrock 

Die  Subsülulioü  der  oben  angegebenen  niimerischon  Werlhe  giebt 

^  =  {50"3öö93-h0"0000495()(jro— 48ÜÜ) 
— 0"000 10673  (f— To)'. 
Es  wird  also  z.  B.  auf  der  Ecliptik  von  1 750.0 

t^p  =  ö0''35345(<— 4750;— 0''00010673(<-.1750)» 
auf  der  von  1800.0 

^  8B  Ö0''35593(i— 1800)— 0*0004  0673  ((—1800)2 

und  auf  der  von  1850.0 

=  50*35841(/— 1850)— 0*00010673(<— 1860)». 
Da  ferner  der  Ausdruck  fUr  t-i  des  Art.  1 8 

(«)^  =  (c)—0"46770(ro— 1800)--0"000001 407(2;»— 1S00)> 
giebt,  wo 

(«)  »X  23«  27' 

und  der  namerische  Ausdruck  von  o,,  (s.  Abb.  Sp.  1 1 3) 

(a)o  =  0"057723-Ü  ÜUÜÜ76U(Z;— 1800) 
ist,  so  folgt  hieraus  für  1750.0 

^B60'35a45.   (e),«  23*  28' 4  SM  9»   (a)o  »  0*061530 
und  fUr  1850.0 

Co  =  ü0'3ö8il  .         =  23«27'  31'4l .    (a),  =  0"053916 

und  hiemit  geben  die  obigen  Ausdrücke 

i  =  20*05560— 0'00008500(f»— 1750),  C  s  46"032564-0'00028138(l^— 1750) 
A  s  20.05135— 0.00008500(1;,— 1800),  C  s  46.04662-f-0.000S8138(f,— 1800) 
A  s  20.04710— 0.00008500«(—1 850),  C  »  46,06060-1-0.00028138(1;»— 1850) 
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Rechnot  man  nun  aus  den  Angubea  der  erstea  und  drilleo  Zeile  die 
Werthe  voo  1S00,  so  erhall  man 

As20'0jM3S,  C  «Ol  46*04663 
A  wm  20.05135,    C  B  46.0466S 

mil  den  fUr  diesen  Zeitpunkt  direkt  berechneten  Wertben  ubereinstira- 

mend,  und  die  drei  vorslchendcn  Ausdrücke  fui  A  und  C  i>Uiniuen  daher 
für  jeden  Zeilpuukt  mil  einander  überem. 

«7. 

Endlich  will  ich  auch  noch  untcrsurhen ,  welche  Werlhe  die  im 
Vorlicrgeherulcn  ani^'ewandlcn ,  von  der  i^racossion  abhängigen.  Con- 
stanten  annehmen ,  wenn  man  statt  der  Besscrschen  Bestimmung  der 
Präcession  die  von  0.  Struve  bestimmte  anwendet.  Sowohl  Strove  wie 
Bessel  haben  in  diesen  Untersuchungen  die  beiden  Grössen,  die  sie  mit 
m  und  n  bezeichnen,  jede  Air  sich  bestimmt.  Diese  beiden  Grössen  sind 
aber  mit  den  hier  mit  Cr  und  Oi  bezeichneten  identisch,  und  diese  bSO' 
gw,  ym  man  im  Art.  20  gesehen  hat,  von  der  einzigeD  Unbekannten 
der  LnnisolarprSIcession  für  die  Zeltepoche,  ab,  deren  Verbesserung  man. 
strenge  genommen,  statt  der  Verbessenmgen  von  m  ond  n  in  die  Rech* 
nungen  hatte  einfitibreo,  und  in  Bezug  auf  die  Pritcessipn  als  einzige  Un- 
bekannte betrachten  mOssen.  Da  dieses  jedoch  m'cht  geschehen  ist»  so 
bleibt  nichts  weiter  übrig  als  die  vorher  auf  den  Zeitpunkt  T  zu  redu- 
cirenden  Werthe  von  m  und  n,  die  durch  die  Beobachtungen  gerunden 
worden  sind ,  als  zwei  auf  verschiedene  Art  gefundene  Functionen  von 
^  zu  betrachten,  uiid  daraus  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
die  letztere  zu  boslimmen.  Nennt  man  daher  'p  das  Gewicht  der  Beslim- 
mung  von  m,  das  von  »,  rcducirt  zuerst  m  und  n  auf  das  Jahr  1800.0, 
so  bekommt  man  durch  die  Anwendung  der  Methode  der  klemsleo 
Quadrate  auf  die  Ausdrucke  fUr  ai  und  cx  des  Art.  20. 

worauf  ;  sich  auch  auf  \  800.0  bezieht  Auf  diese  Art  habe  ich  schon 
vor  vielen  Jahren  den  im  Art.  \%  angegebenen  Werth  von  C  >us 
Besserscfaen  Werthen  der  Tab.  Reg.  von  m  nnd  n  berechnet. 
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S8. 

Das  Struve'sche  Resultat  ist 

m  B  46*0557  mit  dem  wahrscheiol.  Fehler 
fts  20.0643  »    »         »  » 

und  gilt  für  dus  Jahr  1790*).  Nun  findet  man  fur  die  Ueduction  dieser 
Angaben  auf  das  Jabr  \  800,  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  23  die  Wertbe 

-|.0'OOt84  «  ^0*00086,  so  wie        =  +0M4496 

* 

und  zufolge  des  .Vorstehendefi  kaou  man  die  Gewichte 

setzen,  womit  der  Ausdruck  des  vui  .  At  t. 

Ü  s  50"37543 

giebt.  Der  Unterschied  zwischen  dieser  Beslimmong  und  der  obigen 
nach  Besse!  ist  s  +0*0495,  also  io  100  Inl.  lahren  »  Die 
Subslikition  des  vorsiehenden  Werlbes  von  so  wie  die  von  o,  4, 
a\  6'  des  Arl.  16,  in  die  AusdrOcke  der  Art.  SO  nnd  S3  gab 

A  =s  aO'OSOII  —  0"00008504{<— 1800) 
C  »  46.06452+  0''000:28152(<— 1800) 

a'i  «  —  0"000042r)2 

h\  8  +0.00223988 

e'i  a  +  0.0001 4076 

Durch  die  Subslitutioo  derselben  Wcrlhc  in  die  bez.  Ausdrücke  des 
Art.  I  <3  bekam  ich  ferner  die  Lunisolarprflcession  in  Bezug  auf  die  Eclipuk 
des  Jahres  IttOO,  nobst  der  dazu  gehörtgen  Schiefe  der  Ecliptik 

^  «  50'37543(<—1800)--'0'0001 0677(1—1 800)*+^ 
<  8  23*27'  54'8+0''000007049(l— 1800)s+^i 

und  durch  die  Aus  Irilcke  des  Arl.  18  die  allgemeine  Präcession,  und 
die  wahre  Schietc  der  Ecliptik 

»=  50"24246(/— 1800)+0"00ül1213(<— ISOOj^+z/t;; 
fl  B  23«27'54'80— 0'46770(<— 1800)+0'000001407(l— 1800)'4>^c 


*J  $.  Pel«rs,  Nomenis  conslaus  nutaUonis  etc.  pag.  70. 


Digitized  by  Google 


450 


P.  A.  Hahseh, 


[58 


Ich  kann  nicht  unteriassen  anzuführen ,  dass  Struve  selbst  für  seine  Be- 
stimmungen von  m  und  n  Gewichic  angiübt,  die  von  den  oben  ange- 
fuhrteu  wesentlich  verschieden  sind  *),  nemlich 

p  =  157.7?.    p'  s  95.60. 
Hechnel  man  hiemit    so  erhalt  man 

C  =  ;iO  "37008 

d.  i.  0''00475  Ueiner  wie  der  obea  gefundene  Werth.  Man  bekommt 
hieraus 

fl,  =  20'"05722,    c,  =  iG"0fi016,    c  =  50'2377i 
welche  bez.  0*00189,  0"00436,  0''00475  kleiner  sind  wie  die  obigen 
Werlhe.  Bs  isl  mir  unbekannt,  welche  Ursache  dieser  VerscfaiedeDbeil 
der  Gewichte  zo  Grunde  li^ 

In  Anbetracht  mehrerer  Umstände,  unter  anderen  dessen»  dass  die 
Unterschiede  zwischen  diesen  Werthen,  und  denen  der  Binlettung,  die 
aus  der  Besserscben  Bestimmung  abgeleitet  worden  smd,  erst  nach  einer 
Rdhe  von  Jahren  merklieh  werden,  habe  ich  die  letzteren,  mit  wdchen 
die  Rechnungen  schon  ausgeruhrl  waren,  in  den  Egeriatafeln  beibehalten. 


Zusatz  n. 
29. 

Da  ich  hier  das  Thema  der  Reduction  eines  Planetenorts  auf  Bch'p- 
tiken  und  Aequatoren  verschiedener  Zeiten  berührt  habe,  so  will  ich 
die  Erklärungen  und  Ableitungen  dahin  ergänzen,  dass  Ich  auch  die  ein- 
fachste Art  darlege,  wie  man  bei  der  Rerechnung  der  Störungen  eines 
Planeten  oder  Cometen  durch  mechanische  Quadraturen  die  Planeten- 
örter  auf  oinc  fesJe  Fcliptik  hinführt.  Ich  werde  hiebe!  das  Verfahren 
vor  Allgen  bchaliLU,  welches  ich  in  den  Aslr.  Nachr.  No.  799  u.  f.  ent- 
NMi  kilt  habe,  da  ich  dieses  unter  allen  bekannten  Vcrfahrungsartcn  fiir 
das  einfachslc  und  angemessenste  halte.  Es  führ!  nrinlifh  auf  eine  ein- 
fache und  kurze  Rechnung,  und  giebl  ausserdem  den  Betrag  der  Stö- 
rungen in  mßglichsi  kleineu  Zahlen.  Aus  dieser  EigenschaR  folgt,  dass 
das  Quadrat  der  störenden  Kraft  möglichst  geringen  Einfluss  auf  das 
Resultat  äussert,  und  dass  man  folglich  in  möglichst  langen  Zeiträumen 

•}  S.  0.  Struve,  Bestimmung  der  Constanlo  der  t'r'iicessioii  elc.  paj«.  86. 
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mit  der  Berücksichtigung  der  ersten  Potenz  derselben  ausreichend  ge- 
naue Resultate  erhalt.  Auch  habe  ich  gezeigt,  wie  man  durch  recht- 
zeitige Yenvandelung  der  Elemente  des  gesUtilen  Planeten  oder  Go- 
meten  6lels  die  directe  RUcksicbtnabme  aaf  das  Quadrat  der  slOrendeD 
Kraft,  die  immer  mehr  Mtthe  verarsachen  wttrde,  auf  die  kltrzeate  und 
eiobcfaste  Weise  venneideo  kann. 

Alle  Übrigen  Yerfehrangsarteii  besitzen  im  Gegentheil  bievon  die 
Eigenschaft,  dass  sie  für  die  Componenlen  der  StOningen  grössere 
Werthe  geben ,  und  Tödlich  auch  die  vom  Quadrat  der  störenden  Kraft 
bewirkten  Glieder  mehr  hervortreten,  und  daher  die  Berttcksicht^ung 
derselben  in  karzeren  Zeiträumen  erfolgen  moss.  Femer  schreiten  die 
Componenten  der  störenden  Kräfte  und  die  Diflerentiaie  der  Störungen 
gemeiniglich  weit  uoregelmässiger  fori,  ^vie  bei  dem  oben  genannten 
Verfahren. 

30. 

Das  oben  angezogene  Verfehren  verlangtdieKenntiiiss  der  folgenden 

Grossen,  f  '-i-n',  /,  0,  'Z'.  die  Functionen  des  Orts  und  der  Lage  der  Bahn 

des  störenden  Planeten  sind.   Da  f  die  wahre  Anomalie  desselben,  und 

ist,  wo  n*  und  B*  Länge  des  Perihels  und  des  Knotens  auf  der  Edtptik  be- 
deuten, 80  braucht  man  vor  Allem,  nicht  die  Länge  in  . der  Bahn,  sondern 
das  Argument  der  Breite  des  störenden  Naneten  auf  der  Ecliptik,  nemlicb 

und  da  /,  ^,  von  d'  und  der  Neigung  V  desselben  gegen  die  Ecliptik 
abhüngen,  so  braucht  man  ausserdem  noch  die  Werthe  von 

t'  und  B\ 

Es  ist  zwar  nicht  nothwendig,  aber  jedenfalls  angemessen  die  vorbe- 
nannten  drei  Functionen  von  iigeod  einer  als  unverttnd^ich  betrach- 
telen  Ecliptik  zu  zahlen,  statt  sie  auf  eine  bewegliche  zu  bezieben,  wo* 
durch  man  genöthigt  wurde,  die  Oerter  des  gestörten  Planeten  auch  auf 

dieselbe  veränderliche  Ecliptik  zu  beziehen.  Die  Hinführung  von  i'  und 
0  auf  eine  feste  Ecliplik  ist  sehr  leicht,  und  auch  die  von  f'-hn' — O' 
iässt  sich  aus  den  Angaben  der  Tafeln  der  lilleren  Planeten  sehr  leicht 
erhalten ,  und  dabei  kann  man  die  Einrichtung  frelVen ,  dass  der  Be- 
rechner der  Störungen  nicht  im  Mindesten  beengt  wird. 


452 


P.  A.  Hansu, 


[«0 


Man  hat  in  neuester  Zeit  did  Lttoge  des  BtOreoden  Plaoeteii  in  sei- 
ner Bahu,  uebsl  i'  und  0' ,  theils  (Ur  lange  Reihen  von  Jahren,  iheils  in 
jährlichen  Abschnitten  im  Voraus  berechnet  und  zusammengestellt,  aber 
diese  Angaben  lassen  noch  etwas  zu  wünschen  übrig.  Man  hat  sogleich 
die  It'Sle  Ecliptik  bestimmt,  und  eine  Anzahl  von  Jahren  vüraus  oder 
zurück  vorlegt,  man  ist  soear  bis  zur  Ecliptik  des  Jahres  1810  ^urdck 
gegangen,  welcher  Zeit)3unkt  mehr  wie  ein  halbes  Jahrhundert  von  (h  r 
G^enwart  entfernt  ist.  Die  Benutzung  dieser  Angaben  versetzt  den  Be- 
rechner der  Störungen  in  die  Noth wendigkeit  die  Elemente  des  gestörten 
Planeten  auf  die  Ecliptik  desselben  Zeitpunkts  beziehen  za  mltsseii, 
gleichviel  ob  nicht  für  ihn  Gründe  vorligen,  andere  Epochen  zu  wäblro; 
sie  beengt  ihn  also.  Nichts  desto  weniger  lässt  sich  solchen  Voraas - 
berecbnungen  und  Zusammenstellungen  eine  Form  geben,  wodurch  der 
Berechner  der  Störungen  nicht  im  Blindesten  beengt  wird,  und  diese  be- 
steht einfach  darin,  die  anzugebenden  Werthe  der  Functionen 
fi'  6t  Immer  auf  die  g^eichzeit%e  mittlere  Ecliptik  nebst  sugehOrigem 
Aeqninox  zu  bezieben.  Ich  werde  zeigen  wie  man  diese  Angaben  zur 
Berechnung  der  Störungen  eines  Planeten  oder  Gomelen  durch  mecha- 
nische Quadraturen  anwenden  kann ,  ohne  genOtbigt  zu  sein  die  Oerter 
des  gestörten  Gestirns  auch  auf  die  gleichzeitige  Ecliptik  nebst  Aeqoinox 
reduciren  zu  müssen. 

3t. 

Analysiren  wir,  so  weit  wie  es  für  unsern  Zweck  nöthig  ist,  die 
Bouvard'schen  Tafeln  der  nitcirn  Planeten.  Bezeichnet  maa  nnl  L'  die 
wahre  siderische  Lungt;  in  der  Bahn,  oder  die  uiilUere  Lüage  nach  Hin- 
zufUgung  der  Lttngenstörungcn  der  Tafeln ,  aber  mit  Weglassung  der 
Nutalionen,  mit  i/'i  allgemeine  Pritcession,  und  mit  T  die  wahre  tro- 
pische Lange  io  der  Bahn,  so  geben  diese  Tafeln 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  schon  ifn  der  mittleren  LSnge  eioTer- 
leibt  findet.  Nennt  man  femer  und  if^  die  Neigung  und  Linge  des 
aufsteigenden  Knotens  der  Planelenbahn  auf  der  Ecliptik,  die  der  In  den 
Tafeln  angenommenen  Zeitepoche  entspricht,  mt  und  ipt+m'i  die  diesen 
Elementen  in  den  Tafeln  hinzogefilgten  jährlichen  Aenderungen ,  wobei 
wieder  bemerkt  werden  muss,  dass  man  ^-|-m'l  schon  der  Knoten- 
länge hinzugeftigt  vorfindet,  und  bezatdmet  man  —  mit  Ausschhus  dar 
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kleiaen  periodischen  Breitenstui  uncen  —  die  Breite  des  Planeten  gQgen 
die  gleichzeitige  Bcliptik  mit  b\  so  geben  die  Tafeln  ferner 

Stellen  wir  diesem  dns  Verfahren  gegenüber,  welches  lu  der  im  vor. 
Zusatz  oft  angezogeuen ,  in  den  Aslr.  Nachr.  Nr.  823  u.  f.  abgedruckten, 
Abhandlung  erklärt  ist,  so  finden  wir  dass 

ist,  wenn  wir  für  die  Sinusse  von  b  und  t'o  die  Bügen  setzen.  Aber  es 
Ittsat  sich  9'  auf  die  folgende  Form  bringen, 

wo  hier 

p  =  sint  sin  {ö' — O'o) 

q*  Ä  sint  cos (d'—^o)~8ioH 
angenommea  werden  kOnneo ,  and  f  und  0*  Neigang  uDd  KoofeDlänge 
für  die  anbesttmmie  Zeit  I  bezeichnen.  LSsat  man  auch  hier  die  perio- 
diacbeo  BrdtenatdniDgeD  weg  vod  ithergeht  das  Qoadrat  der  alOreiideD 
Kraft»  so  nehmen  p  und  q'  die  folgenden  Fonnen  an, 

p'  =  ut,  q  =  wt 

wo  u  und  w  gleich  wie  die  oben  eingefuhrteu  m  und  m  bestimmte 
nomerische  Goefiicienlen  sind.  Durch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke 
lasat  Bich  der  obige  zweite  Ausdruck  fiUr  b'  auf  die  folgende  Form  bringen 

und  diese  Ausdrucke  fUr  f  und  h'  mttssen  mit  den  oben  aus  den  Tafeln 
erhaltenen  identisch  sein.  Diese  Bedingung  giebt  die  Gleichungen 

Vi  = 

ml  s  wl- 


m'i  M 

Untersuchen  wir  diese  naher. 

SSI. 

Aus  der  oft  angezogenen  Abhandlung  erhalten  wir,  mit  Ueber- 
gebung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
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V  "  ^  {acosö'o— /?siD<y;{  (t^Q 
I'  =  —cosf',,  ja  sin         cos  (<—/;,) 
A'  =     —  cotg  t'o  jacos  fl',— ^  sio  6^,1  {i—Q 

wo  ^  die  Zeit  der  Epoche  bezeichnet,  und  die  nomeiischeii  Werlhe 
von  tt  und  ß  mit  Weglassung  der  mit  [i—l^  multiplidrlen  Glieder 

«  »  ^-0*057723— 0*0000761 4(^—1800) 
/?  aa  —0.467608  — 0.00000281  4800) 

sind,  in  welchen  hier  auch  die  zweiten  Glieder  hätten  weggelassen 
werden  können.  Subsliluirt  man  nun  diese  Ausdrücke  in  die  beiden 
letzten,  im  vor.  Art.  erhaltenen  Bedingungsgleicbangen,  so  ergiebt  sich, 
wenn  auch  dort  I — ^  statt  t  geschrieben  wird, 

m      w— fasin ^o-H/fcos 6^,1 

Diese  stimmen  mit  den  betr.  Gleichungen  der  Mte.  c^i.  uberein,  und 
nach  diesra  sind  die  Sncularünderungen  der  Neigung  und  der  Knoten  in 
Bezug  aaf  die  gleichzeitige  Ecliptik  in  den  Tafeln  der  alteren  Planeten 
berechnet  worden.  In  Art  i  4  der  Abhandlung  in  Nr.  799  a.  f.  habe  ich 
mich  derselben  Anadrttcke  bedient  um  w  und  ti  aus  m  und  m  m  erhalten. 

Gehen  wir  nun  zur  ersten  Bedingangsgieichang  des  vor*  Art.  ttberf 
80  findet  sich  dass 

yn  =  li'i  -♦-  Ig  i  i'n  («  cos  sin 
sein  mtisste,  welches  unmöglich  i.sl.  Man  sieht  hieuuis  ,  dass  ßouvard 
das  zweite  Glied  rechter  Hand ,  dieses  Ausdrucks  ubergangen  bat.  In 
Bezug  auf  die  älteren  Planeten,  deren  Neigungen  gegen  die  ßcliptik 
sehr  klein  sind ,  ist  dieses  Glied  auch  sehr  klein ,  und  daher  mng  die 
UebergebuDg  desselben  in  den  Bouvard'schen  Tafeln  den  übrigen  dor- 
tigen Uebeigehangen  zur  Seite  gestellt  werden. 

Uotersncht  man  die  Analyse  der  Leverrier'schen  Planelentafeln,  so 
'  findet  man,  dass  dieses  Glied  darin  berücksichtigt  ist.  Man  bekommt 
daher  aus  diesenTaleln  zuerst  die  vorsiehenden  Gleicfaongen  Air  mund  »' 
wieder,  und  femer 

ViH- 1     »  1«  cos  ä^Q—ß  sio  Ö  0 j  =s  yti+lB  i » «  I«  cos  6'o— sin  ö'.j 

die  dar  identisch  erachtet  werden  kann ,  da  für  die  filteren  Planeten  der 
Unterschied  zwischen  ftgCo  und  tg|-f^«  für  verschwindend  erachtet 
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werden  kann.  Ich  erwähne  noch,  dass  sowohl  für  den  Mond  wie  Air 
die  SoDoe  das  in  Rede  stehende  Glied  Null  ist 

33. 

Wir  kommen  jetzt  zu  den  Folgeningen,  die  aus  dem  Vorstehenden 
gezogen  werden  können. 

Wenn  man  die  Störungen  irgend  eines  der  kleinen  Planeten ,  oder 
die  eines  Coroeten,  durch  mechanische  Quadraturen  berechnen  will,  und 

zu  dorn  Ende  sich  für  irgend  einen  Zeilpunkt,  den  ic  h  ruif  1^  bezeichnen 
will,  dafür  hinreichend  genaue  o.sculii liuU;  I:]lc'men[e  dos.selben  ver- 
linfll  hat.  so  reducire  man  von  diesen  Elementen,  wenn  es  nicht  schon 
ohnehin  der  Fall  ist,  durch  die  Ausdrücke  der  oft  angezogenen  Abhand» 
jung,  die  Neigung,  die  Länge  des  Pcrihels,  und  die  des  aufsteigenden 
Knotens  auf  die  mittlere  Eclipiik  und  das  Aeqtiinox  der  Zeit  t^.  Hierauf 
berechne  man  entweder  aus  den  betreffenden  Planelenlareln  oder  aus 
den  Ephemeriden,  die  die  beliocenlrischen  Oerter  der  alten  Planeten 
geben,  sowohl  ftir  die  Zeit  wie  lUr  alle  flbrigenZeilpankte,  fUr  welche 
man  die  Differentiale  derStörangen  berechnen  will,  vor  Allem  die  Argu- 
mente der  Breite 

und  zwar  cienau  so  wie  die  Tafeln  sie.  mit  Weglassung  der  Nui.Uionen, 
geben.  Man  rechne  ferner  aus  den  Angaben  der  Einleitung,  die  jeder  Pla- 
nelenlafel  voran  gestellt  ist.  mitWeglassung  der  jjoriodischen  Störungen, 
den  Werth  von  i'  für  die  Zeit  ^,  und  notire  sich  nebenbei  den  bei  der 
Berechnung  der  Argumente  der  Drcite  schon  erhaltenen  gleichzeitigen 
Werth  von  0'.  Aus  diesen  Wcrthen  von  i"  und  0\  die  fttr  diejenigen  zu 
halten  sind,  welche  oben  mit  «'«  und  &^  bezeichnet  wurden,  nebst  den, 
wie  oben  beschrieben,  erhaltenen  Wertheo  der  Neigung  und  Knoten^ 
Iflnge  des  Planeten ,  dessen  Störungen  man  berechnen  will,  rechne  man 
die  Warthe  der  Bügen  /,  «P,  die  bis  zu  dem  Zeitpunkt,  in  welchem 
man  anOingt  das  Quadrat  der  störenden  Kraft  zu  berücksichtigen,  wenn 
dieses  nOthig  werden  sollte,  unveränderlich  sind. 

Man  pflegt  manchmal  die  Werlhe  von  i  und  0'  Behufs  der  letzt 
genannten  Rechnung  aus  zwei  PlanclentJi  trrn  ,  von  welchen  der  eine  in 
der  NUhe  eines  der  beiden  Knoten  und  der  andere  iialie  in  der  Milte 
zwischen  denselben  liegt,  zu  berechnen,  doch  erlangt  man  dadurch 
nicht  unbedingt  grössere  Genauigkeit,  sondern  kann  sich  im  Gegentbeil 
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von  dem  der  völligen  Strenge  oach  zu  substituirenden  Werlhe  mehr 
eni  fernen,  wie  durch  das  oben  beschriebene  Verfahren. 

34. 

Durch  das  im  vonArkbeschriebeDeVerfoliren  sind  also  dieWerthe 
voQ  /,  0,  iP  filr  einen  langern  Zeitranm,  aber  von  den  Afgomenten  der 
Breite  f  +jr'— ^  nur  dasjenige,  welches  der  Zeil  4  zukommt,  in  der 
erforderlicben  Form,  nemhch  auf  die  zu  dieser  Zeit  statt  findenden,  mitt- 
leren Ecliptik  bezogen,  erhalten  worden,  während  alle  übrigen  Werlhe 
von  f  •i-jt  +  O'  einer  AcnderuDg  bedürfen,  da  sich  bis  jeUl  noch  jeder 
derselben  auf  die  gleichzeitige  Ecliptiii  bezieht.  Psichts  kann  einfacher 
sein  wie  die  Berechnung  dieser  Aenderiing,  die  zufolge  der  Analyse  des 
Art.tH  in  nichts Weilerem  besieht,  als  dass  man  die  betreilenden  Werlhe 
von  rf  davon  abzieht,  und  diese  kann  man  sich  ein  für  alle  Mal  fUr  jeden 
slüreoden  Planeten  in  eine  l^leinc  Tafel  bringen.  Denn  zufolge  des  ange- 
zogenen Art  ist  das  Argument  der  Breite  in  Bezug  auf  die  gleichzeitige 
Bcliptik 

und  stimmt  mit  den  tabolariseben  Werlhen  desselben  ttberein.  Hier 

ist  aber 

V  =  W  sin  Ö'J 

die  einzige  GrOase,  die  von  der  Yertlnderiichkeit  der  EcUptilc  abhängt, 
zieht  man  daher  diese  vom  tabuiarischen  Argument  der  Breite  ab,  so 
erhalt  man  dasselbe  in  Bezug  auf  die  Bdiptiic  der  Zeit 

Da  ich  bei  der  Berechnung  der  Störungen  der  Ideinen  Ptaneten 
durch  mechanische  Quadraturen  Tur  angemessen  halte  bei  jeder  Oppo- 
sition mit  der  Sonne  die  Elemente  derselben  auf  eine  andere,  einem 
Zeitpuniit  in  der  Nühe  dieser  Op[)Osilion  zugehörende  mittlere  Ecliptik 
nebst  Aequinox  zu  beziehen,  so  kann  der  Werth  von  ?/  nie  eine  erheb- 
liche Grösse  erlangen. 

Aus  den  Plauetentafeln  von  ßouvard  und  Levcrrier  finde  ich 

Saturn,  0'  s  141«2  r44',  »'  2«29' 28'2  —  0"1 546  ((—4850) 
Jupiter,  mi  98  54  SO,  s  4  18  40.4  —  0.SI861  (1—1850) 
Mais.       »   48  23  63,     »161    2.3  —  0.0243(1—1850) 

hiemit  und  mit  den  oben  angegebenen  Werlhen  von  a  und  ^,  fand  ich 
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für  diese  drei  Planeten  die  zu  den  Argiuueolen  der  Breite  zu  addiren» 
den  GrOBseo,  oder  —  aas 

—  40*31  (I— —  19*83(1^1;);  —  4 1*94(1—0 

wo  die  Zeiteinheit  Ein  Jolianisches  Jahr  ist. 

Wenn  man  nun  die  Zeil  von  iO  zu  20  Tagen  fortschreiten  lassl,  so 
sind  die  oben  erwähnten  Ttlfclchen  die  folgenden,  die  ich  fUr  mehr  wie 

ein  ( ippositionsintcrval  nus^L-ciit  hiil  \v,\ho. 
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.1 8.6 
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7.9 
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9.2 
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16.3 
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4  9.7 

38.0 

22.9 
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9.0 
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39.1 

23.5 
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9.6 

18.5 

44.4 
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40.2 

49.5 

44.8 
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44.3 
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42.4 
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24.7 

43.4 
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22.6 
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Die  oben  angesetzten  Werlfae  von  ?  and  die,  welche  ausserdem  ge- 
brauche wordeo.  Die  anzuwendenden  Wertbe  von  0  kann  man,  wie 
oben  gesagt,  ans  den  Tafeln  entnehmen. 

Wenn  die  Bphemeriden  die  heliocentriachen  Oeiier  der  älteren 
Planeten  geben,  so  kann  man  mit  geringer  Muhe  die  Warthe  von 
f'-t-^'^^  daraas  erhalten,  kürzer  wird  jedoch  diese  Berechnung,  wenn 
eine  Columue  liia/.ugefUgl  wird,  die  für  gleicli förmig  fortschreitende 
Zeitpunkle  die  Function  f  +  n'  —  in  dem  Sinne,  in  welchem  sie  hier 
rmtgefasst  worden  ist,  L'ieht,  und  ausserdem  auch  »  und  6^  für  veisc  hie- 
deoe  Zeitpunkte  angegeben  werden.   Deon  wäliU  mau  Air  die  Uerech- 

JÜthamiL  4.  K.  8.  G«mUmIi.  4.  WiMNtMb.  XUL  30 
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niing  (!c  r  DifTerentiale  der  Störungen  dic^olben  Zeilpunkte,  so  ist  nichts 
weiter  in  Bezug  darauf  zu  thun ,  wie  die  Zahlen  des  vorstehendeo  lUr 
felchens  den  Argumenten  der  Breite  hinzuzufÜgeD ,  will  man  hingegen 
die  Dilfereatiale  der  StOrungeD  fUr  andere  Zeiiponkte,  wie  die  der  Co- 
lomne  berediaen,  so  kommt  eipe  kleine  leicht  auszuführende  Inlar- 
polatioD  hinzu.  Auf  jeden  Fall  ist  man  aber  bei  der  hier  beschrie^eneo 
BiDrichlung  dieser  Goliimne  in  keiner  Weise  beengt ,  und  ihre  HiuD- 
fllguDg  koslel  dem  Rechner  der  Epbemeride  keine  Hllhe,  da  er  ohnehio 
/*-Kf/-**0'  braacbt,  am  die  Breite  des  Planeten  ans  den  Tafeln  ent- 
nehmen zn  können. 

Wenn  man  mit  der  Ecliptik  nnd  dem  Aeqainoz  wechselt,  welches 
ich ,  wie  oben  angeftihrt ,  bei  jeder  Opposition  des  gestörten  Ptmelen 

mit  der  Sonne  auszuführen  fUr  dienlich  achte,  so  ist  in  Bezug  auf  diesen 
nichts  weiter  zu  liiun  wie  die  Grosse 

*?  *  -^|«CGStf,-/Jsin^)(/-^) 
der  Entfernung  des  Perihels  vom  Knoten,  die  Grosse 

der  Neigung,  und  die  Grosse 
wo 

=  j50''2229ä-l-0"00022il4(/o— 1800)j(f'-g 

ist.  «nd  £  die  Zeit  bezeichnet,  anf  deren  Ecliptik  und  Aeqninox  maa 
die  Blemealo  Irinfilhren  wiH,  der  Knotenittoge  hinznzvftlgen.  kb  habe 
hier  nnr  die  Glioder  erster  Ordnung  dieser  Grossen  Mgellihrt.  weil  sie 
die  oben  bezeiolmeten  karzen  Zeitrttaroe  ausrewhen,  hat  man  jadocb 
Air  Ittngere  Zdträome  diese  Verwandelang  onterlataen,  und  oeht  sieb 
ilesfaalb  bei  der  vorzundunenden  Verwandelung  gcnOlbigt  auf  die  Glie- 
der zweiter  Ordnong  dieser  AnsdrUcke  Rttcksiobt  zu  nehnea.  so  indst 
man  diese  in  der  oft  angezogenen  Abhandlung  yollstSndig  abgeleitet. 

Man  kann  hierauf  mit  den  neuen  Werlhen  von  i,  Ö,  &  neoe 
Werthe  von  /,  0,  ^  dimci  berechnen,  aber  kürzer  verPahi  t  man;  vor- 
a«sf?eset7.l,  dass  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  Be/.ug  aul  die 
Massen  übergeben  kann,  wenn  ouio  sich  der  Diüerenlialformelu  bedient, 
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die  ich  «08  meipor  ArUlieraD  AbiHiiidluiig  mit  RiliMQht  auf  dem  vor- 
Iktgenden  Zweck  hier  einaohallen  will.  Dorob  die  im  Vorbergebendsn 
erkllrtoo  RechniiDgeo  erfthrt  mao  die  UnterBciiiede  swiscben  den  dem 
Zeilrtome  (^1^  mikoiDmeiideo  Werihen  von  «,  i,  9,  ^,  and  beseicbnet 
man  diese  mit  di»  dlT,  d$,  dff,  so  wird  nach  früher  von  mir  eDtwid^elten 
Formeia: 

dl  »  000  M  ~  cos  ^d{^  «Dt  sin  (de^d^) 

d0  «B  --*cotg/6iQM'-l-ooseci8ia^d4fH-co8ec/cosi!'^8iiit'(d0--dO') 

W  SB  >— ooaec/ainM*^oolg/ sifl  W-t*oo8ec/oo8d^fliai(da*d(f) 

Man  kann  sich  um  so  mehr  dioser  Formeln  für  einen  längeren  Zeitraum 
bedieoeii,  da  sie  von  der  Pr»ression,  die  immer  die  grOssteo  Aende- 
rungea  hervorbringt,  uoabhäogig  sind. 


Bs  ist  vielleicht  nicht  Überflüssig ,  zu  dem  von  mir  angegebenen 

einfachen  und  wirksamen,  aber  anfunijlich  nicht  allgemein  verstandenen 
Mittel  zur  Bei  iK  ksiditigung  des  Quadrats  der  störenden  Krafle.welehes  in 
der  Verwari(lf'liiim  der  Elemente  hpsieht,  einige  Erlauterun£»en  zu  geben, 
die  sich  auf  den  Fall  beziehen,  wo  man  zugleich  mit  dieser  Yerwandelung 
mit  der  EcUptik  und  dem  Aequinox  wechsein  will.  Die  allgemeinen,  zur 
Erlangong  der  Verbeaserung  von  /,  //.  O'  diaaenden  AuadrOcIce  Bind 


m  .  cotgi^ 


=  icolgi/j^ 
dir  ».  coaec/^^  ,- 


iü  welchen  allgemein 


' p,  -  5«  jcos(f+/I)-^«coB/7|       J  8in(/4-iI) 

gi  =  ^  {sin  (/+/i)+cßin/7j  +^  cüs{/-i-//} 
p\  «  ^{eos(r+ir)-Hf'coaJ!r|-^^8in(r+17l 
qi  »  ^'isin(r-|-//')+^sin//  1+^^ cos (/- 4-/7) 
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Hier  sind  die  BezeichDungen  dieselben  wie  in  der  Abhandlung 
Nr. 799  u.  f.,  nur  habe  ich  der  BiD&ichbeii  wegen  die  dort  eioer  Aozabl 
der  TorsteheadeD  GrOfseo  anten  angebtogte  Null  hier  weggelassen. 

Ich  werde  zuerst  beweisen ,  dass  mao  in  dieaea  AnsdritekeD  ftr 

p\  und  q\  die  yon      abhängigen  Glieder  immer  weglassen  darf.  Zn 

(Ii  III  I'iuie  bemerke  ich,  dass  schliessiich  aiie  vom  slörenden  Planelen 
abhUnijigen  Glieder  sich  in  den,  im  Art. 7  der  angezogenen  Abhandlung 
mit  I',  tj\  ^  bezeichoeteD,  Coordinaten  vereinigen  und  ausserdem  io 
dem  Verfahren  zur  Berechnung  der  Störungen  gar  nicht  v<Mlcommen,  da 
die  im  Art.  8  mit  ^*  bezeichnete  Grösse  in  Bezug  auf  den  störenden  Fla» 
oelen  dieselbe  Zusammensetzung  wie  ^  hat,  übrigens  auch  voUstlndig 
eliroinirt  werden  kann.  Eliminirt  man  aus  den  dort  gegebenen  Aas- 
drttcken  fUr  |',  i/,    die  Bögen  ff  und  L\  so  bekommt  man 

=  r  cos  ff-h 77)  cos  -4- //')-4-r  cos /sin  (/•+//)  sin  (/"-l-//') 
ti  =  r  sin  (/•-h//)cos(r+/Z')— r'cosicos(/'-*-//)8in(/'-|-//') 
C'  =  f'sin/sinl/"-!-/?') 

deren  Düüarentiation  zuerst 

9t'  =  — f'siB/8in(/^./7)sin(f-|-/7)<tf 

— /  jsin  (/'+/7)  cos  {f'¥-n')—cosIcos  (/'H-y7)sin  (f+ir)}Sn 
— r' jco^i(/-h//)sin  (f  -i- //  — cos /sin  (/"+//} cos i/-f- 77  J[()// 

dr^'  —  r'sin/cos  (/^-7/)sin(/'-|-77')t)/ 

+r'jcosr/H-77)cos(/'+77')-*-cos/sin  7+//;sin  {f-t-JJ')\dn 
— r'  |sia  (/h-77)  sin    H-77')-hcos /cos  (/-h//)  coa if +n)\dn^ 

dt'  »  f'cos/sin(f +/7}d/-l-r'8io/co8(f  H-/7')d/7' 

und  nach  der  Substitution  der  obigen  Ausdrftcke  für  äl,  dll,  d£f, 

dS'  =  -r'sin/sin(/^-|-77)  |  ^^J^  co8(/'+77}+^  sin(/'+/Z)j 
-H-'sin/sintM-/?)  {^^,  cos(r+/n+el'.  (T+^j 

dij'  =  -rsin/sin(/+7/j^'^,  sin {/^+77';-^  cos (/•+//) j 
-r'ßin/cos(f+/0  l&  ^OBir+n')-^^:i.,  sin(f+ir)} 
=  «"cos(r+77'}^,+r'co8/sin(/-+/7'}^ 

cos{r+ir)+/;>in(r+/r)I 

giebt.  Die  KItminnlion  von  ^i,  qi,  p/,  gi'  hieraus  führt  schliesslich  auf 
die  folgenden  Ausdrücke; 
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(i)  j     -  -f■^^  %  sin /cos  (^H-//)^, 

Wie  oiaa  sieht  sind  in  diesen  Ausdrücken  die  von  abliangigen 

Glieder  gfinzlicb  verschwunden,  und  daher  darf  man  sie  auch  io  and 
qi  weglassen,  and  in  Bezug  auf  den  störenden  Planeten 

p,'  =  ^^jeosIT+iZO+a'cos/ri 

qt  s  0Z  Isio  {f  -hll^+e  sin  ß'\ 

seliea.  W.  z.  b.  w. 

Will  man  nvn  nicht  nur  die  Elemente,  sondern  zugleich  auch 
Ediptik  nnd  Aequinox  Andern,  so  berechne  man  die  letzt  genannte  Aen- 
demng  wie  sonst  auch  nach  den  Ausdrucken  des  vor.  Art,  aber  in  den 
Ausdrucken  dieses  Artikels,  die  sich  auf  die  Aendentng  der  Elemente 
beziehen ,  setze  man ,  wenn  die  periodischen  Brcilenstörungen  des  stö- 
renden Flaueleii  ubergangea  werden  sollen, 

p{  »  0.  qt'  =  0 

da  die  Sacularfluderungen  der  Lage  der  Bahn  dieses  Planeten  schon  in 
den  Ausdrucken  des  vor.  Art  inbegriffen  sind.  Will  man  die  periodi- 
schen BreitenstOmngen  des  stilrenden  Planeten  mit  berücksichtigen,  so 
kann  man  in  Betracht  der  Kleinheit  der  EKcentridtaten  dieser  Planeten 
statt  pi'  SS  0  und  7/  =  0 

Pj'  =  t's  cos{f+n'},  qi  =  rV  sin{f+/Z') 

setzen,  wo  «'  die  periodischen  BreitenstOruogen  bedeuten.  Es  wird  je- 
doch kaum  je  der  Fall  eintreten,  in  welchem  dieses  nOlhig  wSre, 

37. 

Sollen  bh»  die  Elemente  geändert,  die  Ecliptik  nebst  Aequinox 

hingegen  unverändert  gelassen  werden ,  so  fdlit  selbstverständlich  die 
Rechnung  nach  den  Ausdrücken  de>  An.  35  weg,  aber  dann  niUssen  in 
den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  Im  pi  und  q^'  ilirc  vollständigen  Werthe 
sulistituirt  werden;  diese  kann  man  für  jedeo  Planeten  ein  fUr  alle  Mal 
angeben.  Da 

p       sm  t  sin  (o  — Of,) 

^  =  sin»  cos (0'— 60')— sin»,' 
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09 


und 

pi  B  — p'eos  1/^+7' sin  1^ 

siud,  80  werdeD  auch 

^  Ä  «-co8^UDt'd^*«-mD^*'-i-rVG08(f-4>/r) 

SS     sin  tp  sin  t'<t^ +cos  ^pdi+r's  sin  {f+n") 

WO  wieder  «'  die  periodischen  Brei[t>n5:tr.rungeo  sind,  und  di'  uaddtf 
sieb  auf  eine  unveränderliche  Ech'ptik  beziehen  müssen.  Letztere  er- 
geben sich  aus  den  Ausdrttdcen  des  Art.  39,  nemlich 

AT  s  m(<— O+|oBin0^-i-/f  cos0'j((— 4) 
aintW  SB  sinf  (n— t^i)(<— lo)-|-oo6j' jacoa«'— /9sin^)(l— fi) 

wo  tn  und  n  die  labulari.schen  jahrlichen  Aenderungen  der  Neigung  und 
der  Kooleu  der  Planetenbaiin  siiid.  Ich  finde  aus  den  Tafein  (ür 

Saturn,  m  »  — 0"1546.  n—^i  =  —  tir4346 
Jupiter      =  —0.2261  =  —15.7768 

Man  —0.0243  a  —29.9440 

(md  hiemit  ergiebt  sich  fbr  dieselben  drei  Planeten  der  Reihe  nach 

s\n  i'd(/  =  —O^iaS 6 ((—/„);  dC  =  -f-0'OG(iO  (i— g 
sintW  =  +0.0929(f— 0;  =  — 0.1004  (^—g 
simW  =  —0.3328  rff  =  — 0.294G(/— („) 

WO  die  Zeileinheit  wieder  ein  Juh'anisches  Jahr  ist.  Man  erkennt  hieraos 
wie  gering  der  Einflura  ist,  den  diese  Grossen  auf  den  Betrag  der  Stö- 
rangen  ausüben  können. 

38. 

Ich  mache  noch  darauf  aufmerfcsam,  dass  man,  wenn  man  die  Ele- 
mente gar  nicht  verwandeln  will,  den  Theil  der  Wirkung  des  Quadrats 
der  stOfenden  Kraft  auf  die  Ck)niponeBten  derBelben,  welcher  von  den 
BreitenstOroDgen,  sowohl  des  gestörten  wie  des  störenden  Planelen  her- 

rührt,  zu  jeder  Zeit  durch  die  Ausdrücke  (A)  des  Art.  36  vollstlndig  be- 
rücksichtigen kann,  zu  welchem  Ende  nmu  aus  dem  vor.  Art, 

s  r'A'«iB(/*-|./r-tfl— /siotWoostf-H-//— Ö)-l-rV 

findet,  in  welchem  dieselben  Werthe  von  ft"  und  sintW  anzuwenden 

sind.   Den  übrigen  Theil  dos  Quadrats  der  slOrenden  Kraft  berUcksich- 
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tigt  niao ,  wie  ich  frUber  erUürl  habe ,  uach  Maassgabe  der  slreageo 
GleichuogeD 


sind.  Die  Verwandclung  der  Elemente  ist  aber  jedenfalls  viel  kiirzcr 
und  übt  vollständige  Wirkung  aus.  Die  Verwandclung  seihst  kann  man 
innerhalb  einer  Stunde  ausfuhren,  wenn  man  sich  mit  den  Formeln  dazn 
vertraui  gemacht  bat,  and  hierauf  bat  man  immer  nur  kleine  Störangs- 
gliedfir  zu  berechnen,  wahrend  man ,  wenn  man  die  Verwandelong  un- 
terHsst,  endlich  fortwährend  grosse  Stömng^glieder  tn  berechnen  hat. 


39. 

Ich  will  noch  schliesfllich  zn  meinem  hier  in  Rede  stehenden  Ver» 


fahren  zwei  Bemerkungen  ernscfaalten ,  deren  eine  sieb  auf  die  Berech- 

nuiii^  von  /,  0,  ^aus  i,  i\  0,  0'  bezieht.  In  der  angezogenen  Abhand- 
lung habe  ich  diese  durcli  die  Gaussischen  trigonometrischen  Relationen 
bewirkt  ,  man  kann  sich  abor  auch  der  folgenden  dazu  bedienen.  Man 
rechne  zuerst  die  Bügen  q  und  r,  so  wie  log  sin  p  und  log  cos  p  aus  den 
folgenden  Gleicbongen, 


WO 


cosp  sin  9  as  sin  t'  coa  (0^0) 
cospcosg  =  cost' 
cosj»  sin  r  s  oost'  sin  (0^(f) 
cosp  cos f  8        cos  (tf— fl^ 

sin  p         =s  sin  V  sin  [6 — ff) 


worauf  man  1,  0,  iP  durch  die  folgenden  bekommt, 


sin  /  sin  0       sb  sin  p 
sin  /  cos  4^      w  oosp  sin  (t«g) 
sin  /  sin  (iP'— r)  s  sin  p  cos  [i^q] 
sin  /  cos       r)  =    '  sin  (1—9) 

cos  /  SS  cos  p  cos  (t— 9)* 


Digrtizeij  Ly  <jOOgIe 


464  P.  A.  HmSBii.  ptt 

Die  Bögen  ^  and  r  nnd  immer  so  zu  bestimmen,  dass  cos  p,  oad  0 
und  *P  so,  dass  immer  siD  /  poBiUv  wird,  wodurch  die  Quadraoteb,  in 
welchen  diese  vier  Bögen  zn  nehmen  sind,  vOUig  bestiainit  werden, 
wBhrend  bei  der  Anwendung  jener  Formeln  in  Bezog  aof  ^  nnd  9 
wohl  zuweilen  ein  Zweifel  entstehen  tonnte.  Als  Beispiel  der  Anwen- 
dung der  vorsiebenden  Ausdracke  soll  das  der  Abhandlung  dienen. 
Gegeben  sind  also  hier 

*  =  7«8'26'5;  i' =         46"S;  tf-ö' =  4« U' ö«* 
nnd  biemit  erbalt  man 

s.ttui 

togoocr  «  •.Mttl 
•  witi 


log  cos  (fl- 

a.iMsa 

loK  8ini' 

8.IM«T 

log  6in  (ö- 

0') 

8.MMI 

lof»  cos  l' 

9.Mt«9 

log  lg?     «  8.3r,H99 

log  siap 

7.«»f1 

f     B  40  4S'  SS^S 

s  S  4«  St.» 

loseosy 

loK  sin  (i- 

■91 

9.M»« 

7.St97« 

log  cosp 

0 

log  008  •^    =  9.99994 

log  cos  \i- 

■9) 

9  99775 

9.00699 

log  sin  j) 

7.sa»7i 

log  Ig  4k    m  «.fügt 

log  cos/ 

4k  »  ««gT'tl« 

tOgtgr     s=  K.S707i 

r    •  40  4  V  4«" 


7.99746 

log  COS(V'-r)  =  9  99994 
9.0069» 

logtg(V-r)    «•  «.iS«M 
V*-r  —  •»  II'  T 
*P  «  8  44  SS 


logiin/  a*  «.MOg 
/  «  I«  48'  88* 

mit  der  Abhandlung  ftbereinstimmend. 

40. 

Die  andere  Bemerkung  betrifft  die  beiden  indireclen  Integrationen, 
die  in  meinem  Verfiibren  vorkommen ,  nnd  von  welchen  ich  hier  zeigen 
werde,  dass  sie  sich  In  directe  verwandeln  lassen.  Nehmen  wir  die 
Differentialgleichung 

des  Art.  8  der  angezogenen  Abhandlung  vor,  in  welcher  ich  zur  Abkür- 
zung hier 

geseUl  habe.  Bez  i(  Ii  *  t  mm  nun  hier,  gleicliwie  in  der  Abhandlung, 
durch  ein  der  Funciioii  \  lu  iicsotztos  N  das  Verfahren  der  inochanisehen 
Quadratur,  wodurch  das  Inlo|:;ial  erhalten  wird,  so  bekomujen  wir  aus 
der  vorstebeoden  DiObrentialgleichiini;  zuerst 

w  =  — SSaw+SSG 
und  subsiituirt  man  diesen  Werth  von  w  in  die  rechte  Seite  der  Diffe- 
rentialgleichung, so  wird  diese 
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deren  lategration 

w  »  SSG—SSftSSG-hSSuSSfM 

giebt.  Darch  Fortoetziing  dieses  Verfahrens  erhsit  man 

«•  =  SSG^SSfiSSG'*-SS^SSijSSG  —  SS^SSfiSSfiSSG±elc. 

durch  welche  die  iodirecte  lotegratioD  in  eine  direcle  verwandelt  worden 
ist.  Um  diesen  Ausdmclc  anwenden  zu  können,  ist  erforderiich,  dass 
die  onendliche  Reihe,  die  er  bildet,  convergtre,  und  man  kann  immer  das 
lotarval  zwischen  den  zu  berechnenden  Wertfaen  vod  G  so  klein  annefa- 
meo,  dass  dieses  der  Fall  ist  Wenn  die  Reihe  schwach  convergtrt,  dann 
tsl  aber  ihre  Anwendung  zeilraubender  wie  die  indirecte  Integratioo, 
die  daher  in  diesem  Falle  vorzuziehen  ist.  Die  Gonvergenz  dieser  Reibe 
nimmt  immer  ab,  so  wie  die  Werlhe  des  Intecrals  grösser  werden ,  und 
es  ist  daher  von  keinem  Voriheil  sie  diirchi^ehends  anzmvrndf'n,  nher 
Air  die  ersten  Glieder  des  Integrals  kann  sie  mit  Nutzen  angewandt  « 
werden.  Um  diese  Art  ihrer  Anwendung  zu  zeigen,  will  ich  die  zehn 
ersten  Glieder  von  w,  des  der  angezogenen  Abhandlung  beigeftigten  Bei- 
spiels darnach  berechnen.  Man  bekommt  Ibr  die  beigesetzten  Zeiten 


SSO 

SSfiSSG 

SSfiSSftSSÖ 

SSftS^iSS/iSSO 

1853    Aug.  21 

8.5133 

-h  1.73 

0.00 

0.00 

0.00 

Oct.  2 

8.:)280 

1.51 

0.00 

0.00 

0.00 

Nov.  13 

8.5  i  56 

11.49 

0.08 

0.00 

0.00 

Dec.  25 

8.5fi56 

25.11 

0.58 

0.00 

0.00 

1854  Febr.  5 

8.Ö874 

34.29 

1.98 

+0.03 

0.00 

Harz  f9 

8.6105 

-1-  29.49 

4.67 

o.n 

0.06 

April  30 

8.6338 

—  0.16 

8.48 

o.u 

-»-0.01 

Juni  14 

8.65Gi 

66.42 

12.12 

1.1 1 

0.04 

Juli  23 

8.6772 

181.31 

12.53 

2.31 

0.13 

Sept.  3 

8.6950 

—355.96 

+  4.05 

-h4.08 

-1-0.33 

und  hiemit  durch  den  obigen  Ausdruck,  für  dieselben  Zeiten, 

«  B  +  1.7 

1.5 
11.4 
24.5 
32.3 
-h  85.0 
—  8.2 
77.5 
101.7 
—356.3 
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mit  der  Abhandlung  bis  auf  bOchatens  0,1  QbereinfittmmoiuL  Ba  venteht 

sich  von  selbst,  dass  das  Integra),  welches  giebt ,  eben  so  behandelt 
werden  kann. 


Zusatz  III. 
41. 

Es  sollen  hier  die  AusdrOrke  abgeleitet  werden,  durch  welche  ich 
die  Coefßcienten  der  Bedingungsgleichungen  des  Art.  12,  und  die  dort 
angegebeoeo,  durch  Fehler  in  den  aagewandten  SonnenOrtem  bewirkte, 
Verbesserungen  der  völlig  bekaonleo  Glieder  dieser  Gleichungen  be- 
rechnet  habe.  Bezeichnet  man  mit 

r  den  Radias  Tector  einee  Planelen  oder  Gometen. 

* 

f  die  mhn  Anomalie  deaselben, 

X  den  Winkel  twiachen  dem  Peribel  und  der  positiven  JAdue  in 

der  idealen  Bahnebene, 
0  den  Bogen  in  derselben  Ebene,  von  denselben  Achse  bis  zum 

ao&leigenden  Knoten  auf  dem  Aequator  (oder  der  Bdiptik), 
*  die  Neigung  derselben  Ebene  gegen  den  Aequator  (oder  die 
Ecliplik], 

S  die  grade  Aufsteigung  (oder  Ltingc)  des  aufsteigenden  Knotens, 

dann  kann  man  zufolge  der  ersten  Abhandlung  tlber  die  absolulen  Stö- 
rungen der  kleinen  Planeten  die  rechlwinkiichen  holiocentrischen  Coor- 
dinaten  des  Planeten  in  Bezug  auf  den  Aequator  (oder  die  Eciiptik)  Jarch 
diese  Grössen  auädrlicken.  Seien  diese  Coordinalen  x,  y,  z,  so  wie  die 
beliocentrische  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  (oder  Lftiige  und 
Breite)  des  Plauetea  a  und  d,  dann  wird  zuerst 

X  B  rcos^cosa 

ff  as  r  cosdsio  M 

%  =  rsin«^ 

aber  wenn  man  ausserdem ,  wie  im  Art.  7 ,  die  Summe  der  planetari- 
achen  Störungen  der  Abweichung  des  Planeten  mit  •  bezeichnet,  dann 
ist  mit  hier  aasreichender  Genauigkeit 

oos^sin  («— ^  ■*  cos  «in         o)— ftgt 
OOS  ^cofl  (a~0)  cos  (f-hx**«) 

sin  ^  SB  sin  isin  (/'-l-x— <r)H-« 
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die  Sabititiilaoii  giebl  daher 

X  »  rooB(/''<f»x^tf)c€8tf— r8ia(/'-hX~<r)8iii  9oo8«<+>rwtgtgiD 
f  a  rco6(/'-i-x— <r]Bhi  tfH-f  sin  ^ 
f  «■  rsin  o)sin  t  +«. 

Die  Veründerunijen  von  a  und  0  sind  zufolge  der  angezonencn  Abhand- 
lung nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  unlcrlicgcn  der  Bedin- 
gungsgleichung da  =  cosidd,  da  wir  oua  hier  den  Zuwachs  iigend 
einer  Grösse  durch  ein  derselben  vorgesetztes  ^  bp7cichnpn  werden, 
so  haben  wir  nach  den  weiter  unten  vorkommenden  Differentiationen 

J9  B  €08  iJS 

za  setzen. 

Die  vorstehenden  Ausdrucke  setzen  einen  festen  Aequalor  (oder 

eine  feste  Ecliplik)  nebst  zugehörigem  Aequinox  voraus,  aber  dem  Vor- 
liergehenden  zufolge  ist,  um  sie  auf  den  gleichzeitigen  Aequalor  (oder 
Ecliplik)  nebäl  zugehün^em  Aequinox  zu  beziehen,  nichts  weiter  nö- 

tbig,  als  i-l-^  etati  t»  x^a-M?  Btatt  x— <r»  und  0«fA  statt  6  zn  schrei- 
ben, wod  dieses  soll  unten  gesehehen.  Bs  soU  femer  zor  Abkttrsung 

;f-(,=:7r-ö  =  <o,    und  1+^  =  (O 

gesetzt  werden,  wo  n  die  grade  Aufsteigung  (oder  Lange)  des  Perihels 
bedentet. 

4i. 

Bezieben  wir  von  nun  an  alle  betreffenden  Grossen  ausscbltesriich 
aof  den  gleichzeitigen  Aequator  und  das  zugehörige  Aequinox,  und 

nennen 

d  die  Entfornuog  des  Pianeten  oder  Comelen  von  dem  Mittelpunkt 
der  Erde, 

a  die  geocentrische  grade  Aufsteigung, 
if  die  geooenlrische  Abweichung  desselben, 

und  beseicbnen  die  jenen  parallelen  rechtwinkliofaen  Coordinaten  der 

SoMO  nll  j^i ,  yi ,  zi ,  so  werden 

d  cos  d'  cos  n  = 

d  cos  d'  sin  a  «  t/'^yi 

d  sin  9  z^Zi . 
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Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  giebt,  wenn  die  Sonnencoortli- 
natea  vorläufig  constanl  augcnoimncn  werden, 

JA .  cos ^'  G08 a—dJi(,  müd'  eoA  a^dja.  cos sin  «  =  J% 
Jd .  cos  ^  sin  u—djif,  sin    sio  u-^dJvi,  cos oOs a  k  ^ 
.  fiin  If        '^dJIf.  cosd'  M(  ^ 

woraus  durch  die  Elimination 

dJd,  OOS  ^'  H  —Jx .  sin  a'-4-^ .  cos  » 
d^d*         »  — ,  sin  4^  cos  a—Jjf .  sin  ^'sin  a-t-Jz .  cos  ^ 
^    Jx,  cta^  cos  « cos  sin  a^^Js ,  sio 

folgi. 


43. 

Bei  der  DifTerentialioo  der  Ausdrtlcko  des  vonror.  Art.  der  Coordi- 
naten     y,  %  in  Bezug  <inf  die  darin  enibaltenen  Elemente  ist  vor  Allem 

zu  bemerken,  dass  die  Veränderungen  der  letzteren  so  klein  angenom- 
men  werden,  dass  sie  auf  den  Betrag  der  Störungen  keinen  irgend  wie 
merklichen  Einfliiss  aussei  n  k  imeu,  und  es  dürfen  daher  die  Störungen 
als  unveränderlich  betrachtet  werden.  Da  femer«  immer  klein  ist,  so 
darf  man  bei  den  Difterentialionen  in  Hezug  auf  i  und  0  die  beiden  Pro- 
ducte  «  tg » cos  0  und  s  tg  t  sin  B  unverändert  lassen  ;  die  Berücksichtigung 
der  Veränderungen  dieser  Glieder  wurde  die  CoeflScieoten  der  Bedin- 
gungsgleichungen nur  unliedeotend  andern,  übrigens  ist  die  Zuziehung 
derselben  io  eioem  extronen  Falle  mit  gar  keinen  Schwierigkeiten  Ter> 

banden,  nur  mnssman  in  diesem  Falle        sin  t  cos  ^  und  siotsintf 

schreiben,  und  jeden  Falls  a's  constant  betrachten.   Da  unter  den 

zu  bestimmenden  Yertiesserungen  der  Elemente  auch  die  der  Masse  m' 
des  störenden  Körpers  mit  aufgenommen,  und  mit  ^um'  bezeichnet  werden 
soll,  so  ist  bei  den  DilferentiatioiieD  auch  darauf  Blicksiebt  so  nehmen. 
Der  Strenge  nach  müsstea  die  Störungen  zweiter  Ordnimg  den  Factor 
%^  bekommen,  allein  in  Betracht  der  Kleinheit  dieser,  so  wie  in  der 
Voraussetzung,  dass  auch  /•  klein  aosfollen  wird,  kann  hievon  ohne 
Nacbtheil  der  Genauigkeit  abgesehen  werden.  In  Folge  dieser  Bemsr- 
kungen,  so  wie  der  schon  im  Art,  41  aa%est6Uteo  Bedingungsgleichong 
bekommt  man  leicht 
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Jz  SS  ^rJ{f-i-x)  \  siti(/+  fj-h /,)cos(Ö-»-A)-|-cos(/'-|-w+»j)  sm(ö-»-A)cos(i) j 
*    -i-Jr  ]  cos(/"-|-a)-f-ry)cos  (0-*-?.)  —  sin  (/4-»4-i[f)cos(ö4-A)cos(»)  j 
-♦•r^sin  sin  (Ö4-A)  sin  (i) 

— r^ö  cos  if-hn-^ti)  Sin  (tf+A)  sin  *(») 

Jif  =  — rz/(/4-;f)|siD(/4-o)4->^)sin(ö4-A)--cos(/'-|-«+;/)cos(fl+A]cos(i)| 
H-^r  ( cos{/'-l-(ö+j;/)sin  (ö+A)+8in(/'+(«)+J2)  cos(ö+A)  cos  (»)  j 
— r^i  sin  {f+a-hij)  cos  (Ö+A)  sin  (i) 
-l-r^Öcos  (/-*-w-i-/^}cos(Ö-l-A)8in*(i) 

^j^ÖM  (/-htt-i-^)  «D  (t) 

-l-r^«D  (fH-o-l-i^)  008  (f) 

— r^tf  (cos  sm  (»}  cos  (t) 

wobei  zu  bemerken  ist ,  dass  die  von  den  Störungen  der  miltteren  Ano- 
malie ood  des  Logarithmus  des  Radius  Veclors  abhaogigen  und  mit  fi 
mtdtiplidrlea  Glieder  hier  noch  in     und     implicite  enthaKen  sind* 

Die  SubstilatioB  der  vorstehenden  Ausdrucke  m  die  (Ur  und 
Ji'  des  vor.  Art.  giebt  nun 
iwiffJd  K     r^+x)|8in{/4-w-#-?;)sin(a  — Ö--A)-l-cos(/+»+^)cos{a— tf— A)cos(i")| 
^Jt  { cos  (f-h  w+jy)  sin  (oe^ — tf— A)—  sin  {f+o+tj)  cos  (« — 0~A)oos(t}  | 
— rätsln  cos  («'— ö — A)  sin  (t) 

■+-rJOcos  {f-h(o-\-tf\ cos  {u — Ö — A)  sin  ^(t) 

(^<)     W  («'-Ö-A) 
iL/il'  »    r//(f-l-x) { cos (/^-«-h9)sio  (i) cos<»' 

•^[siD  (/'-hw-l-i;)  eos  («'— 0— A) —cos  (f-hw+ti)  sin  (a  — 0«A)  cos  (t)]  sin  [ 

I  sio  (f'^w-^)  sin  (i)  cos  d' 
—[cos  (/'4.e9*4H7)cos(a'— 0»A)+sin  (/'+a)H-);)8io  A)co8(t)]shi^'| 

I  OOS  (4  cos^'-hsin  (f>in  sin  («  «-0^A}  |  sinCf-hM-H) 
— r//d  I  OOS  (t)  cos  ^ +-sin  (t)  sin  ^'  sio  («  — Ä — A)  |  cos  {f^v+rj)  sin  (i) 

+ftr        i  cos (f)cosd'H-8in (»^sin d'  siQ(«  — Ö— A) | 

Die  Enlwickelung  von      werde  ich  unterlassen,  da  diese  Aenderong  zu 
den  hier  beabsicbliglen  Zwecken  niciit  erlordeHich  ist. 
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44. 

Die  eben  erhaltenen  Ausdrucke  iassen  sich  durch  Einfülirung  von 
Hulfsbögen  sehr  vereinfachen.  Beettnunl  man  jp,  P»  «,  V,  9,  Q  durch 
die  folgenden  Ausdrucke, 

cosf»  sin  F  s        sin  («— 0— 
cos  p  009  P  B  OOS  (1)  coe  <A) 

sin  p  sin  (t)  cos  («' — 6 — A) 

cos  u  sin  t/  =  sin  d'  am  [u—O'^k) 

cos  uco&lJ  =  cos  df* 

sin  M         =  sin  d'  cos  («' — Ö — A) 

cos  7  sin  0  =  sin  u 

cos  q  cos  0  =  cos  «  sin  ((t) — f/) 

sin  9        =  cos  tf  cos  ((1) — 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  die  Bögen  p,  u,  q  selbst  nicht  zn  suchen 

brau  eilt,  da  nur  ihre  Sinusse  und  Cosinusse  gebraucht  werden,  so  gehen 
die  un  vür.  Art.  erhaltenen  Ausdrucke  in  die  folgenden,  wesentlich  ein- 
facheren tiber: 

^^cospsin 

.  f  sinji  sin 
-f-^i9 .  r  ski  p  cos  (Z^- wH-q)  sin  (t) 

d^<>'  s     ^(/H-x).rcos  9C0s(/*+ö)H-i;j — Ö) 
cos  ^  sin  (/"+ö)+»/— 0) 
.  r  sin  9  sin  {f^h^'t-tj) 
•^^^ .  r  sin  9  cos  (f-hw-f^f)  sin 

in  welebe  die  0ilferaDliale  der  eilipliscben  EleoMste  eiaxnfilbmi  sind. 

45. 

Die  Theorie  dor  Bewegung  giebl  ait  lUloltsiGfat  anf  die  hier  sttiu 
findende  Form  der  Sittrungea 
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wo  wie  immer  näz  und  vr  die  Störungen  der  mittleren  Anomalie  und 
d(  Iladius  Veclors  sind.  Statt  f  muss  nuui  in  diesen  Auitliücken  /^ver- 
stehen, icli  durfte  aber  das  Unlerscheidnngszciciicn  weglassen,  weil  in 
allen  vorhergehendenAusdriickennuch statt  f  verstanden  werden  muss. 

Die  Substitution  dieser  Ausdrtlcke  in  die  im  vor.  Art.  erhaltenen 
bringt  iD  den  Coefficienten  der  Aenderungcn  der  eiliptiflcben  Elemente 
Glieder  zodi  Vorschein  die  mit  v  multipliciri  sind ,  aber  aus  demselben 
Gmnde,  ans  welchem  oben  die  Aenderuqg  der  Glieder  #  tg  t  cos  and 
f  Ig  t  sin  0  weggelsssen  wurde ,  darf  man  aoch  diese  weglassen ,  deren 
ZaziehuDg  ttbrigens  keine  Sehwieri^eiten  darbietet.  Bs  ist  noch  hiebei 
SQ  beroerheii,  dass  bei  dem  hier  erklärten  Venbhrea  die  giiOaaten  Sto- 
rungeo ,  nemIkA  der  Werth  von  ndb.  in  den  Coefficienten  vollstBndig 
berücksichtigt  wird,  und  nur  die  Werthe  von  v  und  s,  die  immer  viel 
kleiner  sind,  ubeigaugen  werden.  Führt  man  nun  de«  vorstellenden 
Bemerkungen  gemäss  die  SubsUUilion  aus,  und  berücksichtigt  dabei  die 
Gleichung 

t  Jn 

•  ™       •  f» 

SO  bekoniiiii  man  nach  einigen  leicblen  Reduclionen,  und  wenn  man  zur 
Abkürzung 

«         f  cos  p       r       r  aip  p       ^       t  »C<>6»" 

*  «  — f— •  •    ««y — 5 — 

■  «         r  cos  9         II        r  sin  ^ 

*  ~"  ~ir~ »   *  ^  ~i~ 

Ai^  -55^.^ .cos(/4-«+9— J^4-Äf .i«9Cos(w+^-/^ 

Äi  =  -^3~sin/'cos(/'+co-M^— /*)— A^cosysin(w-i-f^— 

A4  =  hco8{f+(ji>+ti—F) 

At  =  sin 

At  =  jbcos(f-4-»-l-i})8in(t) 

ifs  AiiiÄi;+Äsin(/'+«+j^— P)»'— ^(ji-,) 
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^  ^  ^8in/'cog(/+«+^— 0)— *'ycb898in(ö)H-jy— (?) 

^4  s  Ä' COS  (/"-+■  W-+-/^-—(^} 

JJe  =  —k'  cos{f+(a+ii)sin{i) 
seist, 

cos  ^  Ja  Ä  Ai^c+-42^n+^.r/<3p+<4*^;f+i4s^t+yl6^Ö-l-i47^ 
vvomil  die  aualylischen  EolwickeiuD^eo  ausgeführt  sind. 

46. 

Wenn  die  ExcenlriclWl  des  IIa  liefen  nicht  sehr  gross  ist,  so  leiden 
die  beiden  eben  erlidltenen  AusdnK  in  ihrer  Anwendung  an  dem 
Uebelstaüde,  tlass  die  Coefficiciitf  n  Ii  mnl  A.,  so  wie  /i,  und  Bt  nahe 
gleich  gross  werden  und  dasselbe  Zeichon  ciii  ilteü.  Es  wird  dadurch 
mtthsam  die  Werthe  von  .  /c  und  ./x,  durch  die  Auflösung  einer  Reihe 
solcher  Gleichungen,  abgesondert  von  einander  richtig  zu  erhallen,  Mao 
vermeidet  diesen  Ucbelstaod  dadurch,  dass  man  statt  Je  die  Vcrbesse- 
nnig  der  milUerea  Lange  zur  Zeiiepocbe  einfilbrt,  und  man  braucht 
diese  nicht  streng  zu  wählen,  sondern  es  googt  eine  dieser  beilau% 
gleichkommende  Grosse  einzußibreD,  wenn  nur  die  Beziehongen  so  ge- 
wählt werden,  dass  die  Strenge  niehl  verletzt  wird.  Nennt  man  die  ein- 
zuführende Grosse  Jl,  und  setzt 

Je  =  Ji^J%  cos  9 
Ai*  =  -4«— A|  cos  9 
B^  j=     — B\  cos  9 

dann  gehen  die  Ausdrucke  des  vor.  ArL  in  die  folgenden  Uber 

Jlf  K  BxJi'¥B%Jn^h%J^hfJtr^1i,^i%^B%J^^B^ 

die  zur  Anwendung  weit  geeigneter  sind  wie  jene.  Die  Coefficienlen 

A4  und  Bx  erhalt  man  durch  die  vorstehenden  Ausdrucke  nur  mit  ge- 
ringer Genauigkeit,  wenn  man  nicht  A| ,  A4 ,     ,  B^  mit  einer  grüssereo 
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Anzahl  voo  Decimalcn  berechnen  will,  wie  ausserdem  nöthig  iat,  aber 
man  kaDO  auch  dieae  Uabequemlichkeit  vermeiden,  wenn  man  die  ana- 
lytischen Ausdrücke  jener  entwickell.  Diese  findei  man  aus  dem  Vor> 
heimgehenden  leicht  wie  folgl, 

A4*  SB  — cos /"cos  (/+w-#-i5^—/^—Ätg  »9  cos  (/■-!- W+3g—i^ 
— A  ^sin  ^cos  (w+jy — jP) 

— A'^  sin  (p  cos  {(o+rj — Q) 

wozu  bemerkt  werden  kann,  dms  die  bctdca  dritten  Glieder  sich  aus 
den  beiden  zweiten  Gliedern  der  AusdrOcke  Air  Ai  und  Bg  durch  Multi- 
pUcatkMi  mit  «»eoa  f  ergeben« 

47. 

Hat  man  nun  durch  die  Auflösung  einer  Reihe  von  Gleichungen, 
wie  die  oben  abgeleiteten,  die  Werlhe  der  Unbekannten  ^l,  Jn^  etc. 
gefunden,  so  wird  veraiOge  der  Gleichung  Je  =  Jl — cos 

und  vermöge  der  Gteichungen  Ja  v  cosiJß»  und       =  9, 

Jii  =  Jx+isin^^i.JO 
aus  welchen  die  Verbesserungen  der  mittleren  Anomalie  zur  Zeitepoche 
und  der  graden  Au&leigung  des  Perilicls  hervorgehen.  Fttr  i  kann  man 
hier  das  Mittel  aus  den  vorhandenen  Werthen  der  (t)  setzen,  ttberhaupl 

aber  ist  die  Verbesserung  von  t  durch      io  den  hier  erklärten  Bech~ 

nuogen  von  weil  geringorom  Belang,  wie  die  Verbesserungen  von  lo  und 
0  durch  Tj  und  ;  in  vielen  Fallen  wird  man  jene  Ubergehen  kOnnen, 
obgleich  diese  nicht  übergangeu  werden  dürfen. 

Nach  den  hier  abgeleiteten  Ausdrucken  sind  die  Coeffidenten  der 
Bedingungsgleichungen  des  Art.  12  berechnet  worden,  und  es  erwiesen 
sich  dabei  die  von  r  und  «  abhttogigen  Glieder  der  Goefficienten  Aj  und 
Bi  so  klein,  dass  ich  mir  erlauben  durfte,  in  jedem  der  tetzleren  blos 
das  erste  Glied  zu  berOcksichtigen. 
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Sehen  wir  jetzt  die  rechtwinklichen  CoordiDalon  des  Planeten  oder 
Cometen  als  conslani,  und  dabingegea  die  der  Sonne  aU  veränderlich 
aD,  dann  wird  auf  Aholiche  Weise  wie  im  Art.  42 

dcos  d'  Ja  =  — sin  d-\-Jyv  cos  d 

djd'  SS  — sin^'cosce'-h/^isin^'sina +^2fC084}'. 
Bezeichnet  man  aber  mit  O  die  wahre  tiopifiche  Sonnenlttoge,  mit  B  die 
Sonnenbreite,  mit  h  den  Radius  Veclor  der  Sonne,  und  mit  a  die  mhn 
Schiefe  der  Ecliplik,  so  wird 

jfi  as  Jlain  0  cos     JUI  sin  « 
2i  9  Ada  Gsin  a-^BAcosa 
woraus  man,  wenn  in  den  Goefficienten  von  JR  und  Jt  die  kleioeoTW 

B  abhängigen  GKeder  weggelassen  werden,  die  nie  merkliche  Wlriouig 
äussern  können, 

Jxi  =  — iL/0  sin  Q+JRcos  O 

Jtj^  =  RJQ  cos  Q cos a-hJRüinO  C0S6 — ItJBs'mf — i?^*sinOsin; 
Jz^  =  RJQ  COS0  sinf-*-./Äsin©  s'm^-i-llJßcose+JUi^nQ  cose 
zieht,  deren  Subslitulion  in  die  vorslchemlen 
dcoaä'Jd  =  iL/O  I  sin  O  sin  a'+cos  0  cos  t  cosa  | 

— ^/f|cos0  sina  — sin©  cos«cofia'j 

—Jttf/jß  sine  cos« 

— IL/esin  0  sin  «  cos  u 
dJd'  SS  fi^j/0jcos0sineco8(V'-h[siQ0cosa'— cos0sin«'coSf]siD()'| 

-|*^A{sin0sin  «cos     '[cosOcos  a'+sinOsin  acosi]Bmi\ 

't'RjB  I  cos  «  cos  ^H-sin  «sin  d'  sin  a } 

+RJtalü  0  I  cos  a cos  ^'-hsin e cos  «f 'sin d\ 
giebt.  Setzt  man  hier 

cos  p' sin  F  s  sin  d 

COSp'  008  i*^  SS  cos  d  COB  6 

sin  p  =i  Cosa  sin  a 

OOS  u  sin  V  s  sin    sin  » 

cos  u  cos  i/'  =  cos 

sin  w'  »  sin  d'  cos  «' 

cüs  f/'  sin  Q'  =  sin  w' 
cos  ^'  cos  Ö  =  cos  u'  sin  (f — ü') 
sin  =  costt'  cos(«— t/'j 
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so  ergiebl  sieb 


4-^(Iog.br.l2)4co8p'8iB(0*/O  • 

— ^  sin  p' 


«06165" 

ir 


W{l()g.br.Ä)|co8g'an(©-0')  .ii^" 

-1-^«  ^nnq*  sie  0 
wo  If  ddD  Modul  d«r  Bnggiflchen  Logarithmen  bezeicboet,  und  folglicb 


log  ^»8.6766—10 
ist,  wenn  die  siebente  Decimale  des  log  R  als  Einbeit  angenommen  wird. 


Nach  diesen  Ausdiüekcn,  von  welchen  im  vorliegenden  Falle  blüs 
die  init  /0  niultiplicirtcn  Glieder  in  Relrachl  k;imen,  sind  diejcnigCD 
VerbesücruDgen  der  völlig  bekannten  Glieder  dei  lk'dinf,'uni;sgleichiin- 
geo  des  Art.  1 2  berechnet  worden,  die  voa  deu  Fehlem  der  vorher  an- 
gewandten SonnenOrler  herrühren. 


Um  die  hier  entwickelten  Ausdrttcke  durch  ein  Beispiel  zu  eriaa* 
tein,  will  ich  zuerst  die  Coeffidenten  iii,  0i,  elo.  für  die  Zeit  des  im 
Art.  1 4  au%e8lellten  Rechenbeispiels,  nemlicb  (br 


berechnen.  Die  Daten,  die  aus  diesem  Beispiel  und  den  vorangebenden 

Elementen  der  E^eria  zu  enlDchmcn  sind,  sind  die  folgenden. 


49. 


1862   Sept.  21.5   m.  Z.  Berlin 
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«S  53.28,        «•«•i;  s  10S  6»  14, 

~837o"5»'4l7  /■  =  S30" 

12.724.  n  =»  318884", 

9.M5I7I»  logCM^»  9.98lft* 


logd 

los  r 
Jog  a 
lof  itii  7 


0.48«»7. 
0.4H08. 
1t. 94000, 
9.999IB, 


subtr.  log 
log  SID  i 

logaiQ  (0 
log  CO«  (4 


«.  MM« 

-24 
9.71(11 


9.*8(M 
9.90U1 


und  hiemit  bekommt  man  zuerst 


|OgOM(<] 

log  cos  («'—0—1) 
log  »in  (i) 

log  sin  («'— ö— i) 
log  cokP 

togtgJ» 


w+f— P 

log  »in  p 
logr:* 

lop  cos  p 

log  h 

log» 


9.90147, 
9.9674t, 
9.78400 


■  1»  .')73T*;fi 

■  9.95080 
9.t«9«9 

s  Ö  TüMfiri 

-26  98.58 

tos  1,1  '»l 

130  46.89 
m  9.74819 
m  9.19949 

»  9.91H10 

B  0.10643 
«  •.91M9 


log  sin  («'- 

-U 

=  9.S7376n 

logiiii((4— D) 

M  9.66847 

log  sin  i' 

m  9.9089711 

log  cot  tt 

«  9.99794 

log  cos  {«'— 

-ij 

«  9.99749 

IOgC08((l)-n 

«  9.94681 

9.17913 

log  Mll  U 

log  00»  i; 

m.  9.99446 

log  sto  0 

•B  9.87984 

legcotr 

»  9.96196 

9.99S94 

log  Ig  17 

s  9  21763 

lOglgQ 

m  9.986«»«! 

\} 

«  91  22'SS 

9830S8'}7 

(4 

«97  9.49 

B  —40  SO. 81 

(4 

=  27<>*6S4 

103  58.31 

lüg  »in  M 

.B  9.571S0n 

14048'8'!i 

log  C08« 

ai  9.96784 

<ü+ij— 0 

«B  1  44  4S.6t 

logtOtlM 

«  '9.94  449 

log  »io  ( 

M  9.94  447 

log  f  9 

9.89894 

logr:d 

M  9.49S19 

log  II 

w  S.4960S 

log  cos  f 

*  9.75fi97 

log« 

■i  '9.64889 

logV 

B  9.94510 

logf 

=  9.49199 

womit  die  BerechnuDg  der  BtüfsgrOfiseD  aosgeflthrt  bl.  Die  fernere 
ReclinuDg  steht  nmi  so: 
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Die  Ideineii  Unteiscliiede  zwischea  den  bier  berecbDeteD  und  deo  im 
Ali.  f  2  angeselzlea  CoefBcienten  rabren  davon  her,  dass  bier  die  Rech- 
nung mit  den  definitiven  Oertem  und  Elementen  ausgeführt  worden 

sind,  wftbrend  für  jene  Angaben  nur  die  provisorischen  Oerter  und  Ele* 
inentc  angewandt  werden  konnten.  Die  Unterschiede  giod  übrigens 
ganz  unbedeutend. 

50. 

Für  das  Beispiel  der  Anwendung  der  Ausdrücke  zur  Verbesserung 
der  geocenirischen  Oerter  des  Planeten  oder  Cometen  wegen  Fehler  in 
den  angewandten  Sonnenörtern  will  ich  wieder  dieselbe  Zeit  wühlen, 
and  die  Daten  sind  daher  dieselben  wie  vorher«  nor  dass 

«  =  aa^Ä?',  0=  i78"4r  iogÄ  =  o.oou 

binznkommen,  wogegen  emige  des  vorigen  Bdspiels  wegfiillen.  Die 
Bereehnang  der  HollsgrOs  sen  steht  non  wie  folgti 
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und  ferner  ergiebt  sich : 

\0%Hi  =  9.7576   I       0    9.7i76a 

lo^cosp'  91  9. 96t  8   \  '  lOglhlf'  t-9jm 

log  COS  IQ-I^J  »»      ~»n,    log8io{0-f)   s»  8  5605n  ~Miii» 
«.7lfl»    togCMiU  »  » log  sin©  m 

lQgJI:tf               =  9.7576   )  •  Stil    ^ 

logf'                 =  8.7ii0   ]  ».w»  .  loggjng'  =,  tt.siää 

l0g0<W(O-g^  ■»  9.8«*«»  loj:  siir  e -(,>')  =  9.87ain  ~~9JMt 

t.Win  logconst.         =  8.g7»6  logsiaQ  »jjwi 

Die  Ausdrucke  für  die  Yerbesseruogeo  werden  demnach 

coBd*Ja  ^  —(9.7201)^— (6.9575)//(Iog.br.JI) 
-(9.3568)  ^B— (7.7l84)/fe 
^iT  =  -(9.3058)^HS.0303)z/(Iog.br.iQ 
+(9.686<)^Ä+(8.0474)  Je 

wo  die  in  Klammern  eiDgeächlossenen  Zahlen  die  Logarithmen  der  Co- 

eilicienlen  sind. 

Im  Art.  12  wurde  für  diese  Zeit  mit  Uebergehung  der  ubrigeD 
Fehler  JO  =  +2'4  gefunden,  substituirt  man  diesen  Werlb  in  die  VQ^ 
stehenden  AosdnickOi  so  erhält  man 

wie  a.  a.  0.  angegeben  ist. 


Zusatz  iV. 


54. 

Schon  vor  mehr  wie  40  Jahren  habe  ich  mir  HtÜfslafiBln  für  die  Be- 
rechnung der  Parallaxe  eines  PUmeten  oder  Cometen  in  grader  Anbtel' 
gung  and  Abweichung  berechnet,  und  da  icb  der  Meinung  bin»  das 
diese  nicht  ohne  Nnlzen  angewandt  werden  können,  so  will  ich  dnea 

Auszug  davon  hier  mittheilen. 

Bezeichnet  man  mit  u  uud  d  die  beobachtclc  grade  Aufsteigung 
und  Abvvciclmog  eines  Planelen  oder  CumeUMi,  um  t  die  Sternzeit  die- 
ser Beobachtimg,  und  mit  d  die  gleichzeitige  Entfernung  dieses  Ge- 
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slirns  von  der  Erde ;  ferner  mit  (p  die  geocentrische  Breite ,  mit  q  den 
Erdbalbmesser  des  Beobachtungsortes,  und  mit  n  die  Aequatorealhori- 
zontalparallaxe  der  Sonne,  dann  ist  fUr  das  Gestirn  die 

P^nllaze  in  grader  AobleigoDg  ""f^l 

Parallaxe  in  Abweicbnng  »  — .2£:^fiiD<rcoa(7— a)-i-^2^^^oos<r 

wo  die  Vorzeichen  so  gestellt  sind,  dass  man  die  Parallaxen  zu  den  be- 
obachteten Oertern  addiren  muss,  um  die  auf  den  Mitleipunkt  der  Erde 
reducirlen  zu  erhalten.  Setzt  man  nun 

T  s  fff  0(Mi9SiD(T— «) 

T\  B  — fff  e089C0S(T-~ a) 

T  SS  Aising) 

dann  winl  die 

Parallaxe  in «s 

Parallaxe  in  J  =  h^^r^ 

Die  Grössen  T  und  T\  kann  man  für  jede  Slerawailc  mit  sehr  wenig 
Muhe  in  eine  Tafel  mit  dem  Argument  Stunden  winkel  oderr — a  bringen, 
und  die  Tafel  für  i  kann  auch  für  T\  dienen,  wenn  für  jede  der  beiden 
Parallaxen  ein  besonderes  Argument  angesetzt  wird ,  auch  kann  man 
dieser  Tafel  für  jede  Sternwarte  den  Logarithmus  von  T'  beitugen. 
Nach  diesen  Grundsätzen  ist  die  folgende  Tafel  ausgeführt,  und  dabei 

n  =  8''9S 

gesetzt  worden.  Ich  habe  die  eine  Seite  der  Tafel  vollständig  anage- 
führt,  und  auf  der  anderen  blos  die  Argameoto  aagesetzt ,  damit  man 
nach  Bedttrfbias  die  Golumeii  fUr  die  Sterowarlen  sich  ausfüllen  könne. 

Beispiel. 
Beobachtung  der  Egeria  in  Berlin. 

< 850  Nov.  24. 6M  7-  4 1  •  4  m.  Ortszeil,  a  =  25M  9' 61  '8.  fe+8» 50'  1 0*9. 

Die  Sternzeit  fand  ich  hieraus  =  22''  40'°5,  folglich  Argument  der  Tafel 
=  ü9'"2;  dieEpheuieridederEgunu  tür  dieses  Jahr  gab  log  (i  =  0,21 8. 
Hiemit  steht  «iie  Rechnung  wie  folgt: 
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r       -I"««  ....      T,  -  -■"»* 
lo^r  =      0.5S7II  lü^  r,  a      0.58(i>  log  r  s  0  si-. 

Tin»  iog< »    t.t<8   t.t«« 


-.0"3« 
•<-4.«t 

f!w.ta«*-t*il  Pik,  In  4  -  4>rM 

Redaeirte  Beobacbtimg. 
«a*  SSM    49*43,   <)r  8  ^S"  50' 14*76. 
Bs  venlelil  sich  von  selbst,  dass  man  ans  dieser  Tafel  auch  die  Panü- 

axe  der  AbweichuDg  im  Meridian  berechoeo  kaoo. 
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Tafel  Atr  die  Paralia&ea  in  a,  uud  in  d.    Arg.  Slerozeit  — a. 
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Tafel  8. 


StöruDgoD  der  miUleren  Anomalie. 
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StOruDgeu  der  miUlereQ  Aaoiuaüe. 
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Störungen  der  mittleren  Anomalie. 
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IM  3S. 
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Arg.  I  Form :  p  sin  [P+D) 
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Tafel  36. 


Arg.  I 


Mit  t  SU  niuiliplictren. 
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27,9«  1 

S2y 

576 

0 

485 

695 

6 
7 
8 

9 

2,770 
li939 

\,m 

+  0,277 
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13,t;s2 
13,007 
12,330 

670 
672 
675 
677 

19,207 
19,851 
20,490 
21,125 
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Tafel  36.  Scliluss.    Arg.  4, 
Mit  l  zu  multipliciren. 


Störangen  der  dritten  Coordmale. 

Tafel  37.  Arg.  T 
IfU  (,*  zu  multipliciren. 
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2ü.7tiO 

25 
26 
1  11 

47,1 19 
4B!ft94 
46,550 
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8,80053 
0922 

8  <  B 
47«.  1 

87J 
S69 

4,0 

3,9 
3,S 
3,7 
3,6 

15C8 

1446 

1313 

1171 

1021 

866 

1.5 

1.6  i 

1.7  i 
l.S 
1.9 

3616 
5181 
6744 

15G5 
15(i3 
15G0 
155S 

6,48942 
6,. 10386 
1827 
3265 
4700 

1444 

1  1  tl 

i4;i>> 

1435 

7895 
7,19205 
7,20513 
1818 
3120 

1310 

1308 
1305 
1302 

7.79952 
7,81120 
2285 
3447 
4605 

i  t 

l  I  0» 

1 165 
U62 
1158 

4687 
5705 
6720 
7732 
874! 

1  U 1  0 

«Ate 

1015 
1012 
1000 

1788 
2650 
3509 
4365 
5218 

£;  C  A 

859 
856 
853 

3.5 
3.4 

J,2 
3,1 

1555 

1433 

1299 

1156 

1005 

850 

2,0 

2.1 

2.2, 

2.3 

2.* 

5,81417 
•il>71 
4522 
607t 
7617 

1554 
1551 
1549 
1546 

6133 
7564 
6.58992 
6.60418 
1841 

1431 
142b 
1426 
1423 

441!t 
");i5 
70Ü8 
8299 
7,29587 

1 .2 '  1 
1  2113 
1201 
12^8 

5761 
6914 
8064 
7,89211 
7,90356 

1 1  aJ 
1 150 
1147 
1144 

8,39746 
8,40749 
1749 
2745 
3738 

1000 
996 
993 

6068 
6915 
7758 
8598 
8,89435 

84  ( 
843 
640 

837 

s.o 

i  2,9 

'\- 
1- 

1544 

14S0 

1285 

1141 

»90 

834 

2.5 
2.6 
2.7 
2,8  1 

r 

5,89161 
5,90703 
2242 
3779 
5314 

1542 
1539 
1537 
1535 

3261 
4679 
6094 
7506 
6,68916 

1418 
1415 
1412 
1410 

7,30872 
2155 
343Ö 
4712 
5966 

128J 
1280 
1277 
1274 

1496 

2635 

:<77(i 

4902 
6031 

1 10.' 
1  1 

1  132 
1  1  -itl 

4728 
5715 
6699 
7680 
8658 

AC  1 

981 
97S 

8,90269 
1100 
1928 
2752 
3574 

00 1 
8i> 
824 
822 

IS 
14 
2.3 
2,5 
2,1 

1532 

1407 

1271 

1  12ü 

975 

818 

3.0  ; 
3  1 

3.2 
3,3 
3.4 

6846 
8376 
5,99904 
6,01429 

2952 

1530 
1528 
1525 
1523 

6,70323 
1728 
3130 
4529 
5926 

1405 
1 402 

1399 
1397 

7257 
8525 
7,39791 
7,41054 
2314 

126S 
126G 
1263 
«200 

71.57 

62S(» 
7,9940 l 
6,00518 

1633 

1  1  J.i 

1121 
1117 
1115 

8,49633 
8.50605 
1.573 
2539 
3501 

V  4  £ 

Odo 

966 
062 

4392 
5207 
6019 
6828 
7634 

811 

S09 
806 

2,0 
1,9 
1.8 
l.T 
1,6 

I02I 

1394 

1257 

1112 

959 

80) 

3,5 
3,6 
6,1 
3.8 
8,9 

4473 
5991 

<  i>UO 

6.09Ü19 
6,10530 

1518 
1515 
1513 
1511 

7320 
0,78711 

14% 

2870 

1391 
13S9 
1386 

3.S7I 
4826 

I»ft77 

ißXf  f  1 

7325 
8571 

1255 
1251 
1248 
1246 

2745 
3853 
4959 
6061 
7160 

HOS 
1106 

1  102 
1009 

4460 
5415 

6368 
7318 
8265 

955 
953 
950 
947 

8437 
8.  (»9236 
9,00032 
0825 
1615 

790 
796 
793 
790 

1,5 
1,4 
l.J 
"  l,J 
l.t 

150H 

la-ii 

1243 

1096 

944 

786 

4.0 
4.1 
4,2 
4,3 
4.4 

2038 
3514 
5047 
6548 
8046 

15ÖC 
1503 
1501 
1498 

4251 
5629 
7005 
8378 
6,89748 

137S 
1376 
1373 
1370 

7,49814 
7,51054 
2291 

3525 
4757 

1240 
1237 
1234 
1232 

8256 
8,0934» 
8,10440 
1527 
2612 

1093 
1001 
1087 
1085 

s,:)'.)2()ft 
8,00150 
1087 
2022 
2953 

941 
937 
»35 
931 

2401 
3185 
3965 
4742 
5516 

784 
780 
777 
774 

1,0 
0.9 
0,8 

0,6 

1496 

1367 

1229 

928 

771 

4,5 
4.6 
4.1 
4,S| 

4.1» 
5.0 

6.19542 
6,21036 
2527 
4016 

5502 
6,26986 

1494 
1491 
1489 
1486 
1484 

6,91115 

3842 
5201 
6558 
6,97912 

1365 
1362 
1359 
1357 
1354 

5986 
7212 
8434 
7,59654 
7,60871 
7.62086 

1 226 
1222 
1220 
1217 
1215 

36«4 
4772 
5847 
6920 
7990 
8,19056 

107S 
1075 
1073 
1070 
1066 

3881 
4806 
5728 
6647 
7563 
8,68475 

925 
922 
019 
916 
912 

6287 
7054 
7819 
8580 
9,09338  ! 

9.10092  1 
1 

767 
7C5 
761 
758 
754 

0.5 
0.4 

0,J 
O.J 
0.1 
0,ü 

Arg. 

,  3250- 

1 

3100— 

3050— 

3000—  1 

Arg. 
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Arg. :  Hiltlere  Anomalie  +  deren  Sutrungen. 


«910092 
(>*»44 
I  hi)2 
2337 
3079 

asi8 

6741 
7464 

9,20322 

1029 

it:<3 

24:t4 
3131 

4516 
52(14 

U509 
7247 

7028 

!»2»14 
'.».2'MI29 
»,30591 

1249 
1'MI5 
2-.57 
a2lK". 
SS52 

4495 

5135 
5771 
6404 
7034 

7661 

*»«♦(•.■> 

9,ay522 

9,40131 

0746 

1353 
1957 
2559 
,  3157 
M  I  9,437&2 

Af«.  2ö5ü— 
'4 


752 
74H 
745 
742 

739 
-1 


f 

■i.i) 
Ii  t 

3,5 

3.6 
:».7 

4.0 
4.1 
4.2 
I.i 
4,4 

4,5 

4> 

4.» 


«35 
733 
729 
726 

72S 

720 

70» 

707 

!  701 
701 
0'J7 
6U4 

691 

r.ss 

f.S4 

G7B 

676 

f.72 
I  f.r.'.t 
i  r.r>5 

662 

C58 

656 
652 
64<.) 
616 

64U 
636 
633 
630 

637 

624 

620 
|6I7 
!  Iil4 

i  610 

607 
001 
602 
5ÖS 
&9S 


65»-i-  D. 


9V43-52 
4344 
4932 
5517 
6099 

6678 
"253 
7S25 
8394 
8960 

9,49522 
9,500H2 
063 S 
1191 
1741 

22S- 
2S30 
33711 
3907 
4441 

4971 
5499 
6023 
6544 
7061 

i 

7576  ! 
susT  1 
s.Mi.'i  ■ 
91  (MI  I 
ä.51M>02 1 

9,601  (K) 
0596 
lOSV  1 
1)7  6 

2061  ' 

I 

2543  I 
3022 
349H 
3971 
4441 

4907 

5370 
5H.0) 

6740 

7190 

7637 
80H1 
S.-.21 
»959 
9,69393 

290«— 


592 

:jss 

5S5 
582 

.^70 

575 
572 
561) 
1566 

563 

'  560 
j  556 
i  553 
550 

I  546 

543 
540 
537 
534 

530 

52S 
524 
521 
517 

- 1 
5i  1 

50:i 

502 

I40S 

406 
492 

4S5 

4s2 

479 
476 
473 
470 

466 

163 
460 
ITiT 

453 

450 

447 
441 
440 
43S 
434 


9W9393 
9,69S24 
9, 70252 
0677 
1096 

1516 
1930 
2342 
275(» 
3155 

3557 
3956 
i:*.52 
4715 
5134 

5520 
5903 
62S.> 
66^'» 
7033 

74113 
7770 
^134 
S41>ä 
W52 


92061 
9 

'.l,7;i'.Mi6 
9,sii2:i(» 
0591 

(1929 
12<,4 
1  595 
1924 
2249 

2572  I 
2MM  I 
3207  i 
3519  ! 
3'529  I 

4135 
4438 
473S 
5035 
5329 

5620 

5907 
6191 
6472 
0750 
9,67024 

2S5«>- 


1 

431 
428 
425 
43t 

41S 

4H 

i  412 
I  10s 
405 

403 

399 
396 
393 
389 

3S6 

!  3S3 
;.s0 

;  376 
374 

370 

367 
361 
361 
357 

nr.4 

:ir.2 
:14  s 
;ii4 

341 

33S 

:!35 
331 
.  329 
;t25 


I  323 

319 
316 
312 
310 

306 

303 
300 
297 
294 

291 

.'S7 
Ist 
2M 
27N 
274 


75»+ 


D. 


9«87rt24 
729(i 
7564 
7829 
8091 

S350 
S(i05 

9107 
9353 

9596 
9,89S36 
9,90072 
0305 
0535 

0762 
0986 
1207 
1425 
1040 

1851 
2((üÜ 
2265 
2467 
2606 

2R62 

:!ii.i4 
3244 
3430 
3013 

3793 
3970 
4143 
4314 
4481 

4615 
4S06 
4964 
5119 
5271 

5420 
5566 
570S 
5».47 
59S3 

6116 
624(> 
6373 
6497 
6618 
9,96735 

U-sO"— 


26S 
265 
262 

259 

255 
253 
249 
246 

243 

240 
236 
233 
230 

227 

224 
221 
21s 
215 

211 

;  200 
'  205 
202 
199 

196 


192 
t  yo 

ISO 

IS3 

180 


173 
171 
167 

164 

161 

15S 
155 
152 

14« 

I  ir, 
142 
1 39 

ir.r. 

133 

130 
127 
124 
121 
117 


80»+ 


9?96735 
6S49 
6960 
7068 
7173 

7275 
7374 
7470 
7562 
7651 

7737 
7S21 
7901 
7978 
8052 

8123 
S191 
8256 
8317 
8376 

8431 
8484 

8533 
8579 
8622 

8662 
S699 
S733 
S764 
8792 

8817 

8839 

88571 

8873! 

SSS5 

8S95 
8901 
8905 
S905 
89021 

8896 
SSS7 
SS75 
8S60 
hsV2 

8821 
^797 
8770 
8740 
8707 
9,9S072 

275"- 


114 
III 
lOH 
105 

102 

99 
96 
92 
89 

86 

S4 
80 
77 
74 

71 

OS 
65 
61 
59 

55 

53 
49 
46 
43 

40 

37 
34 
31 
2S 

2S 

22 
18 
1« 

12 

10 


9 
12 
15 
IN 

21 

24 
27 
30 
33 
35 


85"+ 


99986 


72 
8633 
8590 
b545 
8497 

8446 
8391 
8334 
8274 
8211 

8144 
M174 
8  (»2 
7927 
784« 

7766 
76S2 
7591 
75(t4 
7411 

7315 
7216 
71131 
7007  I 

68991 

67871 
(;673  ' 
6555 
6435 
6312 

6186 
6057 
5925 
5790 
5652 

551 1 
5367 
5220 
5070 
4917 

4761 
4(i(»3 
4442 
4277 
4109 

3938 
3765 
3588 
3409 
3226 
9,93041 


D.  ij  Arg. 


39 
43 
45 
49 

5t 

55 
57 

60 
63 

67 

70 
72 
75 
79 

82 

S4 
SS 
90 
U3 

96 

99 
103 
106 
108 

112 

114 
IIS 
120 
123 

130 

129 
132 

i;!f. 
13» 

141 

144 
I  17 
150 
153 

156 

15S 

161 
1 05 
I6S 

171 

173 
177 
179 
|S3 
18» 


4.9 
i> 


2700- 


Arg. 
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Tafel  49.  FortMtiong. 


IfilSelpanktigleicliiing* 

Arg.:  Mittlsra  Anomalie  -1-  ileraB  SlOmngin. 


Am 

1  9V93041  1 

».1 

0,2 

o.;j 

0,4 

22(1 

0.5 

2071 

tl,tj 

1868 

0," 

1602 

0.8 

1454 

0,9 

a  A  j  A 

1242 

a  A 

1,0 

102'^ 

M 

OSlO 

1.2 

0590 

1.3 

o:hi7 

t\  (kji  Iii 

9,0(U41 

1,5 

9,89912 

1,6 

9680 1 

1," 

0145 

i.b  i 

Ü2()s 

«    A  1 

89t>7 

2,0 

S724 

2,1 

H477 

2,2 

S228 

2,3 

7970 

2,4 

1  <2I 

7463 

720J 

2,7 

6930 

2,S 

6673 

A  A 

6404 

3,0 

0133 

3,1 

:«.2 

558(1 

:».3 

5299 

3,4 

5016 

3,5 

4729 

4440 

3,  < 

4I4S 

3.8 

3853 

'••! 

3555 

4,0 

3255 

2951 

«1 

2645 

2»36 

1,4  ' 

2024 

4.5  , 

1700 

4.6 

1302 

4,7  ' 

1071 

4,S 

0748 

4.0 

0422 

5,0 

9,80003  j 

A„.| 

26Ä0—  i 

D. 


tot 

101 
197 

200 

200 
208 
213 

214 

21S 
220 
223 
226 

229 

232 

235 
237 
24t 

2  Iii 

2  J- 
249 
252 
255 

25S 


264 
266 
269 

271 

275 

2S1 
2S3 

2S7 

2sy 

232 
295 
208 

300 

304 

nnii 
3üU 
312 

315 

317 
321 
323 
326 
329 


950-f  \  D 


0980093 

9,79762 
942'^ 
9()9I 
8751 

8408 
8062 
7713 
7362 
7008 

6651 
6291 
5929 
5564 
5196 

4825 
4452 
4075 
3696 
3315 

2931 
2543 
2153 
1760 
1364 

0966 
0565 
9,70161 
9,69755 
9345 

8933 
8518 
8100 
7680 
7257 

6831 
6403 
5972 
5538 
5101 

»1,82 
4220 
377H 
3328 
2878 

2425 
1970 
1512 
1051 
0587 
9,00121 

2600— 


'  331 
r.\  j 
337 

1  340 

343 

346 
349 
351 
354 

357 

360 
362 
365 
308 

371 

373 
377 
379 
,3S1 

'  3H4 

3SS 
:  390 

I  393 
i  390 

I  39S 

401 
404 
40G 
410 

412 

415 
4IS 
420 
423 

426 

428 
431 
434 
437 

439 

;  442 
<  444 
44S 
450 

453 

,  455 
'  458 
I  401 
464 
406 


100«4. 

9^0121 
9,59652 
9180 
8706 
8229 

7749 
7267 
6782 
6294 
5804 

5311 
4815 
4317 
.3816 
3313 

2807 
2299 
1788 
1274 
0757 

9,50238 : 
9,49716 
9191 
8664 
8135 

7603 
7068 
6530 
5990 
5447  i 

4901 
4353 
3803 
32.50 
2694 

2135 
1.574 
1010 
9,40444 

9,39875 

9304 
8730 
8154 
7575 
6993 

6409 
5S22 
52.33 
4641 
4047 
9,33450 


D. 


460 
472 
474 
477 

Isü 

482 

485 
4SS 
490 

493 

496 
49S 
501 
503 

506 

50g 
511 
51  I 
517 

519 

522 
525 
527 
529 

532 

535 
538 
540 
543 

546 

i  548 

!  5:>0 
!  553 
I  556 

559 

561 
564 
566 
569 

571 

574 
576 
579 
582 

584 

587 
5S9 
592 
594 
597 


2550— 


1050-f 


'JV33450 
2851 
2249 
1645 
1038 

9930428 
9,29816 
9201 
8584 
7964 

7342 
6717 
6089 
M59 
l>'27 

4192 

3555 

•J'M 

1629 

0962 
9,20333 
9,19661 
9027 
8370 

7711 
7049 
6384 
5717 
5048 

4376 
3702 
3025 
2346 
1664 

o»^0 
9.10294 
9,09605 
8914 
8220 

7524 
6826 
6126 

5422 
4716 

4008 
3297 
2584 
1869 
1151 
9,00431 

250»» 


D. 


599 
602 
604 
607 

610 

612 
615 
617 
620 

fi22 

C2i 
02S 
630 
032 

635 

rrM 

644 

647 

61'.» 
652 
654 
657 

659 

662 
665 
667 
669 

672 

674 

677 
679 
6S2 

*,s4 

086 
689 
691 
694 

696 

60S 
701 

703 

706 

708 

711 
713 
715 
718 
720 


110<4- 


9900431 
8.99708 
8963 

8256 
7526 

6794 
6060 
5323 
4584 
3842 

3098 
2352 
1603 
0852 
8.90099 

*i,S1>343 

S.'.H.i 

7825 
7062 
6297 

5529 
4759 
3987 

:!*212 
2435 

1656 
0875 
8,80092 
8,79306 
8518 

7727 
6934 
6139 

5342 
4542 

3740 
2935 
2128 
1.320 
8,70509 

8,69695 
8880 
8063 
7242 
6420 

4Tti'« 
3939 
3107 
2273 
8,614.37 

2450— 


723 
725 
727 
730 

732 

734 
737 
739 
742 

744 

746 
749 
751 
753 

756 

7[.S 

763 

765 

768 

770 
772 
775 
777 

779 

781 
783 

j  786 
788 


I  791 

793 
795 
797 
800 

802 

S05 
807 
80  S 
811 

814 

816 
818 

830 

822 

825 

827 
829 
832 
S34 
836 


115Ö-I-  '  P 


8961437 I 
8,60599 
8,59759 
8916  I 
8071  j 

i 


7224 

6375 
5524 
4671 
3815 

2957 
2097 
1235 
9,50371 
8.49504 

6635 
7763 
6890 
6014 
5136 

4256 
3374 
2490 
1604 
8,40715 

6.39825 
8932 
8037 
7140 
6241 

5339 
4435  i 
3529 

2621  ; 

17II 

8,30799 
8,29884 
8%8 
8050 
7139 

«206 
5281 
4354 
3425 
2494 

1561 
8,20625  i 
8,19688 1 
8749] 
78071 
8,16863 


83S 
MO 
S4] 
S4i 

SIT 

S4* 
Sil 

S5« 
SSV 

m 

864 

Sfl7 

869 

87: 

«■TS 

*S1 

8S» 

$9« 

S93 
S95 
S9T 
S9V 

90! 

904 
906 
90s 
91« 

9tl 

915 
916 
91* 
921 

w 

m 

927 
929 
911 

933 

936 
937 
939 
94! 
944 


i» 
i* 

iT 
I« 

Ii 

u 
U 
11 


1.1 


3  > 

Ii 

2  j 
U 
5  ' 
11 

u 


1.: 
i,> 

14 

Ii 

1,: 
U 

l.( 

0.? 

1,1 
M 

0.S 

0,1 
0..1 
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i  3,9 
1  3,8 

:  3,7 
3,6 

2031 

1996 

1916 

1792 

1023 

1410 

1.5 

!:? 

1.9 

0.30476 

2r}0ß 

45:i6 
6566 
0,38595 

2030 
2030 

202« 

1,31292 
3286 
5279 
7271 

l,:i".)2i.'J 

1094 
1003 
1 003 
1091 

1090 

2,29226 
2,31140 
3052 
4962 
6870 

1914 
1912 

1  iki  A 

IViO 

190$ 

1005 

20.50 
38.19 
5625 
7409 
3,29189 

1789 

!7^rl 

1780 

1778 

7535 
4.09155 
4,10770 
2382 
3990 

1620 

ii;i5 

1 1;  4  o 
lul  i 

I60N 
1604 

3447 
4852 

6253 
7649 
4,89040 

1405 

1401 

1 1QH 

1  J  *M» 

1391 
1387 

3.5 
3.4 
3,3 
3.2 
3,1 

tO  1 
2.1 

2,2 

2,4 

0.40624 

2653 
46SI 
6709 
0,4S736 

202!» 

2027 
2027 

1,41252 
324(1 
5227 
7213 

1,49197 

lOSS 
I!)s7 
1086 
1984 

19S3 

2.38775 
2,40679 
2580 
4479 
6376 

1004 

1  II  A  1 

1 00 1 
1 800 
1897 

1895 

3,30967 
2741 
4512 
62S0 
8045 

1774 

l  1  f  ] 

.  T  i;  t 

I  <rit> 
1765 

1762 

5594 

7191 
1,187UU 
4,20382 

1970 

1  Ii  Oy 

1  .1 '  1  o 

1 502 
1588 

1584 

4,90427 
180S 
3185 
4557 
5924 

1381 

1 177 
1 «}  f  < 

1367 
1362 

3,0 
1  2,y 
2.8 
2.7 
2.6 

2,.=. 

2,r. 

i 

2.9  l 
2,9 

0,  .50763 
27S9 
1  4S15 
1  6S41 

0,58S66 

2020 
2025 

2025 

1,51180 
3162 
5143 
7122 

1,59100 

1082 
1081 
1079 
1078 

1076 

2,18271 
2,50164 
2"54 
3942 
5828 

1893 

1  soo 

1888 
1886 

1883 

3,39807 
3,41.565 
3320 
5073 
6823 

1  7.^S 

1  1  i>J 
.  T  K  O 

I  79  J 

1750 
1740 

3554 
,M:t-i 
6711 
8283 
4,29851 

1581 
ld7u 

1  t  T  O 

1568 
1504 

7286 
8643 
4,99995 
5,01343 
3686 

1357 

1  03* 
1  1  1  K 

1343 
1337 

'  2.5 
2, 1 
2.3 
2,2 
2.1 

3.0 
3,1 
3.2 
3,3. 
3,4  • 

0,60S91 
2915 
4939 
)  69<i2 
;0.68l>8& 

2024 
2024 
i023 
2023 

1,61076 
3051 
5024 
6996 

1.6896« 

1075 
1973 
1972 
1970 

7711 
2.59592 
2,61471 
3348 
5222 

1881 
1879 
1877 
16741 

3,48569 
3,50312 
2052 
3786 
5521 

1743 
1740 

l  ton 

1733 

4,31415 
2975 
4531 
6083 
7630 

1560 
1556 

I35i 

1547 

4023 

6683 
8005 
5,09322 

i.'i3:! 
i:i27 

1317  j 

2,0 

1.9 
1,8 

1 

1.6 

2021 

1909 

1872 

1730 

1544 

1313 

3,5 
3.6 
3.7 
;t> 

3/J 

1  0,71006 
3027 
r.047 
7067 
0,79086 

2021 
2020 
2020 
2019 

1,70935 
2903 
1869 
6833 

1,78796 

1908 
1900 
1964 
ld63 

7094 
2,68963 
2.70830 
2694 
455Ü 

1809 
1S67 
1804 
1862 

7251 
3,607(11 
4138 

1727 
1723 
1720 
1717 

4,39174 
4,40713 
224S 
3779 
5306 

1539 
1535 
1531 
1527 

5,10635 
1942 
3244 
4541 

5833 

1307 
1302 
1297 
1292 

1,5 
1  1,4 

1  1,3 
1  2 
1,1 

j 

20td 

1961 

1860 

1713 

1522 

1287 

4.0 

1,1 

u 

j  0,81105 
1  3123 
5140 
7156 
0,S9172 

20IS 
2017 

20  ir. 

2016 
21115 

1,80757 
2717 

1675 
6631 
1,885S6 

1 000 
1958 

1 05<; 

1055 
1Ö53 

6416 
2,78273 

■j,''(H27 

1979 
3829 

1857 
1854 
1S52 
1S50 

1847 

5851 
756! 
3,69267 
3,70970 

26T(( 

1710 
1706 
1703 
1700 

1696 

6S2S 
8346 
4, 19860 
4,51369 
2874 

1518 
1514 
1509 
1505 

1501 

7120 
8402 

'i.l'JdTs 
5,iO'.Ml» 
2215 

1282 

127<) 
1271 
1266 

1261 

1,0 
0,9 
0,8 
,  0.7 
,  0.6 

4..'i 
l.t» 
4,1 
l,S 
4,9 
•i.O 

0.01  Ist 
3201 
5214 
7"''*7 
'  0,9ä23h 
1.01X49 

20 11 
2013 
2013 
2011 
2011 

1,90531t 
2491 
4441 
6389 
1,98335 
2,00280 

1952 
1050 
1048 
1046 
194& 

5676 
7521 
2,89363 
2.91202 
3038 
S,04S7S 

1S45 
1842 
18.39 
1836 
1834 

4366 
6058 
7747 
3,79433 
3.S1H5 
3,82794 

1692 
16^9 
1080 
1682 
1679 

4375 
5871 
7363 
4,58851 
4,60334 
4,61811 

1496 
1492 

HS8 
1  4v.'. 
1477 

3476 
4732 
5983 
7228 
8468 
5,29702 

1250 
1251 
1245 
1240 
1234 

0.5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0,0 

•Vri 

1750  1 

ITO«, 

1«S0 ,  1 

160», 

1550. 

33  50"^* 

1500, 

3300"+" 

i 

Arg 
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Hcduction  der  Länge  auf  den  Aequator. 
Tafel  50.    FortseUung.  Arg.  f-^ta-k-rj. 


Afg. 


0?0 
0.1 
0.2 
0,3 
0,4 

0,5 

o,r. 

0.7 
0,8 

0.  9 

1.  U 

1,1 
1,2 

1,4 

1,5 

l.ß 
1.7 
1.8 
1.» 

2,0 
2.1 
2.2 
2,3 
2,4 

2.5 
2,6 

2,7 
2,8 

3,0 
3,1 
8.2 
3,3 
3,4 

3,5 
3.6 
3,7 
3,8 
3,9 

4,0 
4,1 

4,2 
4,3 
4,4 

4.5 
4,0 
4.7 

1,8 
^.9 
5.0 


30« 
2100^ 

5929702 
5,. »0931 
21&5 
3374 
4587 

5795 
6997 
SI94 
5,39386 
5,40572 

17S3 

292H 
4097 
5261 
6420 

7573  1 
8720 
5.49862 
5,50998 
2128 

3252 
4371 
5484 

7ÜU4 

8790 
5..59881 
5,60966 
2045 
3118 

4186 
5247 
6303 
7353 
8397 

5,69435 
.'>,70167 
1493  I 
2514  I 
3528 

4537 
5540 
6536  I 
7.Vi6 
8510 

5,79488 
5.80460 
1426 
2386 
3340 
5,84287 


D. 


12  Sil 
1224 
121'J 
1213 

120S 

1202 
1197 
1192 
IISG 

USl 

1175 

neu 

WM 
1159 

1153 

1147 
1142 
1130 
1130 

1124 

1119 
1113 
110b 
1102 

1096 

1091 
lOSS 

1079 
1073 

1068 

1061 
1050 
1050 
1044 

103S 

1032 
102»; 
1021 
1014 

1009 

1003 

996 
990 
984 

978 

972 

9ec 

9G0 
954 
947 


350 
215»' 


Arg. 


326»^ 


59S42»7 

6163 
7092 

8015 

8932 
5,89842 
5.90746 
1644 
2535 

3420 

42*t!t 
5171 
6037 
6897 

7750 
8597 

6,00272 
1100 

1921 

2736 

3544 

4346-1 

5141 

5930 
6712 
7488 
8257 
»019 

6,09775 
6,10524 
1266 
2002 
2731 

34.53 
4169 
4878 
55S0 
6275 

6964 
7646 
8;i21 
89'»9 
6,19651 

6,20305 
0953 
1594 
2228 
2855 

6,23475 


•i  II 

'yj,h 

929 
923 

917 

910 

904 
S98 
K91 

SS5 

«^79 

S)<ri 

SGO 

853 

S47 
S41 

834 

S2S 

821 

S15 
808 
S02 
795 

7S9 

782 
776 
769 
762 

756 

749 
742 

736 
720 

722 

716 
709 
702 
695 

689 

682 
675 
OOS 
662 

G54 

C48 
Gll 
ti34 
027 
020 


140«  , 
320«'*" 


400 
220»" 


(»V23475 
4088 
4694 
5293 
5886 

6472 
7050 
7621 
8185 
8742 

9292 
6.29834 
6,30370 
0899 
1420 

1935 
2442 
2942 
3435 
3921 

44i)() 
4871 
5335 
5792 
6242 

6684 
7119 
7547 
7968 
8381 

8787 
9186 
9577 
6,39961 
6.40337 

0706 
1068 
1422 
1769 
2108 

2440 
2764 
3081 
3390 
3692 

398r, 
4273 
4552 
4824 
5088 
6,4.V<44 


C13 

606 
599 
593 

I 

5S6 

578 
571 
564 
557 

542 
536 
529 
521 

515 

507 
500 
493 

isr, 

17'.» 

171 
464 
457 
450 

442 

435 
428 
421 
413 

406 

309 
391 
384 
376 

369 

3G2 
351 
347 
339 

332 

324 
317 
309 
302 

294 

2S7 
279 
272 
264 
256 


45« 

226»~ 


135"  , 
3150+ 


6945344 
5593 
5834 
6067 
6293 

6511 

6722 

7120 
7308 

7488 
7660 
7825 
7982 
8131 

82721 
84061 
8532 
8Ü501 
8700 1 

8863 
8957 
9044 
9123 
9191  I 

9257  ' 

9312; 

9359 

9399 

9431 

9454 
»469 
9477 
9477 

9469 

9452 
9428 
9396 
9356 
9308 


9252 
9188 
9116 
9035 
8947 

8851 
8746 
8633 
8513 
8385 
6,48248 


240 
241 

2:u 

226 

219 

2tl 
203 
195 
189 

180 

172 
165 
157 
149 

141 

134 
126 
IIS 
HO 

103 

94 
87 
79 
71 

63 

55 
47 
40 
32 

23 

15 

8 
0 
8 

17 

24 
32 
40 
4S 

56 

64 
72 
Sl 

88 

96 

105 
113 
120 
12S 
137 


1300  , 
»100+ 


50« 
2390" 

6«48248 
8l(i:» 
7950 
7789 
7620 

7443 
7258 
7065 
6863 
6654 

64;i6 
6210 
5976 
5734 
5483 

5224 
4957  I 
4682 
4398 
4106 

3606 
3498 
3181 
2856 
2523 

21 S2 

1474 
1108 
0734 

6.40351 
6,3996(t 
9560 
91.53 
8737 

8313 
7880 
7439 
6990 
6533 

6067 
5593  i 
5110 
4619 
4120 

3612 
3096 
2572 
2039 
1198 
6,30949 


D. 


115 
ibJ> 
161 
169 

177 

185 
193 
202 
399 

21«. 

226 
234 
242 
251 

259 

267 
275 
2S4 
292 

300 

308 
317 
325 
333 

:i41 

350 
358 
366 
374 

383 

391 
100 
407 
416 

424 

433 
41t 
449 
457 

466 

474 
1S3 
491 

1!»0 

50» 

516 
524 
533 
541 
549 


55» 

235»" 


1250  . 
306»"*" 


6930949 
6,30.391 
6,29825 
9251 

8668 

8077 
7477 
6869 
6252 
5017 

4994 
4352 
3702 
3044 
2377 

1702 
1018 

Ü,20,i26 
6,19626 
8917 

8200 
7474 
6740 
5998 
5247 

44h!> 
3720 
2944 
2160 
1367 

G,U>.%(;6i 
6,U'.»7ä6  t 
8938  i 
81121 
72771 

6434 
5582 
4722 
3854 
2977 

2092 
1199 
6,00297 
5,99387 
8468 


D.    I  Arg. 


7n1l 

6606 
5662 
4710 

3750 

,927sl 


558 
566 
574 
583 

591 

j  600 
I  608 
617 
625 

633 

642 

650 
658 
667 

675 

6S4 

692 
700 
709 

717 

726 
734 
712 
751 

759 

76S 
776 
784 
793 

801 

810 
SIS 
SV, 
835 

813 

852 
860 
S6S 
877 

885 

893 
902 
910 
919 

927 

■m 

944 

«52 
960 
9C9 


5?0 
1,9 
1,8 

4.7 
4.6 

4.5 
4.4 
4,3 
4.2 
4,1 

4.0 
3,» 

3,: 

3.6 

3,5 
3.4 

;i.;5 

3.2 
3.1 

3,'» 
2.9 
2.> 
2,7 
2,6 

2.5 
2,4 
2.3 
2.2 
2.1 

2,0 
1.9 
1.8 

1,^ 
1,0 

1.5 
1.4 

1,3 

I,: 
1,1 

1,0 
0,9 
{\S 
0,7 

»,1 

O.J 
Ml 
Ml 


1200 
3000+ 
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Beduction  der  Lttnge  auf  den  Aeqoalor. 
Tifel  50.  SchliiM.  Arg.  f  -t-tu-htj 


70" 

250« 

75" 

255" 

n. 

8OO 

D. 

850 
265"~ 

D.  1 

Arg. 

4?5514:» 
33^0 

4.49833 
804*1 

1763 
1770 
1777 
1784 

1791 

3?58764 

499* 

2483 
3,50378 

20SS 

2094 
2099 
2100 

2111 

2«47867 

2..in8;is 

■2,:<s4!,7 

2339 
2343 
2347 

2:t.M 

2350 

1?26627 

il'UI 
1  9tli'U) 

1 ,  X  1  %JO^I 

1,191-29 
iUi25 

2497 
2500 
2501 
2504 

2506 

5?0 
4  0 

4,7 
4,6 

ti258 
4459 

4.40H42 
4,39023 

1 799 

1S12 
lbl9 

3,48267 

Ii  1  Sfl 
il»97 

4W  X  1 

3,41899 
3,39T«& 

2117 
2123 
212s 
2134 

6131 
'1772 

2,29042 
«671 

2307 
2371 

4119 
1  1 1617 

6591 
4078 

2507 
2510 
2511 
2513 

1  4,5 
4  4 

4,2 

: 

1826 

2133 

2374 

2515 

7197 
5364 

4,:U677 
4,29824 

1S33 
18« 
1S47 
1S53 

7626 
9*01 

3,31175 
3,29014 

2145 
2150 
2156 
2161 

12«»7 
'}  91  Ulk 

7151 
4761 

2379 
23S2 
23S5 
2390 

1,01563 

4009 
0,91488 

2516 
251S 
2520 
2521 

1  4,0 

Ol  ij 

0,0 

3,7 

i  3.6 

IgGO 

2167 

2303 

2523 

1 

79G4 
6097 

2343 
4,20455 

1S07 
ls-4 

1  SSM 
INS» 

6847 

^0  1  V 

3,20315 
3,18127 

2172 
2177 
21S3 
21SS 

2.12368 

516« 
9759 

Ipl 
240! 
2404 
2407 

0,  »",)•;:> 

'(Uli 

0,81386 

0,78857 

2r)25 
2526 
2528 
2529 

3,5 

1  3,2 
3,1 

1S94 

2193 

241t 

2530 

4,18n61 
666» 

4  liM 

2839 
4,10918 

1901 
1907 
1914 
1921 

5934 

1  I  dfttl 

3,09324 
7110 

219S 
2203 
2209 
2214 

1  jt?  1 

3095 
1,90671 

241  1 
2418 
2121 
24  2  4 

(;:«27 

U.fi8728 
6192 

2532 
2533 
2534 
2530 

3,0 
9  9 

*>" 
2,7 
2,6 

1927 

2219 

2427 

2536 

4,0S99I 

3171 
4,01218 

i<n4 

1Ü40 
1946 
1953 

4891 

2,98204 
SM5 

3224 
2229 
2234 
2239 

1,88244 
581 't 

wvOU 

1,80943 
1,78504 

2431 
2433 
2437 
2439 

3656 
0  61 1 18 

6040 
3499 

253S 
2539 
2539 
2541 

2.5 
2  4 

2.2 
2,1 

1959 

2243 

2443 

2541 

3,99259 
7293 

3344 
3,91359 

lijüi; 

1971 
197S 
I9S5 

M-n 

•2,91473 

6961 
4698 

2249 
2263 

6061 

3615 
1  TM  r,i\ 

1,68714 
«280 

2446 
2  H'.i 
2452 
2454 

0,50958 
0,48415 

vO '  * 

3328 
0,40783 

2543 
2543 
2544 
2545 

2,0 
1,9 
1  8 

1,7 

i  1,6 

1991 

226S 

2458 

3546 

3.89368 
7:tT<i 
ä366 
3356 

3.81340 

r.ios 

20U4 
2010 
2010 

2430 
2,80157 
2,77880 
5598 
3311 

2273 
2277 
22S2 
22S7 

3802 
1,61342 
1,58879 
6413 
S944 

24r,o 

24r.3 

2  lOf, 
24f.'.i 

0,38237 
5691 

3144 
0,30.'>y7 
0,28049 

2546 
2547 

2547 
254b 

1,5 
1  1,4 
1,3 
1,2 
1,1 

2022 

2291 

2171 

2549 

1 

3  70318 

7290 
5255 
3215 
3.71168 

202S 
2035 
2040 
2047 

■21)53 

2,71020 
2,68724 
6424 
4120 
2,6181t 

2296 
2300 
2304 
2309 

2313 

1,51473 
1,48999 
6523 
4044 
1,41563 

2474 
2  I7f, 
2478 
24H1 

24s  1 

5500 
2951 
0,20402 
0,17853 
5303 

2549 
2549 
2540 
2550 

2550 

'  1.0 
1  0,9 
1  0.8 
!  0,7 
0,6 

3,(i'JU0 
7057 
4992 
2922 
:<,üOS46 
3,58764 

20ti:. 

207Ü 
2076 
20S2 

2,59498 
7181 
4859 
2533 
2.50202 
2,47867 

2317 
2322 
232»! 
2331 
2335 

1,39079 
6594 
4106 
1,31615 
1.29122 
1,26627 

24S!> 
24SS 
2491 
2493 
2495 

2753 
0.10203 
u,07653 
5102 
2551 
0,00000 

2550 
2550 
2551 
2551 
2551 

■■  0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0,0 

105«. 
285»^ 

100» 

2M<n"j 

95». 
276*+ 

2700+ 

977 
9S5 
994 
1002 

1010 

1019 
1027 
1035 
1043 

1052 

1060 
1069 
1076 
1084 

1093 

1102 
1110 

ins 

1126 

1135 

1U3 
1151 
1159 
1167 

1176 

1184 
1192 
1200 
12ns 

1217 

1224 

I  i2:t;! 

I  1241 
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Der  Bauplzweck  dieser  Abhandlung  ist  die  Anwendung  der  Me- 
tbode der  kletnsten  Quadrate  auf  die  Geodäsie,  oder  die  Ausgleichung 

der  Winkel  eines  Dreiecksnofzps,  aii(  die  Art  (hirzuk'i^en,  die  mir  die  ge- 
eignelsle  zu  sein  sclieinl.  Zwar  liat  (iauss  sehon  einen  speeicllon  Fall 
dieser  Anwendung  in  einer  Abhandluni!;,  die  in  Bezug  auf  die  Saclie 
seih-st  die  erste  war,  niedcugelegl ' ,,  wlihrend  liessei  last  irleirhzeitig 
seine  Auflösuni;  derselben  Aufgabe  veröffentlichen  Hess  h.puier  hat 
Bessel  seine  Aiiflösiini;  der  allgemeineren  Aufgabe  veröffentlicht***), 
und  ich  habe  last  gleichzeitig  eine  wesentlich  davon  verschiedene  Auf- 
lösung einer  noch  allgemeineren  Aufgabe,  aber  kurz  gefiisst,  und  gleich- 
sam nur  im  Scelet  g^ebenf). 

Es  ist  namentlkh  diese  letztgenannte  Auflösung«  die  ich  voll- 
ständig ausgearbeitet  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  niedergelegt 
habe,  und  die  sich  von  der  Besser  sehen  vielfach,  unter  andern  dadurch 
unterscheidet,  dass  ich  die  unbestimmten  Auflösungen  von  Systemen  von 
linearischen  Gleichungen,  die  Bessel  verlangt,  voil>l.intliij;  vermieden  habe; 
ich  bin  au/.unehmeD  geneigt, dass  durch  mein  Verfaliren  eine  crWssere  Kürze 
der  auszuführenden  Rechnungen  erlangt  wird.  Auch  u  Ii  nicht  nur 
die  Yorschriften  zur  Berechnung  der  Gewichte  beliebi^ci  Functionen  der 

*)  Gani^>.  .Sii|i|)lonionfmn  tbeoriae  cooabinationis  obaervatkmiim  «nroribus  mi- 
nioiis  obtio\i;)P    (iotiingae  iHtS. 

*•)  btiiuin.  A.  N.  B.  VI.  No.  iii. 

***]  Bossel  uud  Baeyer,  Gradmessuog  in  Ostprcussen  und  ihre  Verbindung  mit 
Prenniflchen  uad  Russischen  DreieeksiteUen.  Berlin  1838. 
f)  Scbuin.  A.  N.  B.  XVI.  No.  361. 
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Unbekannten,  die  hei  Besse!  feh!(Mi,  vdllsiandii;  enlwickelf.  sondern  auch 
gezeigt,  wie  verfahren  werden  muss,  wenn  mehr  wie  Eine  Grundlinie 
gemessen  worden  ist.  oder  wenn  inao  das  auszugleichende  Dreiecksnetz 
an  ein  anderes,  nebcnlicgeDdes,  schon  aosgoglicheoes  aDSchUessen  will. 

Bei  der  Ausgleichang  eines  grossen,  aus  vielen  Dreiecken  be- 
slebmiden  Netzes  isl  es  von  Wichtigkeit,  die  anzuwendenden  allgemeinen 
Formeln  in  solcher  Darslelliing  uiid  Aufeinanderfolge  vor  sich  za  haben, 
dass  man  nie  die  vollsinndige  Uefaersicht  verlieren  kann,  denn  wenn 
dieser  Umstand  eintreten  sollle,  so  ist  er  nur  durch  Verlnsl  an  Zeil  und 
Arbeit  za  beben.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  mich  schon  im  Laufe 
der  Ableitungen  und  wahrend  der  Ausführung  eines  Beispiels  bemttht, 
die  Erklärungen  möglichst  vollständig  zu  geben,  uijjd  schliesslich  habe 
ich  aus  demselben  Grunde  noch  eine  Recapitnlalion  aller  Vorschriften 
und  Formeln  gegeben ,  di(;  wohl  ausserdem  überflüssig  gewesen  wftre, 
von  welcher  mir  aber  schien,  ilass  sie  die  üebcrsichtlichkeit  fördern 
müchle. 

Wenn  i^lcieli  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinslea  Ouadrale 
auf  die  Geodäsie  den  Hauptgrund  zur  Abfassung  dieser  Abhandlung 
bildete,  so  wollte  ich  docli  nicht  unterlassen  diese  Methode  auch  in  ihrer 
Allgemeinheit,  und  in  dei  iianzcn  Ausdehnung,  die  sie  gegenwartig  be- 
sitzt, zu  entwickeln,  und  dabei  ciuuu  Weg  zu  verfolgen,  den  ich  schon 
seit  vielen  Jahren  überlegt  habe.  Gewöhnlich  geht  man  bei  der  Abl^- 
tuDg  dieser  Methode  im  Allgemeinen  von  den  allgemeinen  Principien  der 
WahrscheinUchkeilsrechnnDg  aus,  aber  es  zeigt  sich  immer  im  Laufe  der 
Eniwickelungen,  dass  man  damit  nicht  vollständig  ausreicht,  sondeni 
immer  in  grosserem  oder  geringerem  Maasse  den  Sats  zu  Hfllfe  nehmen 
moss,  dass  bei  der  Bestimmung  Einer  Unbekannten  aus  einer  Anzahl 
von  gleich  guten  Beobachtungen  das  arithmetische  Mittel  aus  diesen  der 
wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  sei.  Da  dieses  sich  so  ver- 
halt, so  nahm  ich  mir  vor  diesen  Satz  als  Axiom  an  die  Spitze  der  Ab- 
leitungen zu  stellen,  und  aus  demselben  das  Verfahren  abzuleiten,  wel- 
ches zu  befolgen  ist ,  wenn  die  Werihe  mehrerer  Unbekannten  aus  Be- 
obachtungen von  ungleicher  Genauigkeit  zu  bestimmen  sind,  und  die 
Zahl  dieser  Bcobachlunf-en  grös.scr  ist  wie  die  dei  Unbekannten.  Ich 
wurde,  wie  sich  voraits.^ehen  licss.  aul  iliese  Weise  auf  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  hin|.;erulirl.  Der  Satz,  welcher  liiedurch  bewiesen 
worden  ist,  lässt  sich  streng  genommen  wie  folgt  aussprechen : 
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»Mit  demselben  Recht,  mit  welchem  man  im  ersleren,  einfachsten 
Falle  das  arithmetische  Mittel  ans  den  Beobachtangen  als  den  wahr- 
scheiDÜchslen  Werth  der  einzigen  Unbekannten  ansieht,  muss  man  im 
anderen,  allgemeinen  Falle  diejenii^n  Wcrthe  der  Unbekannten  als  die 
wahracheinlichslen  Werthe  derselben  betrachten,  durch  welche  bewirkt 
wird,  dass  die  Summe  der  mit  ihren  bez.  Gewichten  multiplicirlen 
Quadrate  der  ttbrig  bleibenden  Fehler  ein  Minimum  wird.« 

Ich  glaube,  dass  in  Bezog  auf  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
dieser  Satz  an  der  Grenze  der  streng  beweisbaren  Satze  liegt. 

Während  bei  der  Ableiluni;  dieses  Satzes  sich  für  ilcu  Begriff  clo.s 
Gewichts  einer  Beoharhtün^  oder  eines  Kesultats  ans  Beobachtungen 
eine  einfache  und  sach^'emüüse  ErkUirung  darbietet,  bleibt  es  ohne  Wei- 
teres unmöghcb,  dfe  Relation  zwischen  den  Gewichten  und  den  relativen 
Genauigkeiten  zweier  oder  mehrerer  Beobachtungen  festzustellen.  Hiesa 
mnaste  ich  zwei  bekannte  SStze  ans  den  Elementen  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung verwenden  und  mit  dem  obigen  Axiom  verbinden.  Das 
Resultat,  welches  unter  andern  hieraus  hervorging,  ist  das  bekannte, 
nemlich  dass  die  Gewichte  den  Quadraten  der  Genauigkeiten  proportional 
dnd.  Es  brauchten  diese  Untersuchungen  wieder  nur  in  der  Annahme 
Einer  Unbekannten  ausgeführt  zu  werden,  da  die  FoTp^rnngen,  die  dar- 
aus entsprangen,  ohne  Weiteres  auf  eine  beliebige  An/uhl  von  Unbe- 
kannten ausgedehnt  worden  konnten.  Aus  dieseia  (irunde  w  urden  sie 
\  or  (Jer  vollständigen  Ableitung  des  oben  angeführten  Salzes  dem  Texte 
einverleibt. 

Die  Abhandlung  behandelt  der  Reihe  nach  die  folgenden  Themata: 
§.  4.  Ermittelung  des  wahrscheinlichsten  Werthes  Einer  Unbekannten 

aus  Beobachtungen.  Art.  4 — 17. 
§.  2.  Ausdehnung  des  Vorhergehenden  auf  den  Fall»  in  welchem  die 

Werthe  mehrerer  unabhängiger  Unbekannten  durch  Beobachtungen 

zo  bestimmen  sind.  Art.  4  8 — S7. 
§.  3.  Ausdehnung  der  bisher  bebandelten  Aufgabe  auf  den  Fall,  in 

welchem  die  Unbekannten  nicht'  von  einander  unabhllngig  sind. 

Art  28—63. 

§,  4.  An\%endung  der  eben  goUislon  Aufgabe  auf  die  Geodäsie,  unter 
der  Bedingung,  dass  nur  Eine  Grundlinie  gemessen  worden  isL 
a)  Erstes  Verfahren.  Art.  6i— 107. 
6)  Zweites  Verfahren.  Art.  408— 1 18. 
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§.  5.  AttsdehDaiig  des  tm  Vorhergc^eDdeo  enlwickellen  Verfahrens  aof 
den  fdMt  in  welchem  mehr  wie  Eine  Grandlinie  gemessen  worden 
ist«  oder  man  das  Dreiecksnetz  an  ein  beoachbarles  anschliessen 
will.  Art.  4  <  9— 432. 

§.  G.  Recapitulalion  der  zur  Aasgleichung  eines  Dreiecksnetzes  erfor- 
derlichen VorscluiflCMi  iintl  Foriuoin.  Art.  133 — 148. 

§.  7.  Berechnung  der  niiulcren  Fehler  der  durch  das  vorhergehende 
Verfahrrn  crhiiltcncn  Resultate.   Art.  149  —  152. 

§.  8.  Nachtrag  zu  der  »»Goodatischc  Untersuchungen«  betitellcn  Abhand- 
lung. Art.  153 — 1ÖC. 

§.  4.  Ermittelang  des  wahrscIiiMnlichiiteB  Herthe«  Eiaer  Vabekaaatea 

aus  Beebachtugen* 

i. 

Grundsatz. 

«Wenn  für  die  unmittelbare  Bestimmung  einer  unbekannten  Grosse 
mehrere  von  einander  unabhängige  Beobachtungen  vorhanden  sind,  die 
alle  unter  gleichen  Umstunden  und  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt  wor« 
den  sind,  so  ist  der  ans  diesen  Beobachtungen  hervorgehende  wahr- 
schetulichste  Werth  der  Unbekannten  das  arithmetische  Mittel  aus  allen 
diesen  Beobachtungen.« 

Man  kann  diesen  Satz  zwar  nicht  vollständig  beweisen ,  aber  es 
lUsst  sich  vieles  anführen,  welches  dafür  tspricht ,  dass  er  in  der  Natur 
der  Sa("lie  heirründcl  ist.  Iis  kann  strenge  genuinmen  nur  bewiesen 
wci(!<M>,  i!a>s  man  hei  der  Anwendung  dieses  Satzes  durch  die  Ver- 
nielirunu  dei-  Anzahl  der  Beobachtungen  sich  uunicr  inehr  untl  mehr 
dem  wahren  Wertlie  der  Unbekannten  n'äherl.  Beobachtungen .  die 
unter  gleichen  Umstünden  und  mit  gleicher  Surgiait  angestellt  worden 
sind,  müssen  notbwendig  als  mit  gleicher  Genauigkeit  begabt  angesehen 
werden,  und  es  muss  daher  gewiss  das  aus  denselben  hervorgehende 
wahrscheinlichste  Resultat  wenigstens  eine  symmetrische  Function  von 
allen  durch  die  Beobachtungen  erhaltenen  Werthen  sein.  Die  Summe 
aller  dieser  Werthe  ist  aber  die  einfochste  symmetrische  Function  der- 
selben ,  die  man  sich  denken  kann.  Wenn  nun  die  Unbekannte  «  ge- 
nannt wird»  und  m  Beobachtungen  nach  und  nach  n,      n,  etc. 
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Ibr  X  gegeben  haben,  sa  dtt»  ans  denselben  nach  und  nach  hervor- 
gegangen ist, 


dann  wird 
uDil  hieraus 


X  ^  n' 
X  s=s  n  elc. 


mx  s  «+»'+»"-1-  etc. 


^  ^  •»■♦•n'+n"+etc. 


das  ist,  X  wird  gleich  dem  arithmetischen  Hitt^  aus  aOea  Beobaohtnngen. 

Betrachten  wir  nnn  die  Beschafesheit  des  Fehlers,  den  wir  be- 
gehen indem  wir  x  dnrcb  die  Torstehende  Gleichung  bestimmen.  Seien 
der  wahre  Werth  der  Unbekannten  w,  und  die  wahren  Fehler  der 

Beobachtungen  e,  tf,  e,  etc.,  so  dass 

n  =  w+e,    n  =  le+c',    n  =  w+c",  etc. 
wird,  dann  wird  der  Ausdrock  des  arithmelischen  Mittels 

X  SS  U)  Hh  

Vorausgesetzt  nun,  dass  kein  Grund  vorhanden  ist  um  anzunehmen, 
dass  gleiche  positive  und  negative  Fehler  verschiedene  Wahrscheinlich- 
keiten haben,  muss  die  Summe  e-t-s'-ha'-i-etc.  sich  um  desto  mehr 
dem  Werthe  Null  nahem,  je  mehr  Beobachtungen  vorhanden  sind.  Denn 

je  öfterer  die  Beobachtungen  wiederholt  werden ,  mit  desto  grosserem 
Bochtc  darf  uiaii  erwarten,  dass  alle  möglichen  Kalle  in  gleicher  An/tihl 
\  rii -^kommen  sind,  gleichwie  man  mit  einem  symmetrisch  gearbeiteten 
homogenen  Würfel  um  so  mehr  jede  Zahl  gleich  viele  Mal  geworfen 
haben  muss,  je  grösser  die  Anzahl  der  Wurfe  ist.  Aber  unter  der  obigen 
Voraussetzung,  dass  posiUve  und  negative  Beobachtungsfehler  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  haben,  wird  bei  wachsendem  m  die  Zahl  und  die 
Grosse  der  positiven  Werthe  von  e  sich  der  Zahl  und  der  Grösse  der 
negativen  e  unbegrenzt  nflhem,  also  schliesslich  die  Summe  s-l-s'-l-«*-l-  etc. 
Null  werden,  wie  oben  behauptet  wurde.  Aus  mehrerem  Grande  muss 
daher  bei  wachsendem  m  die  Function 

Ol 

unmerklich  werden,  und  der  Werth  «  » lo  aus  dem  arithmetischen 
Mittel  hervorgehen. 
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Indem  wir  nun  immer  das  arithmetische  Mitle!  aus  gleidi  jaulen 
Bef)l)achtungen  als  den  \vahr<?rheinliclislen  Werth  der  ünbekaoDten  ao- 
sebcD,  nehmen  wir  zugleich  au,  Uass  c]ie  Beobachtungsfebler  bez. 

*  m  

n  ~~  

m 

■     »+«^+11''+  ele. 

u.  s.  w.  seien.  Aber  es  ist  immer 

und  wir  errüllen  also,  indem  wir  das  anlhmetisf  ho  MiU«  1  ;iiis  den  Be- 
obar!ituua;en  als  den  \vahi>rh<'iiilichsten  Wertli  dor  Unbekannten  an- 
sehen, wie  aueh  die  Anzahl  der  beobachlungen  besehalfen  sei,  die  Be- 
dingung, die  älrengü  genommen  stattfindet,  wenn  die  Anzahl  der  Beob- 
achtungen unendhch  gross  ist.  Wir  nttbero  ans  also  gewiss  durch 
Vergrösserong  der  Anzahl  der  Beobachtungen  dem  wahren  Werthe  der 
Unbekannten .  und  dieses  ist  in  der  Tbat  allea  was  wir  thun  köoneo,  da 
die  wahren  Beobachtuogsfehler  uns  stets  unbekannt  bleiben  werden. 

3. 

Im  vor.  Art.  ist  schon  eine  Rekition  abgeleitet  worden,  die  zwiecben 
den  tlbrig  bleibenden  Fehlem  stattfindet,  wenn  man  das  arithmeCisdie 
Mittd  ans  allen  Beobachtungen  als  den  wahrscbeinllcbsten  Werth  der 
Unbekannten  betrachtet,  aber^'es  besteht  zwischen  diesen  Fehlem  noch 

eine  merkwürdige  Relation,  die  in  dem  folgenden  Satze  enthalten  ist. 

»Wenn  man  dat»  aiiLhajelische  Milte!  aus  allen  Beol)arhUiii::ri)  als 
den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unf  rL  nnten  betrachtet,  so  bewirkt 
man  dadurch ,  dess  die  Summe  der  Quadrate  der  (tbrig  bleibenden  Feh- 
ler ein  Mudmum  wird.« 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  bemerkeich,  dass  man  die  übrig 
bleibenden  Felder  durcit  r — »,  x — n\  x — n\  etc.  ausdrucken  kann,  und 
der  Satz  verlangt  demzufolge,  dass 

[x—n]'^     (a-— n')^  -»-  (x— n*)'  -|-  etc.  =  Minimum 
sei.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  diese  Function  kein  Maximum  haben  kann, 
denn  lilsst  man  s  unbestimmt  (positiv  oder  negativ)  wachsen,  so  nihert 
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sich  der  Werth  derselben  iiuiiier  mehr  und  mehr  dem  unendlich  (jroi»sei). 
Die  bekannte  Bedingung  des  Minimums  giebt  nun  hier 

(df— »)  -t-  («—»')  -h  («— » )  H-  etc.  s  0 

woraus 


 m  


folgt.  \V.  z.  b.  w. 


i. 

Ks  ist  im  Vorhergehenden  angenommen  worden ,  dass  gleiche  po- 
sitive und  negative  Fehler  gleich  wahrscheinlich  seien,  wir  wollen  aber 
jetzt  annehmen ,  dass  dieses  nicht  der  Fall  sei ,  und  die  Folgen  unter- 
suchen, die  dieser  Umstand  auf  die  Bestimmung  der  Unbekannten  aus- 
übt .  Im  jetztzu  betrachtenden  Falle  wird  sich  die  Summe  e-f-e'-he'  -h  etc. 
bei  stets  wachsender  Anzahl  von  Beobachtungen  nicht  der  Null,  sondern 
eioer  gewissen  positiven  oder  negativen  Grösse  nahem,  die  ich  mit  mk 
bezeichnen  will,  woraus  folgt,  dass  der  positive  (oder  bez.  n^ative) 
Fehler  e+h  mit  dem  negativen  (oder  bez.  positiven)  Fehler  e  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  bat.  Aus  einer  stets  wachsenden  Ansaht  von  Beob- 
achtungen wird  man  nun,  wenn  man  wie  vorher  das  arithmetische 
Mittel  aus  denselben  zur  Bestimmung  von  x  anwendet,  sdiliesslich 

Statt  des  wahren  Werlhes  .r  =  w  erhalten.  Man  kann  nun  nie  durch  ir- 
gend ein  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  entlehntes  Princip  k  von  w 
trennen ,  sondern  muss  dafür  andere  Mittel  in  Anspruch  nehmen ,  und 
diese  können  in  nichts  anderem  bestehen,  als  in  sorgfältiger  Ausarbei' 
long  und  Anwendung  der  bei  der  Losung  der  Angabe  anderweitig  in 
Betracht  kommenden  Theorien.  Wenn  sowohl  die  Theorie,  zufolge 
welcher  «  sich  aus  den  angestellten  Beobachtungen  eigiebt,  als  die 
Theorie  des  zur  Beobachtong  angewandten  loslrumeiits  vollsUtndig  be- 
kannt äod,  and  ikhtig  angewandt  werden,  so  können  nie  gleiche  positive 
und  negative  Fehler  verschiedene  Wahrscheinlichkeiten  haben,  und  es 
musB  aus  diesem  Grunde  a  0  werden.  Wenn  aber  im  Gegenlheil 
diese  Theorien,  oder  nur  Eine  derselben  mangelhaft  ist,  oder  uozweck- 
massig  angewandt  wird ,  dann  ist  es  nachher  unmöglich  den  constanlen 
Fehler  k  aus  dem  Resultat  der  Beobachtungen  zu  entfernen.  Au^  diesen 
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Grttnden  wird  im  Verlaufe  dieser  Abbandlnog  sleCa  stillfidiweigeiid  an- 
genommen werden,  dass  A(  a»  0  ist 

5. 

Ich  nehme  jetzt  an ,  dass  der  Werth  x  =  iV  das  nacli  dem  \  orher- 
i^ehenden  aus  m  Beobachtungen  genommene  arithmetische  Mittel  sei. 
Man  habe  ferner,  nachdem  dieses  Resultat  schon  berechnet  worden  ist, 
zur  Bestimmung  derselben  UnhekanDten  x  eine  Reihe  von  m  anderen, 
von  jenen  unabhängigen,  Beobachtungen  angestellt,  die  einzeln  fUr  eben 
so  genau  w  ie  jene  gehalten  werden  mllssen,  und  daraus  auf  dieselbe 
Weise  xssN'  erhalten ,  später  habe  man  noch  m'  andere  gleich  gnle 
Beobachtungen,  und  daraus  N"  erhalten,  u.  s.  w.  Wenn  man  hier- 
auf  aus  allen  diesen  Beobachtungen  den  wahrscheinlichsten  Werth  von 
«  berechnen  will,  so  ist  es  von  selbst  klar,  dass  die  Groppimngen,  die 
vorher  gemacht  worden  sind,  keinen  Einfluss  auf  das  neue  Resultat 
haben  dürfen,  und  dass  man  Jetzt  wie  vorher,  ehe  die  m',  m',  etc.  Be< 
obachtnngen  angestellt  worden  waren,  aus  allen  nun  vorhandenen  Be- 
obachtungen das  arithmetische  Mittel  nehmen  mass.  Da  mN  die  Summe 
der  ersten ,  m'N'  die  Summe  der  zweiten ,  tnN"  die  Summe  der  dritten 
Gruppe  von  Beobachtungen  ist,  u.  s.  ny.,  so  liat  jetzt  daa  arithmetische 
Mittel  aus  allen  Heobaehtiingen ,  oder  mit  anderen  Worten  der  wahr- 
scheinlichste Werth  der  Unbekannten 

,Mx  _  mN^m'N'+m'ir+eU:, 

^  '   f»i+f»'+»»''+elo. 

zum  Ausdruck.  Wcim  mui  aruichmen,  dass  der  Werth  von  =  iV 
das  Kesullat  einer  einzigen  Beobachtung  von  solcher  Beschallen heit 
wUre,  dass  man  sie  für  eben  so  genau  halten  milsste,  wie  das  arilh- 
meii-elie  Mittel  aus  m  solcher  Beobachtungen,  aus  denen  die  anderen 
Gruppen  bestehen,  so  ist  an  sir!i  klar,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth 
von  X  immer  noch  derselbe  bleibt,  den  der  Ausdruck  (I )  giebt,  und  da 
wir  denselben  Schluss  auf  alle  übrigen  Gruppen  N',  N",  etc.  von  Be- 
obachtungen ausdehnen  können,  so  eigiebtsidi,  dass  der  Ausdruck  (1) 
immer  noch  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x  ist,  wenn  iV,  iV',  iV',  etc. 
einzelne  Beobachtougen  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass  man  die  Be- 
obachtung, welche  gegeben  hat,  für  eben  so  genau  halten  muss,  wie 
das  arithmetische  Mittel  aus  m,  die  welche  N'  gegeben  bat«  für  eben  so 
geoau  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  m',  die  wdcbe  iV*  gegeben  hat. 
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'  ftlr  eben  so  genau  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  m"  u.  s.  w.  andereu 
Beubachtungeo»  denen  allen  irgend  eine  und  dieselbe  Genauigkeit  bei- 
gelegt werden  muss.  Wenn  man  daher  unter  der  Bezeichnung  des  Ge- 
wichts irgend  einer  Beobachtung  oder  eines  Resultats  aus  Beobach- 
tungen die  Aozab)  von  Beobachiungea  von  der  Genauigkeit  =  4  ver- 
steht, deren  aiithmetiscbes  Mittel  filr  dlien  so  genau  gehalten  werden 
muss,  wie  diese  Beobachtung  oder  dieses  Resultat  aus  Beobachtungen, 
so  können  wir  den  Ausdruck  (I)  in  folgenden  Satz  einkleiden: 

»Wenn  man  für  die  Bestimmung  einer  Unbekannten  mehrere  Bc- 
obachtuDgcn  angestellt  hat,  diü  so  be^jciiallen  ^siud,  dass  nuui  ilinen  he/.. 
die  Gewichte  m,  m\  m",  etc.  beilegen  muss,  sn  erhält  man  deji  wahr- 
scheinlichsten Werth  dieser  Unbekannten,  wenn  man  (his  Resultat  einer 
jeden  Beobachtung  mit  seinem  Gewicht  niultiplicirt,  diese  Produkte  ad- 
dtrt  und  mit  der  Summe  aller  Gewichte  dividirt.« 

Es  folgt  femer  aas  den  obigen  Betrachtungen  der  Satz : 
•Das  Gewicht  dieser  Bestimmung  der  Unbekannten  ist  der  Summe 
der  Gewichte  aller  dazu  zugezogenen  Beobachtungen  gleich.« 

6. 

Aus  den  Betrachtungen  des  vor.  Art.  können  wir  ausserdem  noch 
die  folgenden  Folgerungen  ziehen. 

Das  Gewicht  irgend  einer  Beobachtung  oder  eines  ResultaL->  «lus 
Beobachtungen  ist  inuner  relativ  zu  verstehen ,  iiulem  immer  die  Ge- 
nauigkeit oder  das  Gewicht  irgend  einer  besliiuuiten  Gattung  von  Beob- 
achtungen =  1  gesetzt  werden  muss. 

Die  obige  Ableitung  des  BegritTs  des  Gewichts  beschrankt  sich, 
strenge  genommen,  nur  auf  die  Falle,  wo  die  Gewichte  ganze  Zahlen 
sind,  allein  es  ist  sehr  leicht  den  Begriff  des  Gewichts  auch  auf  gebro> 
ebene  oder  irrationale  Zahlen  auszudehnen.  Denn  wenn  man  durch  ge^ 
eignete  Mittel  in  Erfahrung  gebracht  hat,  dass  irgend  eine  Beobachtung 
fUr  genauer  gehalten  werden  muss  wie  das  arithmetische  Mittel  aus  m, 
hingegen  Ihr  weniger  genau  wie  das  arithmetische  Mittel  ans  m+l 
Beobachtungen  der  Galtung  deren  Gewicht  =  1  gesetzt  wird,  so  ist  es 
klai  ,  dass  das  Gewielit  dieser  Beol  ;i!  ht  nig  nur  gleich  m  plus  einem 
Bnichlheil  d(!r  Einheil  sein  kann,  und  nichts  hindert  uns  in  solchen 
hallen  das  Gewielit  dieser  Hedliachtung  demgemSss  anzunehmen,  wenn 
nur  Mittel  vorhanden  sind  den  Bruchtheil  zu  bestimmen.  Aus  demselben 
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Grunde  siuil  wiv  eben  00  wenig  gehindert,  das  Gewicht  einer  Beobach- 
tung, die  im  weniger  genau  i^eiialten  werden  muss  wie  eine  Beobach- 
tung der  Gailling,  deren  Gewicht  =  1  gesetzt  worden  ist,  durch  einen 
ächten  Brueh  aiiszudiiieken. 

Endlich  Ijeilitigt  der  oben  festgesetzte  Begriff  des  Gewicht*  nolh- 
wendig  eine  positive  Zahl,  uod  eia  oegatives  Gewicht  iiano  keioeo  Sioo 
baiieD. 

7. 

Bs  ist  hiebet  noch  das  Folgende  zu  bemerken.  Da  die  Genauigkeit 
der  verschiedenen  Beobachtungen  von  der  ungenauesten  an.  deren  Ce> 
i^vtcht  =  0  angenommen»  oder  die  als  verfehlt  betrachtet  ond  verworfen 
werden  muss,  bis  zur  genauesten  durch  unendUch  kleine  Abstufungen 
wachst,  so  bisst  sich  gewiss  immer  eine  Gattung  von  Beobachtungen 
denken,  in  Bezug  auf  welche  das  Gewicht  irgend  einer  beliebigen  an« 
deren  Beobachtung  durch  eine  ganse  Zahl  ansgedrackt  werden  kann. 
Verändert  man  hierauf  die  Gattung  von  Beobachtungen,  deren  Gewicht 
der  Einheit  gleich  gesetzt  worden  ist,  so  kann  nuin  dadurch  schon  auf 
Gewichte  konamen,  die  nicht  mehr  durch  ganze  Zahlen  aosgedritckt  wer- 
den können.  Um  dieses  deutlicher  zu  machen,  will  ich  annehmen ,  man 
habe  verschiedene  ßeoi)achtungen,  denen  zufolge  der  Wahl  der  Gattiini,; 
von  Beobachtungen,  deren  Gewicht  =  i  gesetzt  worden  ist.  die  Ge- 
wichte 2,  3,  4,  etc.  beigelegt  werden  müssen,  ändert  man  hierauf  jene 
Giittung  von  Beobachtungen,  die  zur  Einheit  des  Gewichts  dienen,  und 
wählt  dafür  eine  andere,  z.  B.  eine  solche  deren  Gewicht  das  Dreifache 
jenes  ist,  dann  sind  die  Gewichte  der  übrigen  Beobnchtuneen  schon 
nicht  durchaus  mehr  ganze  Zahlen,  sondern  gehen  in  die  folgendm  über, 
h  ^*  h  s'^h^  hieraus  wie  die  obige  Definition  des  Gewichts 

auch  schon  ohne  die  Betrachtungen  des  vor.  Art.  zu  Hälfe  zu  ziehen, 
auf  gebrochene  Zahlen  fUhren  kann. 

S. 

Die  Relation,  die  wir  im  Art.  5  zwischen  dem  Gewicht  einer  Be- 
obachlung  und  dem  Gewicht  des  arithmetischen  Mittels  aus  einer  ge- 
wissen Anzahl  gleich  guter  Beobachtungen  aufgestellt  haben,  Atfart  uns 
auf  die  Aufjgabe  zu  bestimmen:  wie  gross  denn  eigentlich  die  Genauig- 
keit des  ariÜnnelKcheo  M^ls  aus  einer  gewissen  Anzahl  gleich  guter 
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Ben(  nrhtting(M3  in  Bezug  auf  die  Genauigkeit  einer  jeden  einzelnen  dieser 
Beobac  1 1 1  u  ngen  sei  ? 

Die  Losung  dieser  Aurj^abe  fVillt  der  Wahrscbeinlichkeil^rechnung 
anheim,  wenn  wir  erst  festgesetzt  haben  werdeo,  was  unter  relativer 
Genauigkeit  verslan<l(>n  werden  muss. 

»Wenn  die  Wahrscheinlichkeit«  dass  der  Fehler  irgend  einer  Be- 
obacbtaog  oder  irgend  eines  Resollats  aus  Beotmchtongen  zwischen  den 
Grenzen  —  e  und  e  liegt,  der  Wahrscbeinlichkeit  gleich  ist,  dass  der 
Fehler  ii^end  einer  anderen  Beobachtung  oder  ii^end  eines  anderen  Re- 
sultats aus  Beobachtungen  zwischen  den  Grenzen  —  e  und  +  c  liegt, 
so  verfaslt  sich  die  Genauigkeit  des  ersten  Resultats  zu  der  des  zweiten 
wie  c  zu  e,m 

Vomiitldst  dieser  Definition,  die  die  einfachste  und  sachgemisseste 
ist,  die  man  von  dem  Begriff  der  relativen  Genauigkeit  einer  Beobach- 
tung oder  eines  Resultats  aus  Beobachtungen  aufstellen  Kann,  wird  es 
leicht  sein  das  Verhiütniss  der  Genauigkeit  einer  einzelnen  Beobachtuu-^ 
zu  der  des  anlhiuelischen  Mittels  ans  ircoiid  einer  Anzniil  für  '^leicU  gut 
zu  hallenden  Beohachluniieri  zu  be.siniinien,  wenn  \\n  von  dem  G  sirbis- 
puokt  ausdrehen,  diis.s  das  arillin)iMische  Mittel  itberhaupt  iIm*  walirsc tiein- 
liebste  \S  erth  der  aus  diesen  Beobachtungen  zu  bestimmenden  Unbe- 
kannten ist. 


Sei  für  irgend  eine  bestinmilo  Galtung  von  Beobachtungen  dieWahr- 
scheiniichkeil  des  Fehlers  ^  durch  (fJ,  wo  (p  ein  Functionszeichen  ist, 
ausgedruckt,  dann  wird,  wenn  wir  die  Wahrscheinlichkät,  dass  der  Feh- 
ler iiigend  einer  Beobachtung  dieser  Gattung  innerhalb  der  Grenzen  +c 
liegt,  mit  w  bezeichnen,  w  gleich  der  Summe  der  Wahischeinlicbkeiten 
aller  Fehler  von  —  c  bis  -i-  und  da  die  Beobachtungsfebler  durch  un^ 
endlich  kleine  Stufen  wachsen  oder  abnehmen, 


Da  femer  jeder  Beobachtungsfebler  gewiss  innerhalb  der  Grenzen 
—  00  und  •+■  00  liegt,  so  efgiebt  sich 

/»■••OO 


9. 
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Wenn  wir  terner  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  einer  Anzahl  von 
m  s:1oirh  guter  Beobachtungen  beziehuDgsweise  die  Fehler  ^\  etc. 
vorkommen  mit  W  bezeichnen,  so  erhalten  wir 

W^tpJ'.tpJ'  9»^"> 

Diese  Salze  ergeben  sich  aus  den  FU-ninnlcn  der  Wahrscheinlich 
keilsrecliniinü.  wenn  mau  die  dort  angeuümuienen  endlichen  Unterst-hiedL- 
in  den  Uheihiiupt  möglichen  FJillen  als  unendlich  klein  betrachtet,  oder 
die  endliche  Anzahl  der  möglichen  Fälle  in  eine  unendlich  grosse  Anzahl 
verwandelt.  Endlich  folgt  aus  denselben  Betrachtungen,  dass  die  Wahr* 
scheinlichkeit,  dass  J'  zwisciien  den  Grenzen  +  a\  J'  swischen  den 
Grenxen  +  a'.  etc.  li^,  durch  das  nt  fache  Integral 

X+n*  /»+«(•> 

ausgedrückt  wird.  Dieser  Ausdruck  gilt  zwar  nur  wenn  die  Beobach* 
tungen  von  einander  onabhttngig  sind,  aber  diese  Bedingung  binden 
nicht  ihn  auf  den  Fall  auszudehnen,  in  welchem  zwischen  den  Fehler« 
grenzen  a\  a,  etc.  eine  Relation  besteht,  wenn  diese  nur  so  beschaffen 
ist,  dass  sie  unbeschadet  der  Unabhängigkeit  der  Beobachtungen  von 
einander  stattfinden  kann.  Wenn  nun  eine  solche  Rdaiion  angenommen 
wird,  so  muss  man  bei  den  verschiedenen  Integralionen  darauf  Rttck- 
sicht  nehmen.  Sei 

diese  Relation,  worin  y  eine  gegebene  GrOsse  und  f  ein  Functionszeichen 
ist,  und  die  erste  Aufgabe  sei«  die  Wahrsdieinlichkeit  zu  bestimmen, 
dass  y  zwischen  den  Grenzen  Hh  b  liege.  Man  muss  um  diese  AuQ^abe 
zu  lasen,  zuerst  vermittelst  dieser  Relation  eine  der  Veränderlichen  J*, 
J*,  etc.  nebst  dem  Diffisrential  dersdben  aus  dem  obigen  m  Ihchen  Inte- 
gral elimtniren.      zu  diesem  Zweck 

wo  wieder  Fein  Functionszeicfaen  ist,  der  Ausdruck  flQr  welcher 
sich  aus  dem  obigen  Ausdruck  Rir  y  ergiebt,  so  bekommt  man ,  wenn 
man  nidit  blos  ^^"^  und  djS'^  eliminirt,  sondern  auch  den  obigen  Aus- 
druck (tor  W  substituirt, 

(4)  mj'.dj\.,dj'''^=K.ifj'.ifj\.,ipj'''-'\dj\dj\..dJ''-'\(^ 
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weon  mao  zur  AbkURuiig 

setzt,  und  die  tn fache  Integralion  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
muss  jetzt  so  ausgeführt  werden,  dass  man  J", .  . .  ^^""'^  inner- 
halb der  Grenzen  ausdehnt,  Tür  welche,  wenn  man  y  zwischen  den 
Grenzen  +  b  nimmt,  die  Function  F  Air  alle  möglichen  Werlhe 
giebt.  Die  IntegralioD  endlich  in  Bezug  auf  y  muM  innerhalb  der  Gren- 
len  7  b  ausgedehnt  werden. 

10. 

Wenn  wir  nun  das  Vorstehende  anwenden  wollen  um  die  Wahr- 
scheinlichkeit zu  finden,  dass  die  Summe  der  Foliler  von  m  Heobach- 
tungen  innerhalb  der  Grenzen  +  6  liege,  so  w  inl  die  Relation  [2j  in 

llbergeben.  Ich  ziehe  aber  vor  einen  Schritt  weiter  zu  gehen,  und  statt 
dieser  Relation  die  folgende  allgemeinere  einzufiihren, 

worin  f\  f".  .  .  f""*  t^egebene.  numerische  Cocfficienten  bedeuten  sollen, 
denn  hiedurch  ivonncn  wir  die  Auflösung  unserer  Aufgabe,  wip  sich 
weiter  unten  ergeben  wird,  sojj;leich  auf  den  Fall  ausdehnen,  in  w  eiciiera 
die  Beobachtungen  verschiedene  Gewichte  haben,  wahrend  der  ein- 
fachere Fall ,  in  welchem  die  Gewichte  aller  in  Betracht  gezogenen  ein- 
ander gleich  sind»  daraus  erhalten  wird,  wenn  mao 

«'./aetc.««<''>«1 

setzt.  Die  oben  angenommene  Relation  giebt 

welche  der  allgemeinen  Relation  (3)  entspricht.  Hieraus  ergiebt  sich  also 

dt'    « 

dr 

Da  ferner  mügl icher  Weise  jeder  Fehler  zwischen  den  Grenzen 
—  oo  und  -t-oo  liegen  kann,  und  die  Annahme  dieser  Grenzen  für 
J',  J\  .  .  .  //^""''  nebst  den  Grenzen  +  6  für  1/  in  Folge  der  vor- 
stehenden Gleichung  dem  Fehler  ./  "''  alle  möglichen  Werthe  zutheill, 
80  müssen  die  Integrationen  innerhalb  dieser  Grenzen  ausgeführt  werden. 
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Wenn  wir  ilahei'  die  Waln\>clieinli(  hkeit,  dass  die  Suniiue  der  bez.  mit 
e,  f  \  .  .  .  f-'"*'  miilUplirirtpn  Beobachlungsfehler  inoerhaib  der  Greozeo 
+  b  liege,  mit  W  bezeichnen,  so  wird  zufolge  der  (i) 

,»+00    .-1-00         /»♦OO  y'+t 

t/  —OO  *^  —OO        *-  —CO  *^  —b 

wenn  zar  Abküneoog 
gesetzt  wird. 

H. 

Um  diesen  Ausdrock  integriren  zu  können,  müssen  wir  die  Fonc- 
tion  ip  kennen,  und  die  Kenntniss  davon  erlangt  man  durch  den  an 
die  Spitze  dieser  Abhandlung  gestellten  Grundsatz.  Nehmen  wir  die 
Gleichung 

wieder  vor.  in  welcher  die  Wahrscheinlichkeit  ist,  dass  in  einer  Reihe 
von  m  gleich  guten  Beubachlunj^en  die  Fehler  ./',  /'  vor- 
kommen. Indem  wir  uns  wieder  des  oben  anuezotrenon  (irnndsatzes 
bedienen,  nehmen  wir  zugleich  an,  dass  das  Zusariiriu  iil irll  ii  der  durcli 
diese  Annahme  sieh  ertiebenden  Fehler  der  Beobachtuniren  die  grüssle 
Wahrscheinlichkeit  habe;  die  eine  dieser  Annahmen  ist  in  der  anderen 
enthalten.  Weno  aber  das  Zusammentreffen  der  unter  der  genannten 
Bedingung  sich  ergebenden  Fehler  das  wabrscbeinlicbste  ist.  so  muss 
nothwendiger  Weise  W  ein  Maximum  werden.  Diese  Bedingung  giebl 
die  Gleichung 

Q           dff.f  dJ'         d>,  -  f    d.f  d(f.fi'^  d.i(*) 

"  —  y/T.iW  4c       if^'.tLt'  de        "  '       ^"*.Arf(")  * 

wenn  e  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Beobachtungen  bedeutet.  Wenn 
aber  wieder  die  beobachteten  Werlhe  der  Unbekannten  mit  n\  iT, . .  * 
bezeichnet  werden,  so  wird 

und  daher 

dj-       d.r  ^^^al. 

de'         de'  "         ^  de 


Digitlzed  by  Google 


VOR  Dte  MbTBODB  DBB  BLBINSIKN  QuAMtATS  OlC 


die  obige  Gleichung  geht  biemit  in 

über.  Aber  im  Art.  i  wurde  gefunden,  dass  in  Fulge  der  Annahme  des 
arithmeliscben  Mittels  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Ünbekaoil- 
ten.  die  Summe  der  übrig  bleibenden  Fehler  Null  ist ,  und  hieraus  er* 
halten  wir  jetzt 

und  da  diese  mit  der  Gleichung  (6)  zugleich  stattfinden  mufls»  .80  ergiebt 
sich  allgemein,  dass 

sein  moss,  wo  h  eine  Constante  ist,  denn  auf  andere  Art  lüsst  sich  den 
beiden  Gleichungen  zugleich  nicht  GnOge  leisten.  Das  Integral  der 
vorstehenden  Gleichong  ist 

wo  /  ihe  Inlegiationsronslante  und  e  die  Grundzahl  der  natürlichen  Lo- 
garilluuen  ist.  Uicmil  (M  halten  wir 

und  wenn  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  eines  Maximums,  filhig 
wtlre,  so  mosste  ik  positiv  angenommen  werden.  Da  aber  diese  Summe 
nur  eines  Hinimums  fithig  ist,  so  muss  nothwendlg  k  negativ  sem,  damit 
ff  ein  Maximum  werde.  Setzt  man  um  dieses  auszudrücken   as  —  A*, 

so  wird 

Bs  uiuss  feruer.  wie  oben  gezeigt  wurde 

»+00 


J  -CO 


werden,  und  da 


X 


+00      -A'^  y— 


—00 

ist,  wenn  n  das  Verbaltniss  des  Kretsnmranges  zum  Durchmesser  be- 
zeichnet, m  ergiebl  sich  l  —        und  es  wird  schliesslich 

^f^^vT^   ^' 
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und 


WO  xf*-^  J'^^ . . .  -h^^*^^  dD  MiDtmum  isl.  Bs  folgt  Ueravs  wedtr 
der  Salz,  dass  wenn  man  eise  Unbekaniite  durch  das  aritbmeüMlie 
Mittel  aoB  den  dafilr  erhaltenea  Beobachtungen  hestimmt.  man  zggldeh 
dadurch  bewirkt,  dass  die  Snoame  der  Quadrate  der  ttbrig  UeibeiMlei 
Fehler  ein  Minimum  wird ;  welcher  Satz  im  Art.  3  auf  andere  Art  «dm 
bewiesen  wurde. 


Es  solloi  nun,  um  in  den  folgenden  Ausdrucken  eine  leichtere 
Uebersicbt  zu  gewinnen,  die  folgenden  Abkürzungen  in  den  BezeidiDiio- 
gen  eingeflihrt  werden, 


Siibstttuirl  man  nun  den  unter  (7]  erhaltenen  Ausdruck  für  9^  io  des 


IS. 


Ausdruck  (öj,  so  ergiebt  sicli 


«/— OO''— 00  00«'— * 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  worden  ist.  Betrachtet  man  aber  das  Integral 


-00 


und  setzt  darin 


X  = 


so  wird  es 
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folglich»  da 


r 


-00 
ist 

Wendet  man  diesen  Ausdiuck  au[  dm  obigen  Ausdruck  dir  VV  an,  so 
ergiebt  sich  nach  der  ersten  Integration 

^   /••♦•OO       /»+OO  p+b 


ist.  Nadi  der  zweiten  Integralion  erhält  mau 

00    •'—00  * 

ist,  nach  der  dnlten  Integration  md 
wof     <i/  5?  |»+oo -+» 

wo 

ist,  urid  das  Geset/.  des  Fortganges  stellt  sich  jetzt  deutlich  hervor* 
Nach  der  (m^2)tea  lütegration  wird  folglich 


wo 


ist.  Fuhrt  man  nun  auch  die  (m— 1}te  Int^ration  auf  dieselbe  Wense 
aus  und  suhstituirl  die  Ausdrücke  der  eingeführten  HttlftgrOssen.  so  be- 
kommt man 


44* 
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womit  .ille  Integralionen  ausgeführt  sind,  die  man  oliDe  Hülfe  von  uq* 
endlichea  Reihea  erhalten  kaon. 


43. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  oben  gefundene  WahrschnnlK  hkeit 
der  Wahrsclioinlichkoif  gleicii  st  in  J.iss  der  Fehler  ireeiul  ciiH^r  der 
iti  lictracht  i^ezoijenün  üeobachtiinij;en  innerhalb  der  Greiueu  a  eal- 
hailen  sei,  so  wird  zufolge  des  Yorhcrgehendeu  auch 


und  es  miiss  die  Relation  zwischen  ü  nod  h  ans  der  folgenden  Gleichnng 
liestimmt  werdmi 

Sei 


dann  wird 


wenn 


geselzl  wird.  Die  obijjo  Bedui^^uuMisgleichuDg  geht  hiemit  in  die  fol- 
gende 


tlber  und  hieraus  folgt 

welches  die  gesuchte  Relation  ist. 
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Diedü  Helalioti  giebl  in  Verbinduiig  luil  der  im  Art.  8  gegebenen 
DefioitioD  der  relativen  Genauigkeil  sogleich  den  folgenden 

Isten  Satz. 

»Die  Genauigkeit  der  Summe  von  m  gleich  guten,  beziehungsweise 
mit  den  gegebenen  Factoren  / ,  ,  mulliplicirten  Beobachtungen 
verhalt  sieb  zur  Genauigkeit  Einer  dieser  Beobachtungen  wie 

Nehmen  wir  an,  dass  es«'»  etc.  =      ss    sei,  dann  geht 

die  eben  bezeichnete  Function  der  Beobachtungen  in  das  arithmetische 
Mittel  aus  denselben  Uber,  und  wir  erhalten  daher  sogleich  den  folgenden 

2ten  Satz. 

■  Die  Genauigkeit  des  arithmetischen  Mittels  aus  m  gleich  guten 
Beobachtungen  verhalt  sich  zur  Genauigkeit  irgend  Einer  derselben  wie 

Vm  :  4.« 

Die  Verbindung  dieses  Satzes  mit  der  im  Art.  5  aufgestellten  De- 
finition des  Gewichts  einer  Bestimmung  aus  Beobachtungen  zeigt,  dass 
das  Gewicht  einer  Beobachtung  oder  eines  Resultats  aus  Beobachtungen 
dem  Quadrat  der  Genauigkeit  derselben  proportional  ist. 

Man  kann  den  ersten  obigen  Salz  leicht  auf  Beobachtungen  von 
ungleiGfafir  Genauigkeit  ausdehnen.  Wenn  man  annimmt,  dass  die  Fehler 
e ,  s^l  solchen  Boobachtungen  angehören,  deren  Genauigkeiten 
bez.  den  Zahlen  Vp»  Vf\  .  .  -  proportional  sind,  so  gehören 

die  Fehler  e  /^7,  e  VJ  .  .  .  gewiss  Beobacht Hüffen  von 

gleicher  Genauigkeit  an,  denn  durch  die  Multiplication  der  Fehler  mit 

den  Zahlen  V'p\  Vv\  etc.  werden  diese  gewiss  mal  Yv"  nwl,  elc. 
veigrOsaert,  also  die  Genauigkeiten  gewiss  eben  so  viel  verkleinert,  und 
auf  gleiches  Ifaass  gebracht.  Bezeichnen  wir  daher  die  Fehler  4  Vf. 

c  Ypt  etc.  mit  J',  J"^  etc.,  so  kann  der  Ausdruck 

sogleich  in  den  folgenden  verwandelt  werden 
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und  hiemil  ergiebl  tiicb  der 

3te  Sau. 

»Die  Genauigkeit  der  Summe  von  m,  bes.  mil  den  gegebenen  Fao- 
toren  mulliplicirten  Beobachtoogmi»  deren  rdalive  Ge- 

nauigkeiten den  Zahlen  Vp^  VI?*  •  -  •  Vv^^  proportioiial  sind,  oder  nil 
anderen  Worten,  denen  die  Gewichte  p\  . .  beigelegt  werden 
müssen,  verhiU  sich  xnr  Genauigkeit  Einer  Beobachtung  der  GatiOQg, 
deren  Genanigkeil  oder  Gewicht  als  Einheit  angenommen  worden  iit,  wie 

Das  Gewicht  eines  aus  solchen  Beobachtungen  gezogenen  Resultat« 
hat  also,  wenn  man  es  mil  P  bezeichnet, 

(8)  P  =  ?  

zum  Ausdruck ,  und  bedeutet,  dass  dieses  Resultat  lui  f  hon  so  genau 
gehalten  werden  muss,  als  wäre  es  das  arithmetische  Mittel  aus  i' sol- 
cher fieobacblongen,  deren  Gewicht  oder  Genauigkeit  »  I  iaU 

Ii. 

Wenden  wir  zu  nftherer  Erlttoterong  des  Ausdrucks  (8)  denselben 
anf  die  elolhchsten  Fonciionen  von  zwei  Grossen  an.  Seien  durch  die 
Beobachtungen  die  Grosse  a  mit  dmn  Gewicht  p,  und  die  Grosse  e'  mit 
dein  Gewicht  ^  erhalten,  man  fragt  znenl  nach  dem  Gewiebl  der 
Function 

♦(•±<0 

Hiefür  giebt  der  Ausdruck  (8),  da  hier  «  s  ^,     s»  ^  ^  ist 
oder  wenn    a  p  ist, 

mit  dem  2.  Satze  Ubereinstimmend ,  wenn  wir  blos  das  obere  Zeicheo 
anoehmeo.  Fragt  man  ausserdem  nach  dem  Gewicht  der  Function 

e±«' 

wenn  die  Gewichte  dieselben  sind  wie  vorher,  so  giebt  der  Aosdraek 
(8),  da  nun  «  s  1,    s  + 1  ist, 
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P 


PP" 


oder  wenn  man  p'  macht 

P^^P 

Wenn  man  hier  unter  o  und  a  die  bei  einer  Triangulation  von  einer  und 
derselben  Station  aus  eingeschnittenen  Richtungen  zweier  Droiecks- 
punkte  versteht,  so  ist  o  —  a  der  durch  die  Beobachtungen  erhaltene 
Winkel  zwischen  diesen  beiden  l'unkku,  und  setzt  man  das  Gewicht 
der  Bestimmung  einer  jeden  der  beiden  Richtungen  =  1,  so  ist  das 
Gewicht  des  Winkels  nur  =  i »  oder  die  Genauigkeit  des  Letzteren  nur 

-VT. 

15. 

Nehmen  wir  jetxt  wieder  die  GleichnDg  (I)  vor,  nemlich 

_  «tW4-m*if-l-iyj>r4-... 

welche  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  *  giebt,  wenn  die  beobach- 
teten Werthe  N,  N',  N",  etc.  bez.  die  Gewichte  m,  m',  tn,  etc.  haben. 

Wenn  nun  die  IJeubachlungen  nicht  unmittelbar  x  =  N,  x=  IS',  etc., 
^^liiiili  i  ii  sUitt  dessen  ax^n,  a\v  =  n',  etc.  gegcbeti  haben,  wo  n,  a\  etc. 
bestunmie  durch  die  Theorie  der  Aufgabe,  welche  auf  die  Bestunmung 
von  X  hmtUhrt,  gegebene  numerische  Coefficienten  sind,  dann  ist  in  den 

ana  diesen  Gleichungen  folgenden  Werthen  «ss-^,  d?'»^,  etc.  ^  g^ 

wiss  aroal  genauer  wie  n,     gewiss  A'mal  genauer  wie  n',  u.s.  w.,  weil 

die  Fehler,  womit  n,  n,  etc.  behaftet  sind,  durch  die  angeftJhrten  Divi- 
sionen gewiss  a,  a\  efr.  mal  verkleinert  worden.  Wenn  nun  die  Ge- 
nauigkeit aller  Beobachtungen,  welche  n,  n,  etc.  gegeben  haben,  fiur 
dieselbe  gehalten  werden  muag,  so  werden  in  Folge  der  Gleichung  (8) 
die  Gevncbte  der  daraus  hervorgehenden  einzehsen  Bestimmungen 

_         n      _         n'  n"  pti* 

»SB-,  ar  =  ^,  a?a=  y  eic. 

bes.  a',  a\  a\  etc.  sein,  wenn  p'sji'setcsl  gesetzt  wird.  Es 
wird  daher  jetzt 

»1  —  ri-,  m  =  a  -,  i»'  =  a"',  etc. 
ff  _  i.  Ä'  -  ^.  *•  «  ^,  elc 
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und  der  durch  die  oben  angetührle  Gleiobuog  ausgedrückte  wabfscheiiH 
liebste  Werth  von  x  bekommt 

B  aH+a'n'-t-a"n"+ 
•■+il"+a^+ . . . 

zum  Ausdruck,  und  das  Gewicht  dieser  Bestimmimg  ^i  =  ä^  +  a^ 

16. 

Wenn  hingegen  die  Beobacbtungen,  welche  n  filrm;*  ii'  fUr  ax^  %' 
für  oW,  u.  8.  w.  gegeben  haben,  flir  ungleich  genau  gehalten  werden 
müssen ,  und  zwar  die  erste  Atr  so  genau  wie  das  aritbmetiscbe  Mittel 
aus  p,  die  zwdte  für  so  genau  wie  das  aus  p\  die  dritte  für  so  genau 
wie  das  aus  p",  u.  s.  w.  Beobachtungen  von  gleicher  als  Einheit  ange» 
nommener  Genauigkeit ,  so  werden  die  Gewichte  der  einzelnen  Bestimm 
mungen  von  ax,  a'x,  ax,  etc.  zufolge  der  Gleichung  (8)  a^,  o'^',  a"^\ 
etc.  zum  Ausdruck  haben,  und  es  wird  also  jetzt 

m  sz  a?p,  m  sa^,m  sa^,  elc. 

wahrend  wie  voiher  die  Gleichungen 

=      iV'=^,  N"^^L  elc. 

bleiben.  Der  allgemeine  Ausdruck  zu  Anfiing  des  vor.  Art.  giebt  folg- 
lich jetzt  Air  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x  den  Ausdruck 

W    •   •    •    •    •   *  iw»+f'««+jr<if*+... 

mit  dem  Gewicht  =  pa^-hp'a^+p"a^'9- . . . 

Man  sieht,  dass  der  am  Ende  des  vor.  Art.  gefundene  Ausdruck 
lur  X  sich  als  einen  speriellen  Fall  des  vorstehenden  ausweist ,  wie  es 
auch  sein  rouss,  uud  dass  der  vorstehende  in  jenen  Ubergeht,  wenn  man 
alle  Gewichte  p.  p.  p",  etc.  einander  gleich  macht. 

Der  eben  .^e^undene  Ausdruck  fUr  x  kann  auf  zweierlei  Weise  eio- 
fach  durch  Worte  ausgedrückt  werden. 

1)  Wenn  man  für  die  Bestimmung  der  Unbekannten  x  durch  Be- 
obachtungen .  die  von  einander  unabhängig  sind .  die  Werthe  n,  n.  n\ 
etc.  erlangt  hat,  denen  bez.  die  Gewichte  p,  p\  p",  elc.  beigelegt  werden 
mOssen,  und  die  mit  der  Unbekannten  durch  die  Gleichungen 
«UP  s  n,  a'x  SS    f  a*«  sn",  etc. 
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verbunden  sind ,  dann  erhält  man  den  wahrscheinlichsten  Werth  von 
wenn  man  jede  dieser  GleiohuDgen  mit  dem  Produkt  des  Gewichts  dvr- 
selbeii  io  den  Coefficieoten  voa  w  moltipUciri,  die  bo  abgeänderten  Glei- 
cboDgen  addiri,  und  aus  dieser  Summe  #  auf  gewohnlidie  Art  ableitet, 
oemlich  das  bekannte  Glied  mit  dem  Goefficientea  von  s  dividirt.  Das 
Gewicht  dieser  Bestimmung  ist  dem  eben  genannten  Divisor  gleioh. 

%)  Man  bringe  die  gegebenen  Gleichungen  auf  Gleichnngen*  die 
gleiche  Genauigkeit  haben,  welches  dem  Vorhergehenden  zufolge  da- 
durch bewirkt  ^^'ird,  dass  man  sie  baz.  mit  "l/p,  y7»  etc.  mulli- 
plicirt,  wodurch 

Vp,ax^Vp:n,   Vflü'x^VJln',   l^.«"«— V^.«*,  etc. 

erhalten  wird.   Hierauf  multlpKcire  man  jede  dieser  Gleichungen  mit 

dem  jetzt  stattfindenden  Coefficienten  von  hildo  die  Summe  dersel- 
ben .  und  dividire  wieder  das  bekannte  Glied  mit  dem  luiüiuclirigen 
Coettirienten  von  x.  Es  ist  klar,  dass  der  obige  Ausdruck  für  auch 
aus  diesem  Veriahren  hervorgeht. 

47. 

Wenn  die  Bedingung,  die  das  Vorhergehende  involvirt,  nemlich 
dass  die  Unbekannte  unmittelbar  durch  eine  linearische  Gleichung  gege- 
ben sei,  nicht  erfüllt  ist,  so  erleiden  die  erhaltenen  Ausdrücke  durchaus 
keine  Aenderung.  Um  dieses  zu  zeigen,  sei  Uberhaupt 

fX^N 

wo  fein  Funetionszeichen  und  X  die  Unbekannte  ist ,  die  Gleichung, 
w  elche  die  Lösung  einer  vorgegebenen  Aufgabe  bildet,  und  so  beschaffen 
ist,  dass  der  vollständige  Werth  von  N  nur  durch  Beobachtungen  erlangt 
werden  kann.  Sei  f  ein  genäherter  Werth  von  X,  und  der  wabnchein- 
lichBte  Werth  dieser  Unbekannten 

wo  I  so  nahe  richtig  angenommen  wird,  dass  man  mit  der  Berücksich- 
tigung der  ersten  Potenz  von  x  ausreicht.  Setzt  man  hierauf 

so  bekommt  man 

a.T  =  n 

Wendet  man  die  Gleichung  fXssN'  auf  einen  anderen  Fall  an,  der  aber 
so  beschaffen  sein  muss,  dass  die  Unbekannte  X  keine  Aenderung  eriei- 
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det,  und  nur  in  dfir  Function  f  ausser  N  sich  eine  oder  mehrere  Con- 
sUDten  geändert  haben,  dann  ergiebt  sich  eben  so 

ax  =s  n' 

0.  s.  w.  Durch  (Hesos  V^rfahn  n  kann  man  jedem  Falle  die  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zu  unterwerfenden  Bestimmungen  auf  iiüearischc 
GieichimgeQ  von  der  Fonn  hioltebren,  die  im  Vorbergeheoden  angeDonip 
tuen  wofdeo  nnd. 

§.  2.  Amfckinig  des  Yorfeerf«lcmi«i  tat  <«■  PaU,  ii  weleheB  üe 

Wertbe  nehrerer  Haabbänjpger  rnbekanntei  dorcb  Beebaebtuagea  xi 

besÜttJueB  sind. 

48. 

Bis  jetzt  ist  angenommen  worden,  dass  die  durch  Hülfe  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zu  lösende  Aufgabe  auf  nur  Eine  Liibckaunte 
hingefillul  hal,  \v;ilirend  von  nun  an  die  Fälle  betrachtet  werden  sollen, 
wo  mehrere  Cnbekünulfn  vurhandon  sind.  An  den  Inhalt  des  vor,  Art. 
anknüpfend  bemerke  ich  zuerst,  dass  auch  in  diesen  Fällen  die  Bestim- 
mung der  wahrscheinlichsten  Werihe  der  Unbekannten  auf  die  Ermitte- 
lung derselben  aus  einem  System  von  linearischen  Gleichungen  hinge- 
fUbrt  werden  kann.  Seien  die  Gleichaogen,  die  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe bilden, 

f{X,  X\  X",  etc.j  =  L 

F{X,  X\  X\  etc.)  =  L 

(p{X,  X',  X  \  etc.)  =  L' 
u.  s.  w.  wo  f,  F,  (p  etc.  Functionszeichen ,  X,  X',  X\  etc.  die  Unbe- 
kannten, und  Lt  L\L',  etc.  durch  Beobachtungen  zu  ermittelnde  Gr(tesea 
sind.  Nachdem  man  sich  die  genäherten  Werthe  ^  i',  i\  etc.  der  Unbe- 
kannten verschafü  bat,  welches  immer  raOgKch  ist,  aeieii  die  wabradiein- 
licfasteii  Werthe  derselbeii 

yro»tS\  »'» etc.  eo  kMii  aogenommeo  werden,  dass  man  mtt  den  eniea 
Poteazen  derselheB  ausreicht  Setst  aian  hieraof 

AI.  i\  f.  etc.)  =  A 

F%  l*.     etc.)  X 

Vit,  I'.  i".  etc.)«r 
eic 
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(-^O"*'  (tI^)«*^.«^. 

etc.  etc. 

so  werden 

ojc -t- 6x' -I- c«' etc.  +  A  =  L 

dx  +  6'a:'  +  c        etc.  +     =  L' 

*    .1*».        -    *     .«••  ■■« 
a«-|-o« -i-c«  H-etc. H-A  m  L 

eto  etc. 

welche  GldoboiigeB  die  verlangte  Form  habee,  and  za  mrelchen  bemerkt 

werden  kann,  dass  alle  doreh  die  Rechnung  erhaltenen  Grossen  sich  avf 

der  einen,  and  die  durch  die  Beobachtnngen  erhaltenen  Grossen  sich 

auf  der  anderen  Seite  der  Gleichheitszeichea  beflnden ,  gleich  wie  diesee 

in  den  tthnliohen  GleicbuDgen  des  vor.  §.  auch  stallfand.   Setzt  man 

ferner 

80  werden  die  vorstehenden  Gleichungen 

hui  +  ca;"-|-etc  ä  l 
a«H>6V-i-<^«  H-etc. -»r 
a'jP'-F6V«>>cV-|-etc.  /' 
etc.  etc. 

in  welchen,  weua  die  Beobachtnngen  nur  nicht  gar  zu  ungenau  sind, 
oder  die  genäherten  Worthe  |,  ^,  l",  etc.  der  linbekanuleo  sich  nicht 
allzuweit  von  den  wahien  oder  wahrscheinlichsten  Werlhen  entfernen, 
die  völlig  bekannten  Glieder  kleine  Zablenwerthe  haben. 

Sollte  es  sich  nach  der  Durchführung  der  Auflösung  dieser  Glei- 
chungen zeigen ,  dass  die  so  deren  Briangang  angewandten  genäherten 
Warthe  |',  l",  etc.  nicht  so  genau  gewesen  sind,  dass  man  atit  den 
ersten  Potenzen  von  9^  etc.  ausnichte,  so  giebt  die  Auflösung 
wenigstens  mehr  genlherte  Werihe  der  Unbekannten,  durch  deren  Sub- 
stitution und  Wiederholung  der  AuflOsnng  man  genauere  Warthe  erhilt, 
u.  a.  w.  wenn  nOlhig. 

Fassen  wir  vor  allem  Anderen  die  Zahl  der  Gleichnngen  (1 0)  und 
die  Zahl  der  darin  vorkommenden  ünbekaauten  in's  Auge,  so  sind  drei 
FaUe  möglich ,  es  kann 
1)  die  Zahl  dieser  Gleichungen  kleiner  sein  wie  die  der  Unbekannten, 
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2)  die  Zahl  der  Gleichungen  denen  der  Unbekannten  gleich  sein, 
3}  die  Zahl  der  Gleichungen  grösser  8cin,  \\\c  die  dür  ÜDbckannten. 
Im  prsten  Falle  ist  es  hier,  wie  immer,  unmöglich  bestimmte  Wer- 
thc  der  UnhekaunCen  zu  erhalten,  im  zweiten  lässt  sich  nichls  vvetler 
thun,  wie  die  Gleichungen  auf  gewöhnliche  Weise  aufzulösen,  und  nur 
im  dritten  Falle  ftdit  die  Auflösun::'  (Irnseiben  in  den  Bereich  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung.  Der  drille  Fall  soll  daher  im  Folgenden  stets 
als  stattfindend  aogenominen  werden,  wobei  der  zweite  Fall  jedoch 
nicht  unbedingt  ausgeschlossen  ist,  da  sich  zeigen  wird,  dass  die  für 
den  dritten  Fall  sich  ergebende  Auflösung  auch  auf  den  zweiten 
wendbar  ist ,  aJsdann  aber  dieselben  Werthe  der  Unbekannten  gidtt»  d» 
man  dorch  die  gewöhnUcfae  Auflösung  erhfilt. 

Die  Gleichungen  (40)  lassen  sich  sofort  auf  die  allgemeinsten  der 
im  Vorhei|;ehenden  betrachteten  Gleichungen,  nemlicb  auf 

M  n  ,   tlxmtn'  t   a*jp  s  etc. 

binfUbreo ,  es  braucht  daiür  nur 

»  =  7  —  bx  —  cjj*—  •  •  • 

n  =  l  —  bx  —  er  —  , ., 

n  =s  r  — 6*— — ... 

etc. 

gesetzt  zu  werden.  Die  Grössen  n ,  n',  n",  etc.  haben  zwar  gegenwlrl% 
keine  bestimmten  Werthe  wie  im  Vorhergehenden  der  Fall  war,  son- 
dern hängen  mit  von  den  noch  unbestimmten  Grössen  s\  x\  etc.  ab. 
Aber  die  einzige  Eigenschaft  worauf  es  hier  ankommt  besitzen  sie,  sie 
sind  Grossen,  die  durch  Beobachtungen  bestimmt  werden,  und  die 
Functionen 

/  -»  6  x'  —  c  x"  —  ... 

t  —  b*^  —  C9  —  .  .  . 

n.  8.  w.  smd  jetzt  eben  sowohl  die  durch  Beobachtungen  erlangten  Wer> 
the  von  ax,i£x,  ax,  elc.  wie  n.  n',  n",  etc.  mi  Vorhergehenden.  Der 

Ausdruck  (9)  ist  daher  immer  noch  der  wahrscheinlichste  Werth  von  z, 
wenn  den  Gleichungen  (10),  oder  vielmehr  den  in  denselben  enthalte- 
nen Grössen  l,  l  ,  l  \  etc.  der  Reibe  nach  die  Gewichte  p,  p\  p\  etp. 
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beigelegt  werden.  Sul)stiluirt  man  daher  die  vorstehenden  Werthe  von 
fi,  n\  h\  elc.  in  die  Gleidiongen  (9)  und  setzt  znr  Abkürzung 

(m)  b  jni*  -i-pV^  ^p'a* 

(a6)«efMifr-l-|»V6'-i-pV6'-i-  ... 

{ac)  «  pac  -f-  /»'a  c'  •+■  pVc'  -i-  . . . 


(fl/)  =  pol     pV/'  ■+•  pVr  <+•... 
so  wird  der  wahrscUeiuitchäle  Werth  von  r 

(alj  —  {ab)x'  —  (a^g^  —  . . .  • 

Wenn  nun  durch  anderweitige  Bestimmungen  die  wahrscheinlich- 
sten  Werthe  von  s\  etc.  erlangt  werden  können,  so  giebt  die  Sub- 
stitution dieser  einen  bestimmten  wahrscheinlichen  Werth  von  x.  Solche 
anderweitigen  Bcstiinuiungen  sind  zu  erhalten,  denu  dasselbe  Verfahren, 
welches  wir  eben  zur  Bestimmung  von  .r  angewandt  haben,  kann  auch 
zur  Bestimmung  der  übrigen  Unbekannten  angewandt  werden.  Setzt 
man  jetzt 

n  =  i  —  a  X  —  ex  —  ... 

/  I  »  9  tu 

n  =  l  —  a  X  —  c  X  — ... 
n  =s  *  '—'üX'^cx  —  ... 

u.  8.  w.  und  substituirt  diese  in  die  (9) ,  nachdem  sie  in  die  folgende  ab- 
geündert  worden  ist » 

SO  wird  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x 

*  m 

wenn  zur  Abkürzung 

{bh)  s=  +  H-  p"6"2  H-  . . . 
(60)  =  pbc  H-  |»'6V  -h  p'frV  +  . . . 

(62)  « |>U  -h      ^  /fr'/'  + . . . 
gesetzt  wird.  Eben  so  erhalt  man  fUr  x*  den  wahrscheinlichsten  Werth 


wo 


#          {cl]  —  {oc)a?  —  (tc)g'  —  . . . 

(«4  . 

•  « 
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ist  ,  und  hü  lerner,  wenn  die  Zahl  der  Unbekannten  grösser  ist.  Üa  die 
für  .r.  X.  x",  elc.  eben  entwickelten  Gleichungen  neben  einander  beste- 
hen müssen,  so  erhilil  man  die  \valu&cheinl)chsten  Werthe  der  Unbe- 
kannten in  bestimmten  AuädrUcken  durcb  wechselseitige  Eliuiinalion 
derselben ,  aus  dcD  obigen  GleichuDgeQ,  die  aach  wie  folgt  gestellt  wer- 
den können 

{aa)x  -f-  {ab)x  -4-  {ac)x'  -t-  ,  * .  w  (oQ 
^  j  {ah)x     {bb)x'     {bc)x'  -i-  ...  sc  (6/) 

«       {ac)x  -I-  {bc)x     (cc}x  -|-  .  •  •  »  (cf) 
elc.  etc. 

80. 

Die  im  vor.  Art.  erbaltene  Auflösung  unserer  Au(gabe  kann  erst 
dann  als  voUstimdig  betrachtet  weideo«  wenn  nachgewiesen  wird,  dass 
das  System  von  Gleicbnngen  (11),  auf  welches  wir  gekommen  sind,  so 
beschaffen  ist,  dass  in  jedem  Falle  die  Unbeikannten  daraus  bestimmt 
werden  können.  Die  erste  Bedingung  hiefbr  ist,  dass  die  Zahl  der  Glei- 
chungen der  der  Unbekannten  gleich  ist,  und  dass  diese  Bedingung  er- 
fllllt  ist,  lehrt  der  Augenschein.  Die  zweite  Bedingung  ist,  dass  von 
den  gegebenen  Gleichungen  keine  in  den  übrigen  enthalteo  ist,  oder 
ihnen  widerspricht,  und  dieses  ist  hier  zu  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  die  Gleicbungeo  (H)  zur  Abkürzung  mit  v  =  0, 
o'  =  0,  «"asO,  etc.,  dann  wird  das  Nichtvorhandensein  der  zweiten 
Bedingung  zur  Folge  haben,  dass  sieb  eine  Gteichw^y  von  der  Fonn 

W  +ß»'i' ....  s  0  oder  as  oonstanto. 

aufslellen  lasst.  die  unabhttngig  von  den  Unbekannten  errulUist.  und 

umgekehrt,  wenn  eine  solche  Gleichung  nicht  vorhanden  ist,  dann  ist 
die  obige  zweite  Bedingung  erfüllt,  und  die  Unbekannten  x,  x\  x\  etc. 
sind  durch  die  Gleichungen  (11)  bestimmbar.  Substituirt  man  die  Glei- 
chungen (1 1)  in  die  vorstcficnde,  und  setzt,  wie  für  das  Erfüütsein  der- 
selben noih wendig  ist,  die  Coellicienten  der  Unbekannten,  jeden  für 
sich,  gleich  Null,  so  bekommt  man 

0  8s  (m)  4*tt(a^  ^A^) 
/42.  0  =  (n*)  +  «(W)  +  /S(M^.... 

0  =  («c}+a(6c) -h/J(cc)-|- ... 
elc  elc. 
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deren  Anzahl  um  Eine  grösser  ist,  wie  die  der  Unlj (  kannten  «,  ß,  etc., 
und  die  al^  um  bedingungsweise  erAlllt  werdeD  könoeu.  Seien 

ff  tm  pa  -^apb  •i'ßpc 
^'  ^p'(^ -^apb  -^ßpc-i- 

etc.  etc. 

eriiebt  matt  diese  iob  Quadrat»  dividiit  darauf  bez.  mit  p.  p\  p'»  etc.  und 
addirt,  bo  wird  in  Folge  der  (4  2) 

w  —  y  T     ^  |?r  T 
worami,  da  alle p  poaitiv  sind 

folgt.  Es  wird  also 

0  :m  a      ab  +  ßc  ... 
0  M  a  -i- a6'  +  ßc  -f-  ... 
0  ao  a'^.a^'-H/^c'-l-  ... 
etc.  etc. 

Diese  sind  die  Gleichnngen  (i  0),  von  welchen  wir  ausgegangee  sind, 
mit  dem  Unterschiede,  dass  die  völlig  bekannten  Glieder  fehlen,  und 

die  Zahl  der  Unbekannten  um  Eine  kleiner  ist.  Den  vorstehenden  Glei- 
chungen kann  aber  nur  in  dem  Falle  Giiüge  i^eleistel  werden,  wenn  un- 
ter ihnen  eine  so  grosse  Anzahl  in  den  übrigen  enthalten  ist ,  dass  die 
Zahl  der  von  einander  unabhängigen  m  —  1  ist,  wenn  in  die  IM}]  der 
Unbekannten  x,  x",  etc.  bfzoK  hnet.  In  di<'s<  in  Falle  können  aber  aus 
den  (10)  die  Unbekannten  überhaupt  nicht  bestimmt  werden.  Sind  im 
Gcgenlheü  von  den  vorstehenden  Gleichungen  gar  keine,  oder  eine  ge- 
ringere Zahl  in  den  tlbrigen  enthalten ,  so  kaiiD  weder  diesen  noch  den 
Gleichungen  (12)  Gnuge  geleistet  werden,  und  die  Gleichuogen  (44) 
bestimmen  die  Unbekannten  unzweideutig.  Wir  kommen  daher  auf  den 
Scbluw,  dass  wenn  durch  die  Gleichnngen  (40)  die  Unbekannten  entwe- 
der YOUig  beatlnunt,  oder  mehr  wie  bestimmt  sind,  die  (4  4)  die  Unbe- 
kannten vO%  bestimmen,  wenn  aber  im  Gegentheil  die  (40)  die  Unbe- 
kannten unbestimmt  lassen ,  so  ist  dasselbe  mit  den  (44)  der  FaO. 

Dieser  Satz  ergänzt  die  am  Schlüsse  des  Art.  48  anljBesteliten 
Sitae. 


§ 
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Da  nun  duirii  die  Enuitlelung  der  Unbekannten  aus  den  (H)  im 
Allgemeinen  keine  der  (10"^  vollständig  erfüllt  wird,  kann  man  nach 
einer  Relation  zwischen  den  übng  bleibenden  Fehlern  Tragen,  und  es 
zeigt  sich  leicht,  dass  eine  solche  vorbanden  ist  und  darin  besteht,  diuts 
die  Summe  der  mit  den  bez.  Gewichten  roultiplicirten  Qaadrate  der 
ttbiig  bleibenden  Fehler  ein  Minimum  wird.  Denn  stellt  man  dtose  Be- 
dingnng  auf,  nemlicb 

p{ax  +  6af H-  c»'+  ...  —  ly 
+  p'  {ax  +  6V  +  cV  +  . , ,  —  f  )* 
+  p"(a'x  +  6V  ■+•  cV  +  ...  —  T)'  +  etc.  =  Ißnirnnm 

und  entwickelt  sie,  so  bekonnnt  man  die  Gleichungen  (11"^  wieder, 
gleichwie  sich  im  An.  3  zeiiite,  dass  <lie  Summe  der  Ouadrai»  d«  r  ubrii,' 
bleibenden  Fehler  bei  der  bestimuuinä^  Einer  Unbekannten  ans  i,'leich 
guten  Beobachtuneen  ein  Minimum  wird,  wenn  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  allen  Bestiminungen  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  der 
Unbekannten  betrachtet. 

Den  obigen  Satz,  den  man  sonst  voran  zu  stellen  pflegt,  haben 
wir  hier  aus  dem  su  Anlang  dieser  Abhandlung  aufgestellten  Grundsatz 
abgeleitet,  um  zu  zetgen,  dass  er  eine  nothwendige  Folge  desselben  ist 

Zur  vollständigen  Auflösung  der  Anlgabe,  die  uns  jetzt  beschäf- 
tigt, gehört  auch  die  Bestimmung  der  Gewichte  der  Unliekannten  x,  x\ 
x",  etc.  Da  das  Verfahren,  durch  welches  diese  Unbekannten  im  Vor^ 
hergehenden  bestimmt  worden  sind ,  auf  linearische  Gleichungen  geführt 
bat,  so  ist  es  klar,  dass  man  jede  derselben  als  linearische  Function  der 
bekannten  Glieder  (o/),  (U).  (d),  etc.  der  Gleichungen  (41)  darstellen 
kann,  und  da  wiederum  jedes  dieser  Glieder  eine  linearische  Function 
der  durch  die  Beobachtungen  unabhängig  von  einander  erhaltenen 
Grossen  l\  i^  etc.  ist,  so  kann  man  auch  die  Unbekannten  als  lhiea> 
Tische  Functionen  dieser  letzt  genannten  Grössen  daretellen.  Seien 
daher 

/  Ai+AT-l-AT-i-... 
(13)    .    .    .    .       a:'=  xl-h  xTh-  ... 

I  x"^  fil  +  ^'l'  +  fir+  ... 
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a.  9.  w.  dann  siod  X,  X\  etc.,  etc.,  /i,  fi\  etc.  bestunmte  nameiio 
8cbe  Coefficienten,  deren  Wierthe  jedenfiills  zufolge  des  Vorhergehenden 
ermittelt  werden  können.  Bezeichnet  man  non  die  Gewichte  dieser  Be- 
slimmuDgen  von     af,  x",  etc.  mit     P,  F,  etc.  fio  wird  sogleich  in 

Folge  der  Gleichung  (8) 


4 

p 

-1- 

i'» 

p' 

r* 

.. 

r 

p 

1 

ill 

J» 

-4- 

u.  8.  w.  Durch  die  unbestimmte  AuflOsong  der  Gleichongen  (11)  ei^ 
halt  man 

=  (1,2)(a/)-i-(2.2)(6/)H-(2.3)(c/)-h  ...  I    .    .  (U) 
af"  =  (1,3)(a/)+(2,3)(6/)H-(3,3)fc;)-|.  ...  ) 

u.  s.  w.  wo  (1,1),  etc.  bestimmte  numerische  Wciliic  haljon.  Suh- 
stituirl  man  die  Ausdrücke  des  Art.  19  für  (o/),  (6/),  etc.  in  die  vorsie« 
benden  Gleichungen,  so  erhalt  man 

+  |(<,1)l>'<r-l-(1,2)|)T+(l,3)jiV+  ...|r 
-h  etc. 

»•  =  {(1,2;;>tf  -|.(2.2)p6  H-(2,3)7)c+  ...ji 
+  |(l,%a  .4-(2.2}^T  +  (2,3jj>V-|-  ...|/' 
Hh  etc. 

u.  8.  w.  Verj^Ieicht  man  diese  mit  den  (13),  so  wird 

A  «(4,4)pa-h(1.2)p6-*.(1.3);)c-i-  ... 
X  -  (IJ)pV  +  (4,2)p'6'  +  (4,3)jiV+  ... 


etc. 


(15) 


ff'  =  (1,2);/a'-|-(2.2)/)'6'-l-(2.:j,;/c'H-...  j    .    .  (46) 
etc.  / 

11.  s.  vv.  Miilti{)licirl  man  aber  die  ur.spiuni^Iichcn  Gloiclinns^en  (10)  der 
Kcdie  nach  er^^l  mit  A,  k',  X",  elc.  und  addirt,  dann  mit  »,  x',  x",  etc.  und 
addirt»  u.  s.  w..  so  eigiebt  sich 

[3ia)X'hWx*+{Xc)x'+  ...  B  (Ai) 
{ita)x-^{i^)x'-^{9fe)x''%-  ...  s  (itQ 


O.  8.  W.  wo 

AUmMI.  i.  K.  8.  GMdlMh.  i.  WiMMcb.  XIII. 
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(Xa)  =  Aa -I- A'a -I- A V  +  ... 

•  m 

(jeff)  =  jMi  -H  x'f/'  4-  X  a"  H-  . . . 


n.  s,  w.  Aber  io  Folge  dieser  Bezeichnang  geben  die  Gleichiingeii  {iSj 

X  =  {Xt}  ,   x  =  (xQ  ,    x'  =  i/tl) ,  etc. 

und  folglich  werden 

/  (ila)«l.   {A*)«0,         =  0 
(17)    .   .   .   |(sa)  — 0,   (•b)m^i,  (iie]sO 

n.  «.  w.  Moltiplicirt  man  hierauf  die  (i  ö)  der  Reihe  nach  mit  -  -  .  y  , 
^  ,  etc.  lud  addirl,  so  wird  in  Folge  der  vorstebeoden  Bediugung»- 
gleichuDgeii 

die  Gleichuogea  (i  6)  geben  auf  ühnliche  Art 

+     -h  yr  +  ...  |2) 
und  anf  dieselbe  Weise  bekommt  man 

..  =  (3.3) 

o.  8.  w.  Es  folgen  bieraos  filr  die  Gewichte  die  folgenden  eioftchoi 
AosdrOcke, 

die  aaeb  wie  folgt  durch  Worte  beschrieben  werden  hOnnen.  Um  die 
Gewiehle  der  Unbekannten  «,  x\  m",  etc.  in  erhalten ,  muss  man  die 
Gleichungen  (1 1 )  unbestimmt  auflosen,  worauf  das  Reciproke  des  Coef* 
ficienten  von  (aQ  im  Ausdruck  von     das  Gewidit  von  x,  das  Reci|iroke 

des  Coefficientcn  von  (6/)  im  Ansdmck  von  x\  das  Gewicht  von  x',  du 

Reoipiükc  dos  Cncfnciontcn  von  (r/)  im  An.sdriirk  von  .r",  das  fiowiclil 
von  x\  u.  s.  w.  ausdruckt.   Das  einfachste  Vertahren  um  sowohl  die»e, 
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wie  die  Übrigen  Coefficieoten  der  unbeslammten  Elimination  za  erhalten 
wird  weiter  anten  angegeben  werden. 

23. 

Da  Fülle  vorirommen  können »  in  welchen  nicht  nur  die  Kenntnisa 
von  «.  if, etc.,  sondern  auch  die  Kenntniss  von  Functionen  derselben 
verlangt  werden,  so  soll  hier  noch  der  wahrscheinlichste  Werth  einer 
linearischen  Function  dieser  Grossen,  nebst  dem  Gewicht  dieser  Bestim- 
mung abgeleitet  Vierden.  Die  Function  sei  die  folgende, 

K  SS  k  +  ix  +  €x'  +  ex" -I-  . . . 

wo  k,  f ,  t\  etc.  gegebene  numerische  Grüssen  sind.  Es  ist  nun  ohne 
Weiteres  klar,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth  von  K  durdi  die  Sub- 
stitution der  im  Vorbeigehenden  ermittelten  wahrscbeinlichsteii  Werthe 
von  Xt  etc.  in  den  vorstehenden  Ausdruck  erhalten  wird,  und 
es  wird  swh  daher  hier  nur  um  den  Ausdruck  des  Gewichts  dieser  Be- 
stimmung handdn  können. 

Eiiminirt  man  x,  x,  x',  etc.  im  vorstehenden  Ausdruck  iUr  K  durch 

die  Gleichungen  (13),  so  wird 

+  (f ),'     0*  +  e"ju'      •  •  • )  ^ 

-4-(«;i -l-cV-«-cy-i>  ...}i''-f-ete.     .   .  (18) 

und  da  hier  K  durch  die  durch  Beobachtungen  erhaltenen  GrOssen  I,  l\ 
etc.  ausgedruckt  ist,  so  giebt  die  Gleidiung  (8)  filr  das  Gewicht  von 
K,  wenn  wir  es  mit  Q  bezeichnen ,  sogleich  den  folgenden  Ausdruck, 

'    {l  i  +  f'x      t"ft  +  ...  )*  . 

Q  ^  P 

H>  ('^"->-«v'y^"-^  -  )Vetc  (49) 

Multiplioirl  man  aber  die  Gleichungen  (1 5)  der  Reihe  nach  mit  -~  , 
etc.  und  addirt,  so  ergiebt  sich  in  Folge  der  Bedingungsgleichun- 
gen (17)  sogleicb 

-  p- -t- -jj?- -f ^  ...  «  \},^) 

und  auf  dieselbe  Weise  bekommt  man 
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u.  s.  w.  Durch  Anwendung  dieser  Gleichungen  auf  den  Ausdruck  für 
erhält  man,  nachdem  die  darin  vorkommenden  Quadrate  entwickett 
worden  sind, 

-i-  =  t2(l,i)-|-2«'(1,2)-t-3ff''(i.3)  + 

-f-  ... 

womit  die  .Aufgabe  gelöst  ist.  Man  erkennt  leicht,  dass  die  obigen 
Ausdrücke  für  die  Gewichte  P.  P,  F,  etc.  specieile  Falle  vom  Vorste- 
henden sind,  wie  auch  nicht  anders  sein  kann. 

24. 

In  Bozug  auf  die  im  Vorhergelienden  ali.^'olcitcten  Ausdrücke  ftlr 
die  Gewic  hte  P,  P ,  I"'.  de.  und  Q  sind  uovAi  ei»  Paar  wichtige  Hcim-r- 
kun^^en  zu  machen.  Die  anr.inglich  erhaltenen  Ausdrücke  fur  diese  Ge- 
wichte gellen  nicht  blos-fllr  den  Fall,  in  welchem  man  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  iul  ckannlen  anwiiidef  .  sondern  in  jedem  uiter- 
lianpl  möglichen  Falle.  Die  Ausdrtlcke  für  x,  x,  x\  etc.  können  in  jedem 
Falle  auf  die  Form  gebracht  werden .  die  ihnen  in  den  Gleichungen  (1 3) 
gegdien  worden  ist.  und  wenn  man  nun  blos  die  ursprünglichen  Glei- 
diuogen  (10)  betrachtet,  die  die  ['nbekannten  mit  einander  verbinden, 
SO  kann  diesen  auf  unzahlig  viele  Arten  bis  auf  Weniges  Gnttge  geleistet 
weiden.  Jede  verschiedene  Art  der  Gnügeleistung  derselben  wird  auf 
die  Gleichungen  (13)  keine  andere  Wirkung  flussem,  als  dass  die  darin 
enthaltenen  Goefficienten  A,  A',  etc.  «,  etc.  /»,  /»',  etc.  andere  Weithe 
annehmen,  und  folglich  die  Unbekannten  selbst  auch.  Wie  aber  nun 
auch  die  Wertbe  der  eben  genannten  Goefficienten  sein  mdgen,  die  Aus- 
drttcke  der  Gewichte,  die  Functionen  derselben  Goelficieiiten  sind,  be- 
halten ihre  volle  Geltung,  und  geben  jedes  Hai  das  Gewicht  der  ausge- 
führten Bestunmnng  der  Unbekannten,  und  dieses  gilt  nicht  nur  für  die 
genannten  Ausdrücke  ftlr  P.  P\  etc.  sondern  auch  ftir  den  Ausdruck  für 
Q ,  der  ausdrücklicli  Fuutliua  der  oben  ijenannten  Coelficienten  x,  Ä  .elc. 
j*,     etc.  etc.  ist. 
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Die  Substitution  derjenigen  Werlhe  der  oben  genannten  Coofficien- 
len«  die  die  >vahrscheinlicbsten  Wer  (he  dor  Unbekannten  geben,  mo8S 
nun  vor  allen  Sabstitutionen  anderer  Wertbe  derselben  den  Gewichten 
die  Eigenschaft  verleihen,  dass  sie  Maxima  werden.  Denn  gäbe  es  ir- 
gend andere  Werthe  dieser  Coefficienten,  die  den  Gewichten  grossere 
Werthe  verleiben  könnten,  so  würden  diese,  und  nicht  jene  die  wahiv 
scheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  geben.  Dass  in  der  That  die 
Werthe  der  genannten  Coefficienten,  die  im  Vorhergehenden  als  die- 
jenigen ermiltell  worden  sind,  die  die  Werthe  der  Unbekannten  zu  den 
wulii-srlioiiilichslen  machen ,  auch  die  Gewichte  zu  Maxima  machen,  soll 
jetzt  hcwi«  M'n  \vtM(k'ii.  Da  l\  V .  otc.  specielle  Werthe  von  Q  sind,  so 
braucht  der  Beweis  nur  iür  Q  durchgeführt  zu  werden. 


Denken  wir  uns  jetzt  unter  den  Coefficienten  A.  A',  etc.  x,  x',  etc. 
/I,  /i',  etc.  etc.  der  Gleichungen  (13)  nicht  diejenigen,  die  durch  das 
oben  abgeleitete  Verfahren  erhalten  worden  sind,  sondern  solche,  die 
irgend  eine  beliebige  Gombination  der  Gleichungen  (10)  gegeben  hat,  so 
wird  der  daraus  entspringende  Werth  der  Function  K  immer  noch  durch 
die  Gleichung  (18),  und  das  Gewicht  dieser  Bestimmung  durch  die  GIei> 
chung  (19)  gegeben  sein.  Untersuchen  wir  hierauf,  wie  die  oft  genann- 
ton Coeflicienten  bestimmt  werden  müssen,  wenn  der  Gleichung  (19) 
die  Bedingung  uuUigelegt  wird,  dass  Q  ein  Maximum  werde.  Sei 


u.  s.  w.  dann  muss 


in  Bezug  auf  die  Functionen  A,  A\  A\ etc.  ein  Minimum  werden.  Diese 
Functionen  sind  nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  unterliegen 
einer  Anzahl  von  Bedingungen ,  die  man  leicht  erhalten  kann.  Multipli- 
cirt  man  die  Gleichungen  (10)  der  Reihe  nach  mit  A,  A',  A",  etc.  und  ad- 
dirt,  so  bekommt  man  in  Folge  der  (1 3) 


25. 


•  •  • 


0 
0 
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u.  s.  w.  Mulliplicii-t  man  feraer  die  (1 0)  mit  x ,  x',  n\  etc.  und  addirt,  so 
ergiebt  äich 

fl»-|-«VH-oV+  ...  SS  0 
hn  H-  h'x  +      +  ...  SB  1 

cx-f-c«  -hex       ...  =  0 

u.  s.  w.  und  ebea  t>o  bekommt  man 

üfit+  a  fi  +  a  fi  +  . . .  s  0 

Cfl  +  Cft  ^Cfl^  Hh       B  1 

tt.  s.  w.  Um  diese  Gleichungen  zu  Fnoctionen  der  jf,  A',  etc.  zu 
chcn,  muUiplicire  man  die  erste  Gleichung  einer  jeden  Gruppe  der  Reihe 
nach  mit  t,  e ,  (",  etc.  und  addtre.  Mit  den  zweiten,  dritten,  u.  8.  w. 
Gleichungen  verfaino  man  eben  so ,  worauf  die  folgenden  erhallen  wer- 
den 

ia^-l- rf^*H- ö*udf*H- ...  »  e 
bJ  +  b'A'  -h  h\i'  -h  . . .  =  «' 
,  cA-k-cA      c  A  -+-  . . .  =s  * 

u.  s.  w.  welche  die  Bodinguugsglcicbungen  sind»  auf  die  es  hier  an- 
kommt. 

26. 

Um  nun  die  Hcdingungsgleichungen  fUr  das  Minimum  des  Aus- 
drucks (20)  zu  erhalten  mtlsste  man  erst  durch  die  vorstehenden  Gld- 
chuDgen,  deren  Anzahl  kleiner  ist  wie  die  der  ji\  etc.,  von  der  leb* 
teren  so  viele  wie  mOgUch  ehminiren.  Allein  es  ist  bekannt,  dass  man 
statt  dessen  die  Bedingungsgleichungen,  jede  mit  einem  verschiedenen 
Factor  muItipBcirt,  zur  Function  die  ein  Htntmom  werden  soll  addirea, 
und  dann  nach  der  Differentiation  alle  Differentiale  von  einander  als  un- 
abhängig betrachten  darf.  Multiplicirt  man  daher  die  obigen  Bedingun^s- 
gleichungen  der  Reihe  nach  mit  denFactoren  —  2A ,  —  2C,  etc.. 
und  addirt  sie  zur  rechten  Seite  des  Ausdrucks  (20) ,  so  wird 


-^nAB^tb'JB—th'jfB— 
etc.  etc.  . 
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die  Function,  die  ein  altöülutes  Minimuni  worden  muss.  Diirerenliirl 
man .  uiul  ävA/A  die  CoefBcieatca  ciqcö  jeden  der  DiUereotiaie  Air  sich 
gleich  Null,  so  werden 


_£ — aA-^bB  —  eC^  ...  =  0 


(22) 


u.  s.  w.  die  bedingungsgleichungen  des  Maximums  von  Q.  Eliniinirt 
man  nun  mittelst  der  vorslehendeo  GleichuiigeD  die  A\  etc.  aus  den 
(24),  fio  bekomiDl  man 

(M)i-l-(a6)B-l-(m;)C-h ...  »  « 

(a6)A  +  {66)ß  +  (k)C+ ....  (23) 

u.  s.  w.  wo  die  Coefficienten  (oa),  (o^),  otc.  dieselben  sind  wie  im  Art. 
-1 9.  Diese  Gfeichungen ,  deren  Ana»hl  der  der  Factoren  A,  B,  C,  elc. 
gleich  ist,  dienen  zor  Bestimmung  dieaer  letKleren.  Durch  Binflihrung 
der  Fonctionen  A,  A\  etc.  in  dio  (18)  bekommt  man 

K^k'%'Al^Ar^Ar+  ... 

lind  die  Elimination  der  A,  A\  etc.  hieraus,  vermillelät  der  Gleichun- 
gen (22).  giebt 

IT— Jk+il(ai)  +  £(6q-»-C(<;/)-l-  (24) 

wo  wieder  die  Coefficienten  (al),  (6/),  etc.  dieselben  sind  wie  im  Art.  49. 
Hiemit  ist  unsere  Aufgabe  gelöst ,  und  es  ist  nur  noch  die  Bedeutung 
dieser  Auflösung  zu  untersuchen. 


27. 

LOfit  man  die  (23)  anbestimmt  auf,  so  eigiebt  aich 

A  =  (i,i)«-|.(l,2yH-(i,.T>''+  ... 
B  =  (i,2)£H-(2,2>'-|-{2.3>"-h  ... 
C  =  ( 1 ,3)«  +  (2.3)*'  +  (3,3)*'  -I- . . . 

Q.  8.  w.  wo  Dothwendiger  Weise  die  Coeffideoten  (1,1),  (ItS),  elc.  die- 
selben sind  wie  in  den  Gleichungen  (14),  nnd  eliminirt  man  hiemit 
A,     etc.  aus  (24)  so  kommt 
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Kssk-h  }(1 . 1)(o/)  +  (1 ,2)(6/)  +  {1 .3)(c/)  +  ...  j* 
-h  1(1 .2){rt/)  +  (2,2)(6/)  +  +...}*' 
+  j(2.3)(a/)-|.(2,3)(&/)  +  (3.3Xc/)-h  etc. 

Die  Factoren  von  f,  etc.  sind  zufolge  der  Gleichungen  (14)  die 
walirscheinlit'li-f''n  Werthc  von  r,  t,  x'.  cIc.  und  Ibl.nlich  isl  der  Aus- 
druck (24)  vuu  A  mit  dem,  im  Art.  als  Uea  vvabrscheinlichsleui  Werth 
von  K  erkannten  identisch. 

Ftlr  die  Grössen  x,  x,  x,  etc.  ergicbt  sich  dasselbe.  Denn  setzt 
man  ^ss 0 ,  e  =  1 ,  e' =«" setc.  ss  0,  so  getit  K  in  x  Uber«  setzt  man 
JfcssO,  esO.e'sl,  «"^etcssO,  so  geht  A'inj:'  Uber,  u.b.w.  Fttbrt 
man  aber  diese  Substitution  im  vorstehenden  Ausdruck  von  IT  ans,  so 
bekommt  man  die  durch  die  (14)  ausgedruckten  wahrscheiahchsten  Wier- 
the von  d;,  a;',  der*,  etc.  wieder.  Es  ist  also  hiemit  der  Salz  bewiesen: 

»Die  durch  Anwendung  der  wahrscheinlidisten  Werthe  der  Unbe- 
kanntmi.  oder  ii^nd  welchen  Functionen  der  Unbekannten  sich  erge- 
benden Gewichte  dieser  Bestimmungen  sind  Maxima,  und  jede  andere 
Bestimmung  derselben  Alhrt  auf  Gewichte  die  kleiner  sind.« 

§.  3.  Anlckwmg  4er  bisher  Mai^eUaa  Aa%»be  aaf  Jen  PaD,  ii 
welckeB  tfe  ViMantcH  Bielii  tm  ciiasier  ■■abhängig  sM 

Bisher  ist  angenommen  worden,  dass  die  Unbekannten  4p,j(;',x',elc 
von  dnander  nnabhftngig  seien,  da  aberFMIe  vorkonunen,  wo  dieses 
nicht  der  Fall  ist,  so  soll  jetzt  ani^ciiommen  werden,  dass  zufolge  der 
Aufgabe,  aufweiche  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  angewandt  wer- 
den soll .  zwischen  den  Uübekaniilen  Eine  oder  mehrere  Bedingungs- 
gleichungen stattfinden.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  die  Zahl  dicker  Hodin- 
gungsgleichungcn  kleiner  sein  nmss  wie  die  Zahl  der  Uribekanulen. 
denn  wSren  diese  beiden  Zahlen  einander  gleich,  so  würden  die  Un- 
bekaunten  daraus  ohne  Znziehuni:  von  BeobarhtunOTn  heslininil  woidon 
können ,  und  wäre  die  Zahl  der  Bedingungsgleicliungen  grosser  wie  die 
der  Unbekannten ,  so  könnten  letztere  gar  nicht  l)estiinmt  werden.  Seien 
nun  in  grOsster  Allgemeinheit  die  Bedingungsgleichungen 

^(1,  X,  r, ...)  SB  0 
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u.  s.  w,  wo  y/,  X,  elc.  FuDclioüszeicheu  sind,  so  verfahre  man  zuersl 
M^ie  im  Art.  1^  gezeigt  wordea  ist.  Man  setze  wieder 


u.  s.  w.  dann  bekommt  man  die  folgenden  Uneariachen  Gleichungen 


U.  8.  >v.  Dil  diese  Bodiii.i:uii^s|L;lL'icl»uugen  als  soiclie  betrachtet  werden, 
die  ans  der  Theorie  der  Aufü;abe,  die  auf  die  Unbekannten  x ,  x\  etc. 
hingeführt  bat ,  entspringen,  und  von  den  Beobachtungen  unabhängig 
sind .  so  müssen  sie  vollständig  erfUlll  werden .  denn  Jedes  System  von 
Weitben  der  Unbekannten,  welches  diesen  Gleichungen  nicht  vollstän- 
dig goügt,  ist  gewiss  falsch,  und  kann  daher  unmöglich  das  wahrschein- 
lichste sein. 

Die  Auflösung  unserer  Aufgabe,  die  sich  zunttchst  darbietet,  ist  die 
folgende.  Wenn  q  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  bezeichnet,  so 
kann  man  aus  denselben  durch  die  Elimination  eine  Anzahl  q  der  Unbe- 
kannten in  Function  der  übrigen  darstellen .  eliminirt  man  nun  durch 
diese  Gleichungen  aus  den  (10)  diese  q  Unbekannten,  dann  .sind  die 
übrigen  Unbekannten  von  einander  iinnbhangig,  und  die  i^egenwJirtige 
Aufgabe  ist  auf  ilic  ile.s  Art.  18  u.  f.  hini^eführt.  Der  weitere  Verlauf  der 
Auflösung  ist  also  mit  der  im  vor.  §  ausgeftlhrten  identisch. 


Ich  nehme  zu  dem  Ende  an,  dass  in  den  Gleichungen  (10)  ausser 
den  dort  angefhbrten  Unbekannten  x\  x,  etc.  aoch  die  Unbekannten 
X  ,  ,  etc.  vorkommen,  und  dass  die  letzteren  es  sind,  die  sich  zur  Eli- 
mination durch  die  Bedingungsgleichungen  eignen.  Es  ist  nemlich  ao 
sich  klar,  dass  nicht  in  allen  Fällen  beliebige  Unbekannte  durch  die  Be- 
dingungsgleichungen eliminirt  werden  können.  Die  Gleichungen  (1 0)  sind 
also  jetzt  die  folgenden. 


JCsf-i-x,   X'=f'-*-«,   X*  =  ^'-f-a?',  etc. 


etc. 


0  ^qx-^qx'^qx'-^  ...  f 


29. 
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(85)    .  {  4l'd;-f-6V-»>tfy-l- -I- 

II.  >v.  Aul  i;l('it  he  Weiso  schreibe  ich  tlic  HctlingiitiizsL'k'ichiingen  hin, 
iiiilem  icli  /in  1'  >sereu  Uebersichl  einn  dritte  Gleichung,  so  wie  eine 
Urilte  Uiibekaüuic  der  zweiten  Gattung  hinzufüge, 

0  =5  qs^-q'x  +ffx''^  ...  ^qx^qx^+qjt^'t-  ...  +  f 
0  =  raf+rV-l-rV-f-  ...  +r^»^+r^x,-i-  ...  +  g 
0  »  ««h*«Vh-«V-|-  ...  +  A 

u.  8.  w.  Um  hieraus    ,    .  x^ ,  etc.,  jede  fUr  rieh,  in  Fonclioo  der  a;,  dif, 
etc.  darzusteUen  lehrt  der  Augenschein ,  dass  die  folgendee  Gleichun- 
gen aufgelöst  werden  inUsscn, 

etc.  etc. 

0  »  ry4.ry-|-ry-h...-h)^;    0  =  r^^-^rf^^'-i- ry  + ...  ^r" 

0  «  H-  «^i^'-l- 0  SS  «  ^  -t-    q'+  ijt  +    +  * " 

etc.  elc. 

etc.  in  Nvclrhcn  allen  die  ('ocfficienlen  der  l^nbekannten  immer  diei>tl- 
bon  sind.  Hat  man  hieraus  f.  f',  etc.  /i,  /»',  eic.  p\  etc.  (>,  etc. etc. 
enuiUelt,  so  werden 

9^  s=  C  +  «   H-  v  a;'  -I-  /  -H  . 
(26)    .    .    .  »  f +  (j  J  -l- ... 

=        J»"«  H-  *V  H-  ^ V  -I-  . . . 
n.  8.  w.  Setzt  man  ntm 

0  6/*+  c^'  +  ... ;    «'  SS  e'-h +  - . . 

C  =  +c,p'  +  ...  ;     c'  =  c+y^+c^Q 


a  =  fl  4-  6^  /*  -I-  c  -I- 

c  =  t     ^»  «  -h  c  o  -K  etc. 
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daua  gehen  die  (25}  in  die  folgenden  über,  in  welchen  alle  Unbekannten 
von  einamler  unsbbSngiig  sind 

ax  -t-hx'  -I-  ca?*  +  .  . .  as  n 

a'x  +  bV  +  cx  +  .  .  .  =  n'  [  .   .    .    .  (27) 

ttic+bx  +  cx  +       «  n 

tt.  8.  w.  Diese  Gleichungen  müssen  also  demselben  Verfahren  unter- 
worfen werden  wie  die  (10),  and  die  der  (41)  aualogen,  die  daraus 
hervorgehen ,  geben  die  wahrscheinUcbslen  Werthe  der  Unbekannten 
d^,  etc.  Man  muss  nemlich  zuerst  die  folgenden  CoefBcienten 
bilden 

(flü)  =  pa"^  -+-  pa  -     p"a  '-  -f- . 
(ab)  =  püb  +  pah'     p'ab"  +  ... 

(an)  =  pan  +  /an'  +  p"an  -i- ... 


«  ■ 

(bn)  =ö  pbtt  -I-  pW  +  /bV  + . . . 

n.  8.  w.  wenn  wieder  p,  p\  p\  etc.  die  Gewichte  der  Bestimmungen 
von  /.  r.  r,  etc.  bezeichnen.  Sind  die  vorstehenden  Grossen  berechnet, 
so  ergeben  sich  durch  die  Auflösung  der  folgenden  Gleichungen 

(aa)  af  +  (ab)^  +  (ac)a;"  -h . . .  «  (an)  1 

(ab)  *+(blv.r'-i-fbc)x''-|....=r  (bn)  •  •  •  («8) 
(«c)»  H- (bc)«' +  (cc)3?' -h . . .  =  (cn)  J 

u.  s.  w.  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x,  x',  x",  olc.  und  siibsti- 
luirt  man  die  für  dio.se  erhalteneo  Werthe  in  die  (26),  so  ergeben  sich 
die  wähl  sclieinlichsten  Werthe  von  x^,  x^,  etc.,  womit  alle  Unbekaan- 
teo  erhalten  sind. 

30. 

Die  Gewichte  dieser  Bestimmungen  von  «,  »\  etc.  haben  die- 
selben Ausdrucke  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  da  die  Analyse 
des  Art.  22,  nachdem  a,  6 ,  etc.  /,  a\  etc.  in  a,  b,  etc.  n,  a',  etc.  ver- 
wandelt worden  t;ind,  ohne  Abänderung  wieder  staltfindet.  Sei  also 
durch  die  unbestimmte  Auflösung  der  Gleichungen  (2S) 
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X  =  f/,  /)  (an)  -4-  (/.  //)  (bn)  -h  iL  III)  (cn) 
x  =  i/.  II)  (an,  -H  (//.  //)  (bn/  -4-  (//.  ///)  (cn) 
x'  =  (/.///}  (an)  +  (//.  ///}  (bn)  +  {III.  III)  (cn) 

a.  8.  w.  erhalten  wordeo,  dann  wird 

p  '  _  .    p»  _    *    .    P"   • 


;  etc. 


//, //  '  ■  ~  (///,///) 
wenn  \s'icder  P,  P\  etc.  die  Gewichte  der  vorstehenden  Bestimmniigea 
von  x\  etc.  bezeichnen.  Da  die  x  ,  x^,  etc.  zu  Functionen  der  x,  x\ 
etc.  gemacht  worden  sind ,  so  werden  ihre  Gewichte  eben  so  bestimmt, 
wie  das  der  Function  K  des  Art.  and  der  dort  (Ur  dieses  Gewicht 
erhaltene  Ausdruck  giebt  nach  Abänderung  der  Bezeichnungen  die  Ge- 
wichte der  obigen  Bestimmungen  von  x^tX^^  etc.  Bezeichnet  man  diese 
Gewichte  mit  P,,P^^  etc.,  so  ergiebt  sich  sogldcb 

v'^IUI) ^PQ  'Hill) 


«mV 

%vq'[IIUI) 
{III. III) 


0.  t>.  w.  womit  die  Gewichte  aller  Unbckauuleo  bestimmt  sind. 


31. 

Von  der  eben  gelösten  Aufgabe  Iflssl  sich  eine  andere  Auflösung 
geben,  die  anf  elegante  Relationen  Alhrt,  aber  statt  genau  dieaellie  Auf- 
gabe vrieder  vorzunehmen,  will  ich  die  folgende  etwas  allgemeinere 
au&tellen  *). 

Allgemeine  Aufgabe. 

Seien  wie  früher 

V/  {X,  X',  X\.,.)  =  0 
X  (X  Ä",  JC".  ...)  «  0 
elc. 


•)  S.  Scbum.  Aslr.  Nachr.  Bd.  XVI.  Ko.  361. 
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eine  Aozali)  von  Gleicliungen ,  die,  durch  irgend  eine  Theorie  gegeben, 
zwischen  den  Unbekannten  X,  X',  X",  etc.  stattfindoD,  deren  Anzahl 
aber  Ideiner  ist  wie  die  der  Uobekannten«  so  dass  letztere  dadurch  nichl 
völlig  bestimmt  sind.  Es  wird  nmi  angenommen,  dass  es  möglich  wird 
alle  Unbekannten  zu  bestimmen,  wenn  man  die  Werthe  I,  L\  etc.  ge- 
wisser Functionen 

f  \X,  A  ,  X  ,...)  =  L 
elc. 

durch  Beobachtungen  ermittelt,  and  man  firagt  in  dem  Falle,  wo  die  An- 
zabi  aller  Functionen  ^,  x*  f*  ^*  grösser,  oder  wenigstens  nichl 
kleiner  ist  wie  die  Anzahl  der  Unbekannten,  nichl  nur  nach  den  wahr- 
scheinlichsten Werthen  dieser,  und  den  Gewichten  dieser  Bestimmungen, 
sondern  auch  nach  dem  wahrscheinlicbstea  Werthe  irgend  einer  Function 
Jl  derselben  Unbekannten  und  dem  Oew»ht  dieser  Bestimmung. 


Auflösung. 

Die  Functionen  bereitet  man.  wenn  sie  nicht  nrspriirmlicli  linearisch 
sind,  alle  auf  dieselbe  Weise  vor,  wie  in  den  Artt.  18  u.  28  gezeigt 
worden  ist.  Die  dort  eingefilbrien  Bezeichnungen  sollen  hier  beibehalten 
werden.  In  Bezug  auf  die  Function  Jl  sei 

Jl  (X,  X',  X",  . . .)  =  w 

(S)-».  {^r)^k;  «C. 

und  somit  beruht  die  Angabe  auf  die  Behandlung  der  folgeudeo  Glei- 
chungen 


b'x 

elc. 


ax 

ax 

a 


•  ex 

cx 

H  H 


qx  q'x' 
rx  -I-  i'x 
ax  ax 
etc. 


qx 

•  * 
rx 

m  «r 

ax  ' 


:::;| 

etc. 


7-0 

As  0 
etc. 


(29) 


(30) 


Jl  s  (a  +  kx  +  k'£  +  . ... 


(3i) 
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Die  Anzahl  der  Gleichungen  (ii))  sei  m,  die  Anzahl  der  (30)  sei  q  und 
die  dor  ÜDbekanolen  x  ^  x'^  etc.  soi  n.  Es  ist  nuo  hier  BedinguDg, 
dasg 

q  <n  ,    m  +  y  >  n 

oder  wenigstens  nicht  m-i-f  <  »  sei.  Es  folgt  hieraus  aber  nicht,  dass 
nothwendig  m  >  n  sein  muss.  wenn  gleich  dieser  Fall  eintreten  kann,  in 
Bezog  aufm  and  n  sind  vielmehr  alle  drei  Ffllle 

m  <  »  ,   m  a  »  ,  Hi>tt 

möglich. 

Wie  man  non  auch  die  x,  x,  x",  elc.  ans  den  obigen  Gleichungen 

besliainien  mag.  die  Ausdrücke  derselben  können  w  ieder  nur  linearische 
Functionen  von  /,  /',  (\  elc.  /,  h,  etc.  sein ,  und  »Ig  h.iben  daher  die 
folgende  Form 

ix  =  -H  -I-  H-  . . .  —  g»/"  —  —  —  . . , 
x"  "B       ^'i'         «i-  . . .  «-  9*/"—  /j  — . . , 

u.  s.  w.  wo  C  C^t  ^  otc.  f ,  ele.  9,  9',  etc.  x*  V>  ¥*  ^* 
nnmerische,  jetzt  noch  onbekaonte,  Coefficienlen  and.  Die  Anzahl  die- 
aer  GIddiungen  ist  scs  n,  und  die  Anzahl  der  eben  genannten  onhe- 
kannten  Coefficienten  ist  h  »(m -4-9),  aber  diese  Unbekannten  sind 

nicht  völlig  von  einander  unabhängig ,  sondern  hüngen  durch  eine  An- 
zahl =  von  Gleichungen  gegenseitig  von  einander  ab .  so  dass  in  der 
Thal  nur  eine  Anzahl  =  n(m  +  q  —  n)  dieser  Unbckaunleii  von  einander 
unabhängig  sind.  Um  die  Gleirlniii::en ,  die  zwischen  diesen  LMiR-kann- 
len  statlfiniieu,  zu  erhalUin,  mnltiplicire  man  die  Gleichunc;en  '20^  der 
Reihe  nach  mit  C-  t',  ele.  die  ^30)  mit  q\  x,  V.  clc.,  und  rul  lin  die 
Produkte,  worauf  die  Yergicichung  mit  der  ersten  (32)  die  folgenden 
Gleichungen  giebt, 

;6  -i-  f'fc'  -H  fV  -h  . .  .  -I-  yg'  +  3(r'-|-  v«'  -h  .  .  .  =  0 
Cb  +  fV  +  CV  H-  . .  .  +  ^9*+  p-'-h  ^'-h  .  . .  =  0 

0.  8.  w.  Huitiplicirt  man  hierauf  dieselben  Gleichungen  der  Beihe  nach 

mit  0,  ff',  ff",  elc.  und  (p,  %,  t/;',  etc.  und  addirl,  so  giebl  die  Verglei- 
cbung  mit  lier  zweilen  {^-M) 
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ßa  -I-  tfa'  +  OV  +  . . .  H 
06  +  O'b'  -h  e'b'  +  . . .  H 
$c  ^  tfe  -t-  eCe  ^  . , .  M 

n,  8.  w.  und  eben  so  ergiebt  sich 

(Ml  -f-  (j'a  -+-  (fa  +  9"^ 

(^Ä  -+-  g'h  -f-  -f-  .  .  .  -h  (f  'q 

•+■  (f'c  +  (f'c  ifi  q 


Xr 

«  u 

xr 


tp8 


/r  I 

\p  s 

a  a 

%}f  8 


SB  0 

.  =  0 
.  =  0 
.  a  4 


tt.  8.  w.  tt.  s.  w.  Man  erkennt  leicht,  dass  die  Anzahl  aller  dieser  Glei- 
chmgeD  wa    istt  wie  oben  aogefilhri  wurde. 


33. 

Wie  man  nun  aneh  die  Ünbelcaimteii    s\  etc.  bestimmen  mag«  so 

folgt  aus  der  (31),  nachdem  man  x,  x\  etc.  durch  die  (32)  eUminüt  hat, 

dass 

Jl  =  m-^Jl-^Al-k-Jt'  -^...  —  uf—ßg^yh  —       .  (33) 
wird,  wenn  man 

yi  ss=  A'C  +  fc'ö  +  fc>  H-  .  .  . 

jf^  Af-f- it'dr+ ikY+  . . 

etc. 

a  K      «h  Ü»V'  •  •  • 

aa  ft^  -h  ty  -|-         +  .  .  . 

etc. 

setzt,  und  wenn  man  das  Gewicht  dreser  Bestimmung  von  J2  mit  P  he* 

zeichnet,  so  wird  zufolge  der  Gleichung  (8) 


(3i) 


(36) 


P 


wenn  wieder  p,  p\  p\  etc.  die  Gewichte  der  Bestimmungen  von  /,  f ,  T, 

etc.  hezoichnen. 

Wir  vvullon  jolzl  zur  Lösung  unserer  Aufgabe  don  im  Art.  i7  be- 
wiesenen Satz  an\\en(lpn,  zufolge  dessen  durch  die  wahrscheinlichste 
Beslimuiung  der  UDhck  innton  die  Gewichte  Maxima  werden.  E.'?  muss 
demzufolge  die  rechte  Seile  der  Gleichung  i.'lG)  zu  einem  Minimum  ge- 
macht werden,  und  dieses  wird  wieder  ein  Hogeuanntes  rclaliveä  Mini- 
mum,  da  die  ji^  A\  A\  etc.  nicht  von  einander  unabhängig  sind.  Die 


(36) 
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Bedioi^uiigsgleichungen  zwischen  den  oben  genannten  Grössen  erlililt 
man  aus  den  im  vor.  Art.  erhallent»n  Glciclumireri.  eben  so  wie  am  cbon 
a.  0.  Man  niultipHuire  die  erste  Gleichung  einer  jeden  Gruppe  (lie>er 
Glcichuiii;en  der  Reihe  nach  mit  k.  k'.  h'.  etc,  und  addire,  und  behaudie 
die  Übrigen  Gleichungen  eben  so,  dann  ergeben  sich 


(37) 


Ab  +  A  h'  H-  A'b' 
Ae  -I-  A  d  +  A'e' 


■  •  >      tt/f     ßi^     f9      •  •  >  <  SB  h 

u.  s.  w.  welche  die  gesuchten  Bedingiingsgleichungen  sind.  Multiplicirt 
man  nun  diese  Gleichungen  mit  den  unbestimmten  Factoren  — 2A, 
—  W  —  2^.  elc.  und  addirl  sie  zur  rechten  Seile  der  Gleichung  (36), 
80  wird  der  Ausdrack,  welcher  ein  absolutes  Minimum  werden  muss. 
der  folgende 

«Ay/a   ^%BAb  —%CAe  —  .  . . 


—  2Ay/a  —  WAü  —  %CAc  —  .  .  . 


9" 


—  2A^/<i*  ^tBjfb"  ^%Cjfe*  —  .  . . 

elc. 

—  2Aa(/  —  2Äa</'  —  tCaq  —  .  .  . 

—  ^A(ir  —  Wßr'  ~  ^Qfr"  —  .  .  . 

—  iAys  —  Wys   —  3i56>  "  —  .  .  . 

etc.  etc. 
H-  2Aik  +  2ßk'  -h^Ck"  +  .  ,  . 

Differentürt  man  diesen  nach  A^  A\  A'^  etc.  «e,  /9,  etc.  nnd  betrachtet 
darauf  die  Diflferentiale  alier  dieser  Verflnderlicfaen  als  onabbttngig  von 
einander,  so  bekommt  man  die  Gleichungen 

s  Aa  +  üb  +  Cc  -h  .  »  * 

—  Afl^  H»  Bb*  +  Cc*  +  . » . 

=  Aa+  Bb"-*-  Cc  +  .  .  . 
etc.  etc. 


(38) 


P 


(39) 


0  1-  A9 
0  »  Ar 
0  a  A« 

elc. 


Br' 
B$' 


Cr" 
Gr- 
ete. 
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die  in  Verbindung  mit  den  (37)  die  Auflösung  der  Aufgabe  in  sich  ent- 
halien.  Diese  ist  durch  die  Zuziehung  der  Bedingung  dos  Maximums 
von  P  wieder  eine  bestimmte  geworden  denn  die  Zahl  der  aufzulü^enden 
Gleichungen  ist  der  Zahl  der  darin  befindlichen  UnbekanDten  gleich. 
Die  Zahl  der  . /,  y/ ',  etc.  ist  =  m,  die  der  A,  ß,  etc.  =  n,  und  die  der 
a,  ß,  etc.  =:  9,  folglich  ist  die  Zahl  aller  Unbekannten  s  m  +  n  +  9. 
Die  Anzahl  der  Gleichungen  (37)  ist  =  n,  die  der  (38)  ss  m,  und  die  der 
(39)  8  9,  folglicb  ist  die  Anzahl  aller  Gleichongen  auch  ss  n-^m-^  q, 

34. 

Die  Unbekannten  yf,  A\  etc.  können  wieder  sogleich  eh'niinirt 
werden.  Zieht  man  die  Werthe  derselben  aus  (38)«  nod  substiloiri  sie 
in  die  (37),  so  erhttll  man 

[aa\A  -+-  [ab]B  -+-  [ac]C  +  asjk  —  «9  —  —  y«  —  ... 
[a6]A  +  [hh]B  +  [hc]C  +  ...  —  V—  09'—  . 
[üC\Ä  ■+■  \hc\B  Hh  [cc]C  +  .  .  .  B  k'^-^uq  —  fir"—  y/—  .  ,  , 

u.  s.  w.  worin 

[aa]  «  pa»  -h  p'a'  -h  pV» 

s  paft  ^  p'a'b'-hp'ab'' ,  .  , 
[oc]  H  jioc  •^p'üc'-hp'a'e  +  . . . 

elc.  etc. 
[66]  »  p6>  -h  p'6'>  + 1)-6'!>  -I- . . . 
[6c]  =  pbe  -hj»'6'ß'-|-p'6VH-  .  . . 

etc.  etc. 
[ee]  =       ■+■  pV*  +  p'c"* 

etc.  etc. 

gesetzt  sind.  Es  ist  nun  fUr  den  ferneren  Verlaul  der  Auflösung  von  Vor- 
theil die  eben  erhaltenen  Gleichungen  dergestalt  in  zwei  Iheile  zu  zer- 
legen, dasa  der  eine  Iheil 

[aa]ä:  +  [ab]B'  -h  [ac]C'  +  . . .  -  Jk 

0.  s.  w.  wird,  aber  ohne  angemessGiie  Abtodemng  der  GoeffidenteD 
dieser  Gleichnngen  ist  dieses  nicht  immer  möglich.  Die  Anzahl  der  Un- 
bekannten  A\  B\  C,  etc.  ist  freilich  immer  der  der  Gleichimgen  gleich, 
nod  somit  scheint  es  als  konnten  diese  Unbekannten  immer  ans  diesen 

Gleichungen  bestimmt  werden,  von  welchen  ich  die  erste  hier  angesetzt 
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habe.  Es  aber  zu  bemerken,  dass  diese  Gleichungen  aus  den  ein- 
zigen (i9j  hervor  geben,  deren  Anzahl  m  ist.  wlihrend  die  Anzahl  {1er 
X,  //',  etc.  =  n  ist.  In  allen  Fuileu  nun  ,  wo  m  =  n  od*  i  m  >  n  ül. 
i.st  die  iie.stiimnuni;  der  A'  D'.  etc.  aus  den  obigen  üleichuogea  zwar 
möglich,  aber  in  den  FiMIcii  in  ^^'elchen  m  <  n  ist,  trifTl  dieses  niclil 
mehr  ein.  denn  alsdann  bind  uolhweodiger  Weise  » — m  dieser  Glei- 
chungen in  den  übrigen  enthalten. 

Man  kann  demohogeachtet  die  in  Kode  stehendea  GieicluiBgeD  so 
vorbereiten ,  dass  sie  in  jedem  Falle  alle  wesentlich  von  dnander  ver- 
schieden werden .  und  zwar  kann  dieses  durch  angemessene  Zuziehung 
der  Gleichongen  (39)  bewirkt  werden.  Aus  diesen  bekomnit  man  Idcbl 

0  =  [qq]A  +  [77']/?  +  [77lC  -I-  . .  . 
0       [771^  +  [7'7']Ä  +  [7'7"]C  +  . . . 

u.  8.  w.  wenn  man 

[77]    =  ^2  ^       -h  *2  H-  .  .  . 

b5f  ]  =  qq  +  rr'  +  gs'  +  ... 

r-»i  «.  ». 

IWJ  «  W  +  «•  +  w  + 

etc.  etc. 

[7'7']  =  7'»  +  r'»  +     -h  . .  . 

IM  »  ^9'-*-  rV^         . . . 
etc.  etc. 

u.  8.  w.  setzt.  Macht  man  nun 

(flfl)  =  [aa]  H-  [77] 
(flfe)  =  [nh]  +  [vv'j 
(ac)  =  [ac]  +  [^^"3 
etc. 

W  =  [W]  +  [?Y1 
(fe)  -  [te]  +  [,yj 

etc. 

n.  s.  w.  so  wird  auch 

{(ut)A  •+■  {ab)It  ■+■  {nc)C  «f* .  .  .  w  ib  —.«9  — /Jr  —  ^  . . . 
{ah)A  +  +  tm  k'  —«7  — — y»'  —  .  . , 

(06)/!  -4-  +  (CC)C  +  .  .  .  «  fc-  — «7"— ^"-y«"-  .  .  . 
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n.  s.  w.  aus  welchen  man  immer .  auch  nachdem  die  mit  «,  ß,  y.  elc. 
moltiplicirtea  Glieder  abgeschnitten  worden  sind,  die  Itbrigeo  ÜDbekaon- 
teo  bestimmen  kann.  Ja  es  ist .  um  die  M<}glichkeit  dieser  Bestinunung 
herbei  zu  ftihren,  nicht  einmal  nothig  alle  Gleichaogen  (39)  aof  die  eben 
erklärte  Art  mit  den  obigen  Gleichoogen  zu  veiiiindeD«  sondern  die  An- 
Wendung  einer  Ansaht  von  m  der  Gleichangen  (39).  die  man  be- 
liebig unter  diesen  auswählen  kann,  reicht  schon  daafb  aus. 


35. 

Setzt  man  jetzt 

[aa)A'  -\-  (ab)B'  +  {acjC  +  .  .  .  =  A 
{ah].\'  H-  ibb  ir  +  {bc)C'  -h  ...  =  //  i    .    ,    .  (4ü) 
{ac)A  +  {hc)B  -I-  (cc)C'  =  fc"  J 

u.  s.  w.  und  lost  diese  unbestimmt  auf,  so  wird  man  erhallen 

A  =  {\,\)k  +  (i,2)jk'  H-  (1,3)*"  +  .  .  .  I 

B  =  (1,2)Jk  +  (2,2) fe'  H-  (2.3)/5*'  -i-  .  . .  i    .    .  (4i) 

C  s  (1,3)*  -i-  (2,3)*'  +  (3,3)*'  +  . . .  J 

u.  s.  w.  und  hieraus  eiigiebt  sich  in  Folge  der  Gleicbniigen  des  vor.  Art. 

A  ™  A*  —  («v)«  —  {u%)ß  —  (aA)y  —  ,  ,  . 
Ä  «  F  -  (/J»^)«  -  {ßx)ß  -       -  . .  .  .   ,    .  (42) 
C  =  C  -  (n)«  -        -  (yA)/  -  . . . 
u.  8.  w.  nachdem  zur  Abkürzung 

(«,)  =  (1.1)^ +  (1,2)^'  + (1.3)9" +  . 

(«•)  mm  (1.1)r  +  (4.Ä)f'  -f-  (1.3)r"  +  . . . 
(«A)  «         ^  (1,2)s'  +  (^3)»-  H-  .  . . 
etc. 

(At)  -  (4,2)r  +  (2.8)K  +  (2,3)r"  +  . . . 

OJA)  =  (1,2)«  +  (2,2)/  +  (2.3)*''  +  . , . 
elc. 

iyti)  =  (1,3)9  +  (2.%'  +  (3,3)7"  -I-  . .  . 

iyn)  =  (i,3)r  +  (2,3)r'  +  (3,3)r''  +  .  .  . 

iyX)  =  (1,3)«      (2,3)«'  -I-  (3,3)«"  H-  .  .  . 

u.  s.  w.  gesetzt  worden  ist.  Multiplicirt  man  uun  die  (i2)  der  Reihe 
nach  erst  mit    q\  q\  elc.  dann  mit  r,  r',  r .  etc.  dann  mit  «.  s, «  etc.  etc. 
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und  addirt  jedes  Mal,  so  ergeben  sieb  io  Folge  der  Gletcbangeo  (39)  und 
(41)  die  folgenden 


(43) 


U.  S.  Yf*  WO 


M  = 

etc. 


iuifjr 


{fiM) 
(x3/) 
(AM) 


(xx) 
(xA) 


(«x)r 


(ßxy 


{yXf 


(idf)  =  («x)Ä  +  (/Jx)it'  -I-  (yx>' 


(a)  »  («A)«  -I-  Gä).'  +  (yA).-  + 
elc. 

(ii¥).  (<a)ii(  -t-  Gsii]Jir  -I-  {yt/c 

u.  s.  w.  Durch  die  Auflösung  der  Gleichuntjen  (43)  bekommt  man  nan 
immer  die  Werthe  der  Unboknnnten  a,  ^,  y,  etc..  und  substituirl  man 
diese  nebst  den  Werthen  von  A',  ti  ,  C\  etc.  in  die  (42),  so  ergeben 
sich  auch  die  A,  Ii,  C,  etc.  durch  bekannte  Grössen  ausgedrückt.  Gehl 
man  hierauf  zur  Gleichung  (33)  zurttck,  und  substituirt  io  diese  die  «os 
den  (38)  m  entnehmenden  Werthe  YOn  j^,  ji\  A\  ete.  so  bekommt 
man,  nachdem 

(a/)  =  pai  ■+-  pdt  ■+-  jpVr  +  .  .  . 
(6/)  =  pU  -I-  pb't  -H  ]^"hl'  .  .  . 
(c/)  =  pcl  -+■  pcl  -I-  //cT  •+-... 

u.  s.  w.  gesetzt  worden  sind, 

J2  =        .4  nl)  -h Ä(W)  -h  C'^c/j  + . . . 
—  «/  — — — ... 
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welches  der  wahrscheinlicbste  Werth  von  Sl  ist.  Multiplicirt  man  ferner 
tlic  Gleichungen  (38)mit  //,  A\  A",  und  addirl,  so  wird  in  Folge  der 
GieichuDgen  (37),  (39),  (36)  das  Gewicht  dieser  Bestimmung 

ffiemit  ist  unsere  Aa^be  schon  voUstttndig  gelöst ,  deon  nicht  nur  der 
wabrscbeiolicbste  Werth  von  Jl  und  das  Gewicht  dieser  BestimsiODg, 
sondern  euch  die  wabrscbeinh'cbsten  Werlbe  der  Unbekannten  x\  x, 
etc.  nebst  ihren  Gewichten  sind  durch  die  im  Vorhergehenden  abgelej- 
teten  Ausdrucke  gegeben,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 


36. 

Man  kann  in  Bezog  auf  die  eben  erhaltenen  Ausdrucke  für  Jl  und 
P  noch  einen  Schritt  weiter  geben.  Eliminirt  man  die  A,  ß,  C,  etc.  durch 

die  Gleidiangen  (42),  und  setzt 

F  =  /•  +  H)(flO  +  iß^m  +  (PiM 

H  =  h-h  (aA)(<a)  H-  (^}(6i}  +  {yX){eSi  4-  ... 

u.  s.  w.  und  hierauf 

7  8  A'(aO  +  JB'(^  -h  C'iä)  4-  ... 
Z  SS  Fa    H-Gß    'i'Ify    -I- ... 

so  wird 

J2  »  10+  Y—Z 

Setzt  man  ferner 

jR  B  A'üs  -H  Bk'  +  C'k"  +  ... 

S  mi  a{fiM)  4-  ß{MM)  -h  K^)  -fl-  ... 

so  eigiebt  sich 

Für  Z  lasst  sich  noch  ein  anderer  Ausdrock  geben,  der  wenigstens  in 
dem  Falle,  wo  man  die  Gewichte  entweder  gar  nicht  oder  doch  nur 
wenige  derselben  kennen  lernen  will,  auf  eine  einfachere  Rechnung 
fuhrt.  Durch  die  unbestimmte  Auflösung  der  Gleichungen  (43)  habe 
man  erhalten 
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ß  =  li.StoM)  -I-  -h  {2,3|(A1/)  -h  ... 

y  =  il.3[(»/3/)  +  |Jf,3Kxif)  -f.  |3,3)(;.iW)  +  ... 

II.    w.  mimioiri  man  hiemit  a,  ß,    etc.  aus  dem  obi^n  Ausdruck  fitr 
so  wird 

+  ||1,3|F-h|2,3j6-|- |3,3}ir-|....|(Aflf) 


Sülzt  luun  daher 
(44)    ...    I  (j;|if)«,  -h  (xx)/V, 
lt.  8.  w.  SO  bekommt  man 

Dieser  Ausdruck  führt  DamcntHcb  in  der  Anwendung  unserer  Aufgabe 
auf  die  GeodHsie,  wie  man  weiter  onten  sehen  wird,  auf  eine  kürzere 
Rechnung  wie  jener. 

37. 

Zur  weiteren  Ausarbeilung  der  im  Vorhergehenden  cntliallcnen 
Auflösung  unserer  Aufgabe  ist  zuerst  die  Auflösung  der  Gleicluiuiren  iOj 
auszufilhren.  Man  multiplicire  die  erste  \iO  mit  dem  uuLe.stirmntcn 
Factor  «'  und  additc  sio  zur  zweiten;  man  niulliplicire  ferner  die  erste 
mit  die  zweite  mit  und  addire  beide  zur  dritten ;  ferner  die  erste 
mit  ft",  die  zweite  mit /:f ,  die  dritte  isäX'f,  und  addire  alle  diese  zur 
vierten,  u.  s.  \v.  Bestimmt  man  nun  diese  Factoren  so ,  dass  nach  ein- 
ander A',  A'  und  A',  B'  uod  C.  u.  s.  w.  verschwinden,  dann  Aod 
die  (40)  auf  die  folgende  Form  gebracht  worden, 

(aa}A'  +  (a4)ß'  H-  (iic)C'  ^  {p^Vf  -h  ...      IT  »  ik 
(4M)B'  +  {hcA)C  +  (6dJ)0'  +  ...  »  Jf* 
(cc.2]C'  +  (crf,2}D'  4-  ...  »  M" 
((/(/,  3)^)'  +  ...  =  Jf- 
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und  für  die  eingeführten  Hulfsgrdsseu  crgebeu  sich  die  Tülgendcn  Glei- 
chungen, die  /AU  lie^iininiung  denselben  dienen.  Die  eingeführten  Fac- 
torcn  a\  a,  ^,  clc  werden  durcli  die  folgenden  Gleichungen  beslimml, 

(an)»  H-  (cr6)  «  0 

{aa)a  H-  {ah)(f'  -i-  (oc)  =  0 
(06)«"  +  {bh\^'  +  [hc]  =  0 

(Ort)«"'  -h  (fl6)/r '  +  (ac)/"  +  ((Mi)  =  0 
(a6)a"'  +  (66)//"  +  +  (6<f)  =  0 


u.  8.  w.  worauf  (66,1),  (6c,  1)»  etc.  etc.  sich  durch  die  folgendeu  ei^jebeo, 

(<i6y  +  (66)  s  (66.1) 

(oc)«'  +  (6c)  B  (6c,1) 

(o^oT  +  (6ii)  »  (6(1.1) 
etc. 

elc. 

i^'  ^  j^y'  +     »  if " 

{4w0a'^  H-  (6d)/f  +  (<%•'  4-  (dd)  =  (rfd,3)  . 

etc. 

Ita^  +        +  Wf  +      «  If'^ 

u.  8.  w.  Vergleidit  man  aber  die  GleicboDgen  zur  Bestimmui^  von  a\ 
etc.  mit  den  (40),  80  wird  man  aogleich  gewahr,  dass  sie  rieh  auch 
auf  die  fblgonde  Foim  bringen  lassen  mOssen, 

(flfl  «'  +  iah)  =  0 

(iia)a   +  (a6)/  +  (oc)  =  0 
+  (6c,1)  =  0 

^aa)a    -h  (a6)^  -f.  («€)/'  +  farf)  ä  0 
(66,1)^'  +  (6c,  1)/"  +  (6(i,1}  s  0 
(cö,2)/'  -♦-  (crf,2)  =  0 


u.  8.  w.  Setzt  man  fltr  einen  Äugenblick 
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A'  z=  +  Ul  cM  ■+-  \>M  -h  ... 
/r  =  hM  +  tM"  -h  b3/    -h  ... 

C  «  c"JI"  +  rif"  +  ... 

ff  i>ir  +... 

etc.  etc. 

und  subslituirt  diese  in  die  obigen  Gleichungen  fUr  A,  B',  etc.,  so  er- 
hall man 

ajiü!  ==  1 
t>(flaj  -K  b'i«/')  =  0 
t[aa)  +  c'(a6)  -+-  ('[<iv)  =  0 
b(flrt)  -I-  t>\ab)  -t-  b"(ac)  +  h"'ifld)  =  0 
etc. 

C'(66.4)  -I-  €"(6^4)  »  0 
b'(W.<)  +  b>,1)  +  b'"(H<)  =  0 
etc. 

b"(cc.2)  +  V"{cd,2]  s  0 
etc. 

b'"(</J.3}  =  1 
etc. 

und  die  Vergleichung  dieser  mit  den  vorstehenden,  zur  Bestimmung  ton 
a ,  fi't  elc.  dienenden,  Gleichungen  giebt  sogleich 


Ii'       ^  /  =     ^—      fc'  —  f^' 


etc. 


b'  =-^.  etc. 


*  Ale 


und  hieraus  folgt 
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ö.  s.  w.  durch  welche  die  Unbekannten  jede  ftir  sich  gegeben  sind. 
Diese  Gicichungen  geben  ausserdem  Anlass  zu  anderen  AusdrUcicen  flir 
tt\  fi\  etc.  Vei^leicht  man  nemlich  die  Gleichungen ,  aus  welchen  die 
vorstehenden  erhallen  worden  sind,  mit  denen  ftir  tt,  /J",  etc..  so  lehrt 
der  AogoDscbein,  dass  diese  aoch  auf  die  folgende  Form  g^racbi  werden 
können, 

t  (ab) 
(oa; 


  _    («c)     .      (ftc,<}  t 


~  P  (cc.l) 
_   w  _  (ed.«}_ 

*  ~  

u.  s.  w.  Endlich  bekommt  man  ans  den  letzten  Aosdrücken  flir  A\  B\ 
etc.  sehr  leicht  die  CoefBcienten  der  unbestimmten  Auflösung  der  Glei- 
chungen (40),  denn  aus  der  Substitution  der  Ausdrucke  für  Jf,  M\  etc. 
folgt  sogleich 

1  „ri^  „«rt 


"     (M)  •     (rc.i)     •  (dd,8) 

(1,3)  - 


(«.*)  - 

etc. 


(W,4}    ^   (cc.l)    ^   (fW  a; 


(2.8)  - 

(2.3)  = 

(2.4)  - 
etc. 

(^•^)  "=  W  W 
etc. 

{*.*)  - 


u.  s.  w. 
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38. 

Durcb  Hälfe  des  Inhalls  des  vor.  Art.  kann  man  sogleich  die  Ao(- 
klsiiDg  der  GleichuDgcD  (43)  binschreiben.  Es  wird 


o.  s.  w.  wo 


etc. 

(xx.l ) 

(t^Aja  ■+■  fx/.  = 

etc. 

(^) 

elc. 

{flM)a"'h{xM)h"+{XM)  =  (AJf.2) 

etc. 


39. 

Nun  lassen  sich  schon  die  Ausdrücke  des  Art.  36  für  Jl  und  P  auf 
ihre  einfachste  Form  hinflthren.  Substituirt  man  die  Ausdrücke  des 
Art.  37  fUr  A' ,  W ,  etc.  in  den  Ausdruck  (Ur  Y,  and  satat  den  vor- 
stebeoden  Ausdrttcken  analog 

(«/y  +  (M)  -  (i^i) 

+  +  [df  H-  ((//}  =  (rf/,3) 

U.  6.  w.  SO  wird 
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uod  substiluirt  mao  dieselben  Ausclf  ttcke  in  den  Aufidruck  iUr    so  wird 

Substiluirt  man  ferner  die  Aasdrttcke  des  vor.  Art.  io  den  Ansdrock  für 
Z,  und  seUt 

Fa'  -h  Gb'  H-  IT  »  ü* 

u.  s.  w.  so  bekommt  man 

und  die  Subslitulion  derselben  in  den  Ausdruck  filr  S  (petA 
c  _  inm*  .  («jf.i|*  .  air.i)« 

Will  man  den  zweiten  Ausdruck  des  Art.  36  Itir  Z  anwenden,  ao  sind 
in  Folge  der  Gteichungen  (44)  die  folgenden  Ausdrücke  zu  berechnen. 


u.  a.  w,  w(»rauf  aogleicb 

berechnet  werden  kann.  Dem  Vorhergehenden  zufolge  wird  darauf 

40. 

Zur  Rednction  der  Ausdrücke  der  Grossen  (atj),  (ßtn),  etc.  setze  man 

ti   =  q  n  «  r 

jjj'  sss  a'q  -h  q'  ll  ^  UT  -h  f' 

etc.  etc. 

u.  8.  w.  woranf  die  Substitution  der  Ausdrucke  fbr  (1.1),  etc.  des 
Art.  37  in  die  Ausdrucke  für  {ati),  ißr^,  etc.  des  Art.  35  sogleich 
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TO  (IM)     ^  ^  (ee,t) 

X   «'«;  

(0«         iw>,4i  (cc.ai 


H  = 
(«i)  - 


IM)  ^    (tfct)    ^  fM^ 

elc. 

W  =     iW.l)  -(cr,l) 

etc. 


{ec.i) 


etc. 


n.  8.  w.  giebL  Substitnirt  man  oiui  diese  io  die  Ausdrücke  filr  [tirl],  (r^x), 
etc.  des  Art.  35,  so  werden 

(W)  - 

M  - 

etc. 


{aa) 

-h 

(er.«) 

(M) 

(oaJ 

V'i" 

etc. 

etc. 
(Uf)  - 


9"J#" 

(M} 

(M.IJ 

«» 

+ 

(M) 

(«,*) 

(oa) 

X'il' 

xJT 

H- 

(oa) 

(CC.J) 

{m;«)  ■**  {cc,ij 

IM  VM*  VM*' 
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u.  s.  w.  Endlich  gehen  durch  dieselben  Substilationea  die  Ausdrücke 
des  Art.  36  fUr  F,     elc  io  die  folgendeo  Uber 

(aa)     ^  (66,4)      ^  (cc,«) 

Q.  8.  w.  womit  alle  erforderlichen  Grössen  auf  ihre  einfachste  Form  ge- 
bracht worden  sind,  und  die  im  Art.  35  eingeführte  unbestimmte  Auf- 
lösung der  Gleichungen  (40)  ttberflflssig  wird,  und  daher  nicht  ausge- 
fiihrtxu  werden  braucht.  Alle  Ausdrücke,  die  wir  erhalten  haben,  be- 
sitzen eine  so  r^Imüssige  Gestalt,  dass  sie  ohne  Weiteres  beliebig  fort- 
gesetzt werden  können. 


41. 

In  dieser  Auflösung  sind  zugleich  die  Ausdrücke  für  die  Unbekann- 
ten selbst  nebst  deren  Gewichten  enthalten,  denn  setzt  man  zuerst 

AT-tO»   üTbO,  etc.  «ssO 

so  wird  Jl^x.  Aus  den  vorsiehenden  Annahmen  folgt  ul>er 

^f  =  4  ,    M'  sss  a\    M"  —  a,  etc. 
{tj^f)  =  {ari)  ,    (x.l/)  =  («x)  .    {XM)  =  («A) ,  etc. 
(xJ#.l)  «  {u»,i}  ,   (Al#,2)  -X  («A,«) .  etc. 

Setzt  man  daher 

Irl  a  u  a  , 

x«y  —  j„  af  =  y— 2,    x  =  y  —  z  ,  elc. 


so  w  ird 


oder 

«  «  «  M  -I-  /?  W +r,{«*)  +  •  •  • 

und  bezeichnet  man  die  Gewichte  von  x,  w\  x",  elc.  mit  17,  /7'.  /7*,  etc. 

und  sclzt 

so  werden 
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Hacbt  man  ferner 

ktssQ,    k'ssi,   /(  =1  0 .  etc.  (0  s  0 

Bo  wird  JI^sb\  tuid  man  bakommt 

Af  =  0  ,    .1/  =  1  .  etc. 
it^M)  =  O?/^)  ,    (xM)  =  f,fx)  .    (AA/)  =  (^) .  elc. 
(xJtf.l)  SS         ,    (Alf.i}  =  OyU).  elc. 

woraus 

!'  —  "W^)  P  ^  •  •  • 


(66,4)   ^  (cc,«)   ^  ••• 

faervoi'gelicn ,  imd  ebenso  erhüll  mua 

~  (»ji)  (AA.ij 

u.  s.  w. 


42. 

Zur  leichteren  Cebcrsichl  sulien  jetzt  alle  zur  Berechnung  von 
Jl,  X,  X,  x\  etc.  und  P.  /7,  //',  //".  etc.  crfordorlichcn  Ausdrücke  der 
Reihe  nach,  so  wie  si<»  zur  Anwendung  komnifn .  /iisainnjen  geslelll 
werden,  liii^bei  wollen  wir  jedoch  zuerst  von  den  zur  Uerechnung  von 
Jl  und  P  dienenden  Ausdrucken  absehen,  und  diese  nach  jenen  (Ur  sieb 
anfuhren. 

Nachdem  man  die  oraprUnglich  gegebenen  Gleicbongen  so  vorbereh 
lel  hal,  dasa  die  GoefBcienleii  der  GleichungeD  (29)  und  (30)  bekannt 
sind,  rechne  man  zoeral 
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(aa)  = 

/ja-  +  p'a  '  -h  p"a"'^  -1-  . .  . 

H-    +  r»  -4-  s  ^  -h  ... 

(«6}  SB 

1           ''1'          ff  *f%  a 

pah -k- pab -t-p  a  b  ... 

-^q^ ^rT't'tt  ... 

^ air*«kfy    tf*  ^  ... 

etc. 

etc. 

(W)  = 

pb^  +  pb^  +  p'b  ^  ... 

-l-a'^H-r 4-  ... 

{OC)  K 

»Li  ..1.  nkV  ^  «"ATj»"  ^ 
pQ€*rp  VC  ^^p  V  V        . . . 

-K-^^  +  rr+f«  +  ... 

etc* 

etc. 

(U)  - 

phi-%-p'hT'^p%r 

(«)  - 

-l-g^-l-/«-l-t''«  +  ... 

etc. 

etc. 

(«»)  - 

iMi+j»vrH-j»vr««* ... 

etc.  bis 

w  = 

Die  Anwendung  des  AoBdrocks  welcher  im  Vorhergehenden  nicht 
vorgekommen  ut,  wird  weiter  unten  eridart  werden. 

Zu  den  vorstehenden  Ausdrucken  isC  n  bemerken,  dess  sie  zwar 
immer  ganz  so,  wie  sie  angesetzt  sind,  angewandt  werden  können, 
dasB  aber  in  gewissen  Fallen  die  von  den  Coeffidenten  9,  r,  «,  etc.  der 
Gleichungen  (30)  abhängigen  Glieder  entweder  ganz  weggelassen ,  oder 
abgekürzt  werden  können.  Sei  wieder  m  die  Anzahl  der  Gleichungen 
und  n  die  Anzahl  der  x,  x,  oT,  etc.,  dann  dürfen  die  genannten, 
von  den  (30  abh.ingonclon .  Glieder  £;;inz  vvegyelasson  werden,  wenn 
entweder  in'>n  oder  m  =  «  ist,  wenn  aber  m<n  ist,  so  müssen  die 
Coeflicienten  von  wenigstens  einer  Anzahl  « —  m  der  Gleichungen  (30) 
aufgenommen  werden. 
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43. 

Es  sind  hierauf  die  CoefBcienten  (l)b,\),  f6c,1),  etc.  zu  berethneD, 
und  dieses  kann  immerhin  durch  die  im  Art.  37  dafür  abgeleiteten  Aas- 
drücke geschehen,  allein  ich  ziehe  vor,  die  folgenden  anzuwenden,  die 
entweder  selbstständig,  oder  aus  den  vorfaergefaeodea  tümlicbeo  leicht 
abgeleitet  werden  können 

—  ax  —  y'  »       M.   -Ks  jr  »B  —  -1^5- 

«  («a)  '  ~  (oa)  '     J'  ™        t«^  »        *  ^  W 


(66)  -1-  {ab)a 

{be,i) 

{be)  «f>  (ac)a' 

{hdj  +  (wiju 

etc. 

(W)  +  («/)«' 

(cc)  -1-  {ac)/?" 

Kl) 

(cd)  +  (<k^ 

etc. 

(cO  + 

{^^) 

(dd)  (0%' 

etc* 

w  +  w 

etc.  bis 

m 

/Tmm^  —  _  Ali*     «/»  «  _ 


(cc.2)  =  (cc.l)  +  {bc,\)^ 
K2j  =  (c<i,1)  +  {bd,\)f 
etc. 

=  (d.t)  -I-  (6i.t)/r 


(drf^Ä) 

(dd,i)  +  (M,4)r* 

etc* 

etc.  bis 
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clc. 
etc.  bis 


etc.  bis  (//.») 


wenn  wieder  /»  die  Anzahl  der  x,  x.  x\  etc.  bezeichnet. 

Zu  bemerken  ist  hiobei,  dass  wenn  m  =  n,  und  keine  der  Glei- 
chungen ('30)  mit  zur  Berechnung  der  {an\  [ab],  etc.  beipezogon  worden 
i»ind,  so  wie  wenn  und  man  our  n  —  m  dieser  GleichuDgeo  zu- 

gezogen bat«  immer 

werden  mwss. 

44. 

Nun  künncn  die  a",  ß"\  etc.  nach  folgenden  Ausdrücken  berechnel 


werden , 


a    =  « 

u    =  ,  >  -\-  (f  n 

n    =  y        Y  Ii       y  (t 

elc. 

^  —  dT'  +  ij'x  *r/" 

elc. 

y  —  r 

etc. 

r  =  (T 
etc. 

u.  s.  w.  die  ich  zu  mehrerer  Deutlichkeit  filr  eine  Unbekannte  mehr,  wie 
in  den  vorangegangenen  Aasdrücken  hingeschriebeft  habe.  Es  wird 

hierauf 

AMiDil.  <»  K.  S.  Gac«uh.  4  Wimueh.  XHI.  47 
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>  •!        I  III       U  II  III 

—  y  =  z-*-A:«  +  ;(«+if«  -»-••• 
etc.  etc. 


n 

1^ 


I  ß"*  ff'* 


i«.ti  («,1) 
I 


tn 

71 


eto.  elc. 

Ich  mache  darauf  aufmerksam ,  dass  hierin  schon  die  Auflösung  der 
Aufgabe  des  Art.  18  u.  f  vollsliindiu;  eiiihahcn  ist,  denn  die  ftlr  die  all- 
gemeine, im  Art.  31  autgebleiile  Aiiigahe  noch  hinzukomnieüden  Aus- 
drücke hangen  alle  so  von  den  Bedingungsgleichung^en  ab.  dass  sie  zu- 
gleich mit  diesen  wegfailen.  In  Betreff  der  Aufgabe  des  Art.  1 8  wird  also 

xmty  ,    x^y\    s'h  y",  elc. 

und  die  Gewichte  dieser  Bestimmungen  werden  bez. 

fr   *     n*  *  1P>^' 

In  Bezug  auf  die  allpememe  Aufgabe  könnon  Jie  bis  jetzt  zusammen- 
gestellten Ausdrücke  als  den  ersten  Theil  der  Auflösung  betrachtet  wer- 
den, und  dieser  Theit  wird,  wenn  nicht  m<n  ist,  genau  so  ausge> 
führt,  als  wären  gar  keine  Bcdingungsgleichungen  vorhanden.  Wenn 
aber  der  eben  erw&hnte  Fall  eintritt .  so  mü.^sen  zur  Bildung  der  Coeffi- 
cienten  [aa] ,  (ab),  etc.  auf  die  eben  erklttrte  Art  wenigstens  n  —  m  der 
BedinguDg«gleichangen  oiil  Weglassong  ihrer  v<Illig  bekannten  Glieder 
zu  diesem  ersten  Theil  der  Rechnung  hinzugezogen  werden. 


45. 

Der  zweite  Thefl  der  AufUtenng  miaeier  allgemeinen  Anl^abe  tti^ 
mit  der  Berechnung  der  mit  ,  if,  etc.  »,  u\  etc.  elc.  beieichoeieD  HUfe- 
grOssen  an,  die  durch  die  folgenden  Ausdrücke  erhalten  werden. 
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fi   =  q  j«  =  r 

*        f     .    '  t        t  t 

^    =  aq  -4-7  X  SS  ur  -|-r 

^  a  q  -k-  p  q  +q  %   ^  u  r  •\- (f  r  r 

etc.  elc. 

r  «  a*'g-^f8  etc. 

elc. 

worauf  mau  zunächst 


(45) 


a.  s.  w.  beracbnenr  kann.  Hiebei  ist  zu  bemerken,  dass  wenn  man  zur 
Berechnung  von  (aa),  {ab),  etc.  die  Anzahl  von  m  Bedingungsglei- 
changen  hinzugezogen  hat,  fUr  diese  « — m  Gleichungen 

F=  /•,   C  s  g  ,  etc. 

werden  riiu>s.  indem  alsdann  für  diese  die  Suniajo  der  übrige»  Glieder 
der  vorziehenden  Gleichungen  verschwindet.  Hat  \mn  mehr  wie  w  —  m 
Gleichungen  hinzirgezoeen ,  so  finden  die  zuletzt  aniiCi^ehenen  (ileichnn- 
gen  nicht  nielir  statt.  Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  sich  weiter  unten 
ei^eben.  Auch  wird  weiter  unten  gezeigt  werden »  dass  man  die  Be- 
rechnung der  (4d)  gänzlich  umgeben  kann. 

46. 

Es  kann  nun  berechnet  werden 

^r/;  —    laa)  ^    [cc,t]    ^  ••• 

~  M  ^  (U,i)  ^  (ee,l) 


etc.  etc. 


(IIa/  ^  ^    («?,«  ^ 

etc.  etc. 


47' 
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eic.  etc^  

 etc^  

und  hieraus  sind  AusdrOcke  zu  berechnen,  die  denen  des  Alt.  43  volU 
slttodig  analog  sind,  nur  dass  die  GrOsae,  die  dort  mit  {U)  beieichnel 
wurde,  hier  Null  ist,  nemlich 

Ä*  «  —  -M      b'  s  —  fite      s  ^  — 

*        toll  ♦  m  .  ow-  r     -i-  (,„) 


=     +  Mc: 

etc. 

G' 

«  G  -i-Fa' 

etc. 

IT' 

elc.  bis 

R 

Fy 

b  =  —      ,f  ,  etc.  r  =  +  --— , 


etc. 

H'  ^    ff'  ^ 


etc.  bis 


R'  wm    R'    +  G'i 


etc.  bis  /r«' 


wenn  wieder  9  die  Anzaiil  der  vorhauUenen  BeUinguug^leichungca  ini- 
zeichnet. 

47. 

üierauf  ist  zu  berechnen 

—  («D  ^  (66.«) 


etc. 
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w 

etc. 


_M 


(cc.l) 


•  •  • 


6lC. 


(M) 


(Mb«) 


g'T' 


u.  s.  w.  Die  Anzahl  dieser  Gruppen  ist  der  Anzahl  der  ßcdingungs- 
gleirlniHLMni .  und  die  Anzahl  der  Grössen  jeder  Gruppe  der  Anzahl  der 
Unbekaooten  gleich. 


48. 

Will  man  nicht  blos  die  Unl)pkaiiiilen  selbst,  sondern  auch  ihre  Ge- 
wichte kennen  lernen,  so  sind  noch  die  ioigcodcD  iiuii>i(j;r(}bi>cn  zu  be- 
rechnen, 


(ax.1) 

{ax)  +  (a»/)a' 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 


etc. 


bis  alle  BedingungsgleiciittDgeD  erschöpft  sind.  Hierauf  werden 


♦ 
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W  -f" ... 


1«)  ^ 

!nx,  1 ) 

c  + 

'MO 

[li.il 

(««,<) 

G  -1- 

etc. 

ü' 

etc. 


(in)  (»1,1)  (U,*) 
(vir       (?w,*)  i^^,*) 


etc.  etc. 
wodurcli  in  Verbindung  mit  den  Werlhen  des  .^rl.  44  filr  y.  y',  etc.  uod 
n\  etc.  alle  ünbekaonteD  oebsl  deren  ücNvichte  gegeben  sind. 


49. 

Will  man  biogegen  auf  die  Kenniniss  der  Gewichte  der  UnbelcaDD- 
teD  Verzicht  leisten,  st»  Ifisst  sich  die  BerechnuDg  der  Werthe  der  Uih 
bekannten  abkUrseD,  indem  die  im  vor.  Art.  angegebenen  RecbnuDgeo 
wegfallen,  und  die  folgttiden  ktlneren  an  ihre  Stelle  treten.  Man  rechne 
in  diesem  Falle  die  Grossen  %\  99'\  etc.  91",  etc.  etc.  nach  den  folgen^ 
den  Formeln,  die  ich  flir  fbnf  Bedingung^gleichungen  vollstttndig  hin- 
schreiben will. 


SB' 

a' 

2)' 

51" 

91'  -hD'c 

53" 

©'  -h 

r' 

r  +  rB' 

93"  +  a"b" 

und  die  man  leicht  auf  jede  beliebige  Anzahl  von  Gleichungen  ausdeti* 
nen  kann,  wenn  man  erwagt,  dass  hier  f  fUr  die  letzte  aller  vorhande- 
nen it  und  b',  b",  b'",  b'*  Air  die  letzten  alter  vorhandenen  a,  B,  c,  b,  c, 
etc.  stehen.  Da  hierauf 
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«  =  r 

ß  =  53'" 

r.  -  ^' 
«  SD' 

werden,  eo  kann  man  ohne  weitere  HtÜfegrOssen  schon 

»"  =  0"/)«  +  (y*)*^,  H-       +  ... 

etc.  etc. 

beredtoen. 


50. 


(46) 


Wenn  man  der  Kenniniss  der  Unbekannten  nicht  bedarf,  sondern 
bhw  eine  Function  Jl  derselben  nebst  deren  Gewicht  sn  ermitteln  hat, 
so  erleidet  das  Verfehreo  die  fbli^enden  Abänderungen.  Die  Ausdrucke 
der  Artt.  42  and  4S  nebst  den  AnsdrUdcen  des  Art.  44  fUr  die  m  \ 

etc.  müssen  berechnet  werden.  Hierauf  setze  man 

M    =  k 
M    =  a'k  k' 
M"  =  a"k  -h  ^'k'      k  " 

u.  s.  w.  worauf 

-  F  -  /iV  +  t'M'  -I-  t"M*  +  rif"  +  ... 

und 

»  _  ^  j_  ^  ^  JT»    .    jr^   .       >  /im 

^  =  Ii?- ismT**"  1^    laiCir       f   •  ^•'^ 

werden,  und  der  erste  Tlioil  der  Aullüsung  ausgefulirt  ist.  Es  siod  dar- 
auf die  Ausdrücke  der  Artt.  45  n.  46  zu  berechnen,  während  die  der 
Artt.  47  tt.  4S  w^faUen.  Statt  der  letzteren  berechne  man 

m  =  

\*^)   ^   'iaa\   "•■  IbbM  +  ...  f       .  . 

(AM). 

u.  s.  w.  und 


ij'M' 

if'M" 

+ ... 

(<w) 

(66.  <) 

7cc,i) 

x'M' 

•  •  • 

(ec.t) 

+ 

+  ... 

'[66,«j 

(cc.fj 
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{/3/,l) 

etc. 

=  (x3/.i)b" 

=  (^iÄf,4)  +  (»11,1)  c" 

etü. 

=  (/iM.2)  +  (;if,2)c'" 

clc. 

[7« 


u.  s.  w.  worauf  man 


x.V,  ( 


ff 


und 

(öO)   .   .   .   jj^j-      j^,^  laTtr 

erbült,  womit  die  Aufgabe  voUsIttndig  gelöst  isl. 

Hai  man  aber  ausserdem  auch  die  Werthe  der  Unbekannten  x, 
elc.  nach  den  obigen  Ausdrücken  berechnet,  so  ist  es  klar,  dasa  man 
den  wahrscheinlichsten  Werth  von  Jl  schon  durch  dfe  Substitution  dieser 
Werthe  von  jD,  if,  etc.  whalt,  und  in  diesem  Falle  braucht  man  die  vor- 
stehenden Ausdrucke  fUr  Y  und  Z  nicht  zu  berechnen.  Sind  die  Werthe 
und  Gewichte  von  mehreren  Functionen  zn  berechnen ,  so  müssen  die 
in  diesem  Art,  erklarten  Rechnungen  für  jecie  dieser  Functionen  beson- 
ders ausgeführt  werden. 

51. 

In  Bezug  auf  die  Ausdrücke  (45)  für  F,  G,  H,  etc.  ist  eine  Bemer- 
kunj;  zu  machen,  woilmcli  ilin>  Hccient-Hii^'  erklüit,  uud  die  Bevvei.so 
der  beiden  am  Ende  des  Aii.  i.j  an^efülirlen  Sätze  erhalten  werden. 
Sultstiluirt  man  die  Aiisdiitfke  für  >/ ,  olc.  ■/. ,  x\  ofc.  etc.  in  die 
so  ergieht  sich  sogleich  in  Folge  der  Aiis<irücke  für  y,  y  ,  etc.  des  Art. 
44  dasä  auch 

^  =  f     1'J  +  iv  HV 

C  =  //  H-  ry  -4-  r'ij  -h  rtf  -|-  ... 

II  =  h  +  stj  -+-  s'y'  -+-  «"y" 

u.  s.  w.  sind,  und  diese  Ausdrücke  gehen  zu  erkennen,  dass  F,  f.,  U 
etc.  das  Resultat  der  Substitution  der  Grossen  |  -4-y,  i'-^ff,  etc.  in  die 
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tir$;prUnglichcn  BcdinguDgsgleichuugen  sind,  wenn  ^,  |',  etc.  im  Sinne 
des  Ari.  üS  wieder  aufgenommen  werden.  En  wird  mit  anderen  Wor> 
ten  in  den  Bezeichnungen  des  Art.  28 

V'U  +  y.  i'  +  y'.  S'-hy.  etc.)  «  F 

etc.  etc. 

Wenn  man  min  die  Coeflirientcn  iler  veriinderiichen  Glieder  von  n  —  m 
Bedingungsgleiciiungen  mit  zur  ßeieclinung  der  Hulfsgrössen  [ad],  ab), 
etc.  benutzt  hat,  so  sind  die  Werth«  von  y,  y,  etc..  die  man  erhält,  aus 
einer  gleichen  Anzahl  von  linearischeo  Gleichungen  bestimmt  worden, 
die  folglich  alle  durch  diese  Werthe  von  y\  etc.  vollstttndig  erfUlllsind. 
Es  mUfifien  daher  die  Gleichungen 

0  =5  ^       +  qY  + ... 

0  mt  ry      r'y  ■+-  ry  -k-  ... 
etc. 

wenn  hierunter  die  »  —  m  mit  angewatidlen  BfMÜngungsgleirhuiigen  ver- 
stan<ieu  werden,  vollständig  durch  die  erhaltenen  Werllic  von  y,y\  etc. 
erfUllt  sein.  Hiemit  geben  aber  die  obigen  Gleichungen  für  h\  etc.  in 
Bezug  auf  diese  n— m  Gleichungen 

Vf.  z.  b.  w.   In  jedem  Falle  ergebeo  sich  aber  durch  die  Substitution 

der  Suromen  der  anftinglich  angenommenen  Werthe  der  Unbekannten 
und  der  y,  y',  etc.  in  die  Bedingungsglcichungon  sofort  die  Werthe  der 
F,  G,  etc.  und  die  Berechnung  der  Ausdrücke  (4ö)  wird  überllussig 
w.  z.  b.  w. 

52. 

Die  vorhergehende  Auflnsting  unserer  Aufgabe  zoip:!  schon  zur 
Gnttge,  dass  den  Bedingungsgleicliungen  (30)  vollständig  Gntige  geld'» 
stet  worden  ist,  aber  demungeacbtct  scheint  es  nur  nicht  tlberOflssig 
dieses  a  posteriori  durch  Anwendung  der  Function  i2  auf  eine  derselben 
nachzuweisen.  Da  ferner  diese  Bedingungsgleichungen  ohne  Hülfe  von 
Beobachtungen  erlangt  worden  sind,  und  demzufolge  gewiss  sind,  so 
muss  sich  dieses  auch  durch  das  Gewicht  P  derselben  nachweisen  las- 
sen, welches  in  Bezug  anf  diese  Bedingungsgleichungcn  unendlich  gross 
werden  rnuss».  Sei  zu  dem  Hnde 
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«==/",    k  =  q ,    k'  SS  q  ,      «  5 " ,  elc. 

dann  wird 

Jl  ^  qx  +  q£      qx  +  ...  +  f 

und  J2b  0  ist  mit  der  ersten  Bedingungsgleichung  (30)  ideotisch.  Durch 

die  vorstehenden  Annahuien  ergiei)t  äich 

M  =  Tj  ,  M  =  ti',         M"  ss:  tf ,  efc. 

feM)  «  (xlf)  =  ^^x),     (AM)  =  etc. 

(»ar«1)  =  0  .     (AM.2)  s  0  .  etc. 

womit,  oacb  Sobstituttoo  der  Ausdritcke  Ibr  x',  etc. 

=  ^-A 

und  Z  BS  F  folglich 

J2  =  0 

wird .  w.  L.  h.  \\ .  Substiluirt  man  auch  die  obigOD  Ausdrücke  für  M^M\ 
elc.  io  die  für  Ü  und  Z,  so  erhalt  man 

folglicb 

P  =  oo 

vv.  7.  h  \v.  Auf  dieselbe  Art  beweist  oiao  das  ErfUlltseio  der  übrigen 
Gleicbucgea  (30). 

53. 

Fur  die  Summe  der  mit  den  bez.  GcNvichteo  multiplicirtcn  Quadrate 
der  ttbrig  bleibeoden  Fehler  lOsst  sich  mit  Benutzung  des  Vorhergehen- 
den ein  ein&cher  Ausdruck  geben.  Da  den  Gleichungen  (30)  voUsUtaidig 
Gndge  geteialet  worden  ist,  so  ist  die  genannte  Summe,  wenn  sie  mit 
W  bezeichnet  wird, 

W  ^  bx  ^  c»"     ...  ^ 

H-  f'\ax  +  h*aS  ■+■  —  T)* 

+  p  \ax  4-  4V  +  ex  +  . . .  — 
■+■  etc. 

oder  wenn  man  die  Quadrate  entwtekelt, 

W  «  ([<»>  +  [a6>'  -h  [acY  +  ...  -  (al)!^; 
+  \[ah]x  +  [66]jr'  +  [^«'  +  ...  —  (4fll^ 
H-  j[ac]a:  -f-  \hc\x'  +  [cc]x*  +  ...  —  (cfl|«* 
elc 

—  j(«i)a:  +  W  +  (c'K  +     -  Wl 


Digitized  by  Google 


7S]  von  DBi  Mithodi  on  itmTBN  Quadiatb  etc.  643 

wo  die  BczetcbDungen  [aa],  [ab],  etc.  dem  Art.  34  und  [al),  {bl),  etc. 
dem  Art.  42  gemiiss  zu  verstehen  sind.  Blimioirt  maD  hier  [m],  [ii6]t 
etc.  venDitlelst  der  GleichungeD 

[aa)  »  [aa]  n-  [qg] 

[ah]  *       +  M 
etc. 

die  im  Art.  34  erklSrt  worden  sind,  und  setzt 

W  =  \{aa]x  -h  {ab  x'       [ac)x"  -h  . . .  —  (af)\x 

-h  |(«6)x  H-  f^/;)./'  -h  [licjx  -h  ...  — 

-h  \{ac)x  -+-  (tc}«'  4-  (cc)a;*      ...  — 

-I-  etc. 

—  l(al)x     (W)«'  -h  {cl}x  +...  —  («)( 

+  t  ['/'/>  +  W^y    ly''/!^'  -•- .  -  K 
+  |t'/7>  -I-  [7'7>'     UYK  + ...  I« 
etc. 

so  wird 

W  «  W  -  W 

Wenden  wir  uns  nun  zunächst  zur  Reduction  der  FunctlOD  so 

geben  die  Gleichungen  (30;  zuerst 

[q(]]x  H-  [qq']x'  -+-  [ry/Jx  H-  . . .  =s  —  5/*  —       —  SÄ  —  ... 

+  [^/^V      W^l^'  —  9/*  —  r'j  —  t'A  —  ... 

lW>  +  l9'9>'  +  [flVK  +  ...  =  -  «Y-      -  s-A  -  ... 
etc.  etc. 
deren  Snbstüntion 

W  mt  —        ^  gV  -f.  gV  +  ...)/" 

—  (ra;  +  f'of'  -|-  rV  + 

—  («X  -4-  ^*  +  sV  +  ...)A 

—  etc. 

und  in  Folge  der  (30) 


54. 

Zur  Reduction  des  Ausdrucks  (Ur  W  setze  man  zuerst 

K  (oa) ,       B       .    k"  =  (ac) ,  clc.  fo  s  ~  (a/j 

wodurch 
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wird.  Die  Ausdrücke  des  Art.  50  geben  nun 

M  »  (aa) ,   ü '  «  0 «   Jf'  s5  0 .  elc. 
(qlf)  ar  9,   {nM)^r,   (Alf)  ->  t.  elc 
(jjr,4}  »  ga' +  r  ,  (;iJr,2)-i9a'-l-rb'-l-«,elc. 

woraus 

•«  -  -  «  V  -  ^^  +  <^  -  Tu.".,  (««'•+'^»'+')  -  <*=• 
folgt.  Setzt  man  ferner 

k^(9h),   K^(hh),   ft' »  (iü)  *  etc.  <»  SB  —  (6q 
80  gehen  dieselben  Anstirttcke  über  in 

M  =  {ah) ,    M'  =  (66,1) ,    itf"  =  0  ,  etc. 
(tjM)  =  q  ,    (xW)  =  r  ,    (AM)  =  «' ,  etc. 
(dtfj)  =  ga  +r',  =  gV  +  rVH-«'.  etc. 

wodurch,  wenn  man  den  jetzige  Ausdruck  von  Jl  mit  J£  bezachnel, 

-  -  -kt'  -      t?«*--')  -  i£ir(«v+rv+.')  — 

hervoiigebt.  Auf  dieselbe  Art  einlebt  sich 

=  -  („)  9  -  Vi  r     a  -»-»• )  -  -i,A.*r(9  )  -«te- 

a.  s.  w.  Seist  man  endlich 

so  wird 

M  =  —  (o/) .   M'  =  —        ,   If"  =  —  {d,2} .  etc. 
{tiM)^{'-F.   {nM)^g^G,   (Alf)  »  A  -  H,  etc. 
(»tf.l)  =  /h'+j-e'.   (ar»2)     /h'+jI^'+A-Ä*.  etc. 

und  wenn  man  den  jetzigen  Ansdruck  von  Jl  mit  Jl,  bezdchnet«  so 
folgt  hieraus 

j}  =  iih     Ml  ÜÜÜ. 

•'S  =  W  ~  (aa)  ~"  [hb,\]         (ce,t)   -~  ••• 

+  4(F-n+  ,.^;,-«!'-A'-j)  +  T"7.r''"-'"«"-S*'-*)+~ 

Zululge  des  Vorherj^ehendcn  wird  nun 

W  «  J2«  +       +        -I-  ....  +  Jl, 

and  substituirt  man  hierin  die  eben  erhalten«:!  Werthe  von  Jl ,  JT«  etc., 
so  verschwinden  vermöge  der  Bediogungsgleichungen  (30)  die  j/,  elc 
von  selbst«  und  man  erhalt 
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W  —  (tti  —  f'^^*  —  (c/,a)' 

—  V'V  jrt,«,  —  . . . 


F*     .      G"  H' 


Aber  die  Ansdrttcke  des  Art.  43  geben  nach  und  nach 
etc. 

(«,n;  -  [U)  -        -  -  -jij^j  - 

und  at»  denen  de«  Art.  46  bekommt  man  eben  so 
B'    —  ^ 

Ä '  «  fi'  + 


etc. 

P*    .     G'*     .  E"* 


m  ^      ^  tu,«)  ^  •  •  • 

und  folglieh  wird 

W  =  (//,n)  +  i?»»  (51) 

Dieser  Ansdrock  giebt  fUr  sich  allein  die  Summe  der  mit  den  bez.  Ge- 
wichten mnItipUcirten  Feblerqiudrate,  wenn  zur  Berecbnmig  der  (oe), 
(«4),  etc.  keine  der  Gleichungen  (30)  hinzugezogen  worden  sind,  denn 
in  diesem  Falle  muas  W"  k  0  gesetzt  werden,  und  es  wird  fiilgUch 

ir  =  W. 

Wenn  im  Gegentheil  die  Gletchungen  (30)  oder  ehiige  derselben 
zar  Berechnung  von  (oa),  (a6),  etc.  mit  verwandt  worden  sind,  so  wird 
die  genannte  Sarome 

W  «  W  —  W"  (52) 

wo  W"  den  im  vor.  Art.  gefundenen  Aasdruck  hat,  nemlich 

W"  =  p+g^  +  h^-^  ... 

ist,  worin  aber  nur  di^enigen  /,  g,  k,  etc.  aufgenommen  werden  dttribn, 
die  denjenigen  Gleichungen  (30)  angehören ,  deren  ttbr^e  Coefficienten 
mit  zur  Berechnung  von  (oa),  (a4),  etc.  gedient  haben. 
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55. 

Ehe  ich  za  den  Beispielen ,  die  zur  Eiiäuteniiig  der  vorBteheoden 
AufUteong  der  ellgemeiDea  Aa%8be  dienen  sollen,  abergebe,  will  ich 
den  speciellen  Fall  betrachten,  in  welchem  die  Gleicfanngen  (29)  in  die 
folgenden  einfhcheren  Übergehen, 

X  =  l ,    x  —  t ,    x"  =  r ,  etc. 

und  die  Gewichte  dieser  Bestimmuagen  bez. 

p  1  p  t  p" ,  etc. 
sind.  Die  allgemeine  Aufgabe  geht  dadurch  in  diejenige  tiher.  die  Gauss 
in  seinem  nSupplenientum  theoriae  combinatiotiif;  etc.«  behandell  hat. 
Da  jetzt  die  Anzahl  der  Gleichungen  (29)  der  Anzahl  der  UnJtiekannten 
gleich  ist,  so  brauchen  zur  Berechnung  der  HdlftgrOssen  (aa),  {ab),  etc. 
die  CoelBcienlen  der  BedingungsgteichungeB  nicht  hinzogezogen  zo 
werden.  Die  mit  a ,  a"  fT  etc.  etc.  bezeichneten  Httlfegrdasen  wer- 
den alle  §^ich  Null,  und  man  bekommt 

(ao)  SB  p  ,  {bb,\)  =  p  ,  (cc,2)  =  p"  ,  etc. 
(öl)  =  pl  ,    (bli)  =  p'l'  .    (c/,2)  =  pT  .  etc. 

Alle  uiirigen  auf  ähniiche  Weise  bezeichneten  CoefUcieoten  werden  Null, 
und  hiemit  ergiebt  sich 

y  »       y  «  r  ,   y"mi  l'\   etc.   {U.u)  -  0 

womit  der  erste  Theü  der  Anflflsung  nskaa  gegeben  ist.  Fitr  den  zwei- 
ten Theil  derselben  ergiebt  sich  nun  aus  dem  Vorhergehenden 

«  =  r  ,   »'  =  r' ,    *"  as  r"  ,  etc. 

A  s  9  ,    A'  Ä  *' ,    A"  =  s" ,  etc. 

etc. 

F  =  f+l<f^^  l'q  ^  t'q"  -h  .  .  . 
G  =  cf  ^-Iv  +  tr  4-  rV"  -I-  .  .  . 

//  =  /*  +   +  /V  -4-  r«"  4- . . . 

etc. 


etc. 
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(äA)   ä   ^     •+■  y^  +  .  .  . 

etc. 

n.  8.  w.  und  bieraas  sind  auf  jeden  Fall  die  im  Art.  46  eridflrten  Hfltfe- 

grössen  (xk.I),  (AA,2),  etc.  G\  0\  etc.  za  bereebneii,  aus  welchen  man, 
wenn  man  von  der  Berechnung  der  Gewichte  von  x,  x\  etc.  absehen 
will,  sogleich  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  49  die  a^,  y^,  etc.  be- 
rechnen kann.  Da  nun  zufolge  des  Art.  47  hier 

(<«?)  =  -J   .         =  -y-  ,    etc.  elc. 
werdeo,  so  ergeben  sich  sogleich 

p 

n.  s.  w.  woraof  wieder 

«  s  y— a ,  «  «B  jr  — »  ,  «  aK  ff  ^  2  ,  etc. 
werden.  Da  die  anftngüch  su  subsUtuirendea  Werthe  der  Unbekanoten 
nur  der  Bedingung  unterliegen,  dass  sie  bewirken  sollen,  dass    f,  Jt\ 
etc.  nOgUcbst  kleine  Grossen  werden,  so  kann  man  jedenralls  hier  diese 
Werthe  so  annehmen,  dass  daraus 

i      r  s  r  »  etc.  »  0 
werden.  Hiemit  werden  auch 

y  «B  y'  »  y"  s  etc.  =  0 

und 

F=f.    G  =  g  .    II  =  h  .  etc. 

wodurch  sich  die  Auflösung  vereinfacht  Die  vorstehenden  Formeln 
sind  mit  den  Gaussischen  identisch. 

Auch  die  Ausdrucke  Air  die  Bestimmung  der  Gewichte  der  UnbO' 
kannten,  die  ich  der  Ktlne  wegen  weglasse,  da  sie  leicht  aus  dem  Vor- 
bergehenden  zu  erhallen  sind,  stimmen  mit  den  Gausstscfaen  tiberein. 

56. 

Ich  werde  nun  die  im  Vorhergebenden  erhaltene  Aofklsung  der 

allgemeinen  Au^abe  durch  ein  fingirtes,  einfaches  Beispiel  erlAutem, 
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mit  welchem  man  eine  Anzahl  von  VerilDderiingen  vornehmen  kana. 
Seien  die  Gleichungen,  die  den  (20)  entsprechen,  die  Tolgeoden, 
X     X      x"  -k-  x"  ■+-  x!'      X  =  1 
— 3x'  =  1 

also  o  ==  1,6=  1 ,  ote,  a'  =  i,  6  =  —  3,  elc.  etc.  Seien  ferner  die 
Gleichungen  (30)  die  roL^ondeD 

X  •¥  X      x"  -1-1=0 
«  —  «"  +  %x"  -.3  =  0 

X  — x  —  1=0 
also  (/  =  1 ,  7'  as  1 ,  elc.  r  =0,  r'  =  —  1 ,  elc.  elc.  Ich  habe  hier  die  Anzahl 
aller  Gleichungen  absichtlich  der  Anzahl  der  Unbekannten  gleich  ange- 
nommen, umdieRelationen,  die  daraus  hervorgehen,  nm  Beispiel  zu  zeigen. 

Man  muss  nun  hier  bei  der  Berechnung  der  üulfögrOssen  (na},  (o^), 
elc.  alle  drei  Bedingnngsgleichungen  auf  die  oben  erkl&rte  Art  mit  be- 
rücksichtigen, denn  es  ist  hier  n  b  6,  m  b  3«  folglich  »— m  s  3. 
Selxi  man  der  Einfachheit  wegen  das  Gewicht  einer  jeden  der  drri  ersten 
Gleichungen  as  4 ,  so  bekommt  man  durch  die  Ausdrücke  des  Art,  42 


(ao)  =  6, 

((ic)=2,  [ad) 

=  \,{ae]: 

1,(0«)«  3 

(66)=  12, 

(6c;=1,  (6(/): 

=    3.  (6c): 

=  1,  (6/1= 

1.  (6/)=-2 

(cc:=i,  [cd] ' 

=—2,  [ce]: 

=2.  (c/l  = 

0,  (c/)=  3 

{dd). 

=    0.  (rfe): 

=  0.  {d/^  = 

2.  ((i^;=-l 

(ee^= 

=3.  (ef)  =- 

1.(cf)=  3 

3.  (/7)=-l 

(^0«  6 

und  hiemit  durch  All.  43 

(66.1) 

(6c.  1) 

{bd\} 

(6c.  1) 

(6/.I) 

9.3333. 

2.3333. 

3^6607, 

1.1607, 

i.iriC7. 

0 

(tT,2) 

(cd,  2) 

2.7500. 

—3.2500. 

\.i:m. 

—0.7500, 

2 

((W.3) 

i/itf.a) 

m) 

(<«,3) 

0.55195, 

0.65585. 

0.29221, 

0.86364 

(fe,4) 

[eU] 

1.18822, 

^1.47060, 

0.56470 

m 

0.35638, 

,  —0.71287 

m 

—0.0002 
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Es  nuiss  hier  strenge  i//.Gi  =  0  werden,  die  nicht  volLsllindige  Erfül- 
lung dieser  Gleichuni^  <hircli  tfie  vorsleht'nde  Rechnuni<  rührt  blos  von 
den  Fehlem  der  lei/.it  i»  nnj^owandien  Docimale  her.  Diese  Gleichung 
wurde  vollständig  erfüllt  werden,  wenn  man  sich  erlauben  wollte 
(/)rr)^  =  0.35641  statt  ~  Ü.3Ö638  zu  setzen.  Da  diese  Rechnung  zu- 
gleich gegeben  hal 

u  ß  Y  9  B  X 

9.8i391,   9.o2288n,   9.22 185n,    9.22185«,    9.22185«,  9.09897« 

a*  J*  A"  J»  • 

ß  r  o  e  ji 

9.39793»,   9.59423»,    9.25181«.    9.25181»,  —ob 

r  e  X 

0.07255,     9.G57;i8«,    9.43573»,  9.86170» 

d"  x" 
0.07491»,    9.72380»,  0.19443» 


0.09^60,  9.6769411 
X 

0.30408 

wo  die  Logarithmen  stall  der  Zahlen  angesetzt  worden  sind,  so  giebi 
der  Art.  44  zuerst 


a  H  a  u 

9.69897».    0.00838».    0.06491,  0.18890 
f             f  f 

9.83778».    9.87684.  0.08107 

W  ¥ 

r  r 

0.26930»,  0.42388» 
0.30110» 


und  hierauf 


sr 

—4.0001 

n 

10.0045 

—3.0000 

» 

4.5373 

+7.0000 

• 

25.5651 

f 

-h5.0000 

m 

1 4.2278 

—2.0000 

5.U06 

—2.0000 

r 
ff 

2.8058 

8.  Gm 

,  i.  WtolMBt.  XIII. 

48 
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womit  «ipi  erste  Tlieil  iler  Auflösung  ausgeführt  ist.  Zum  zweiien  Theile 
UbergeijcaU,  geben  die  Ausdrücke  des  Art.  45 


1^     SB  1 

V  »  H-1.6667 

ly-  =  —0.52597 
ij"  SB  +0.04748 
»  —0.05931 


»  s  0 
«:  1 
/  :»  ^1.2500 
»"  ^  +0.129S9 
»  s  +0.23525 


1 

0 

A' 

0 

0 

0 

1 

A^ 

-1-0.23780 

7f  »  —0.29703 
F»fs1.    6=s9s— 3,    ffsAs- 1 

wolche  letzte  drei  Gleichuogeu  hier  slatUindeo  mUsseo.  Oer  Art.  46 
giebt  hierauf 

(ijij)  »     1.00001.    (im)mm     1.00003,    (AA)  s  1.00041 
(^x)      —0.00009,    («A)  s  —0.00017 
(lyA)  »  -kO.OOOU 

Diese  Werllur  \<>n  -jj)^,,  xx},  sind  so  wenig  von  der  1  verschieden, 
dass  man  annehmen  d;uf.  dass  der  wahre  Werth  derselben  =  1  ist. 
und  ans  dtMiisellten  Grunde  kann  man  annehmen.  (las.<  /^x;.  [t^X).  ''x). 
gleich  Null  sind.  Hiemit  werden  a'.  a",  etc.  b".  clc.  aueh  gleich  Ntill,  und 

(«(,1)  —  1  ,  (AA.2)  1  ,  C  »  — 3  .  /f  =«  1 
(ia.4)  s  0  IT  »  11 

Die  Ausdrucke  des  Art.  47  geben  ferner 

(mj)  SS  +1.0005  .  (nx)  s  —1.0004  .  (uA)  ss  +3.00146 

(^}  =  +0.56703.         =  —0.66694.  (/^A)  =  +1.33429 

iyti)  »  —0.66757.  (rx)  s  +1.6672  ,  (^A)  s  —3.33560 

(d^)  »  —0.66734,  (<fe)  s  +1.6671  .  («A)  »  —2.33480 

(e^)  s  —0.16628,         «  —0.83358.  («A)  »  +1.66762 

(^)  s  —0.16642,         SB  —0.83342,  (jA)  «  +0.66722 

und  die  des  Art.  48 


(«11,1)  ffi  —1.0004 
(|ftf.4)  a.  —0.6669 
(;v,4)  »  +1.6672 
((Vx.i)  V  +1.6671 
(tn.i)  s  ^0.8336 
(;x  I)  s  —0.8334  , 


(«A.2)  8  +2.0015 
{ßl%)  ^  +1.3343 
(]^A.2}  »  —3.3356 
(i)A.2)  =  —2.3348 
(«A,2)  s  +1.6672 
B  +0.6672 
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uod  wenn  man  die  letzte  Decioiale  ausgleicht 


2.0000 

6.0000 

z' 

4.3333 

2.6667 

—2.3333 

m 

U.33d3 

m 
% 

«r 
/» 

8.66G7 

+0. 00(17 

(»' 

3.5000 

1 

Z 

-I-1.6Ö67 

t 

1.iC67 

Es  wird  daher  schliesslich 


X 

—6 

mit  dem  Gewicht 

0.250 

x' 

—4.3333 

» 

0.529 

m 
X 

-h9.3d33 

» 

» 

» 

0.089 

m 

X 

+8.3333 

» 

» 

» 

O.fSO 

— 2.C667 

0.610 

1 

X 

— a.üüGT 

» 

0.610 

Löst  man  die  gegebenen  sechs  rileichungen  auf  gewöhnliche  Art  auf, 
weiches  w^en  der  einiacheD  Coeflicienten  in  diesem  Falle  leicht  zu  tx^- 
wirken  ist.  so  bekommt  man  dieseibeo  Werihe  der  Uobekannteo  wieder. 
Die  Gewichte  habe  ich  mit  tierechnet ,  weil  sie  in  der  That  im  g^n- 
wartigen  Falle  dieseU)e  Bedeutung  haben,  wie  in  dem  Falle,  wo  die 
Anzahl  der  Gleichungen  grosser  ist  wie  die  der  Unbekannlen.  Giebt 
man  den  ursprünglichen  Gleichungen  andere  Gewichte,  wie  die,  welche 
oben  angenommen  wurden,  so  wird  man  im  gegenwärtigen  Falle  zwar 
immer  dieselben  Werlho  der  Unbekannten  wieder  erhalten,  aber  die 
(iewichte  werden  andere  Werihe  bckonuiicn.  Wenn  in.iti  im  Goironllieil 
in  den  Füllen  .  wo  die  Anzahl  der  rileichungen  grösser  ist  wie  die  der 
Unbekannten.  Hie  Gewichte  der  (ileichnnizen  iindert .  so  werden  sich 
nicht  nur  die  Gewichte  der  ÜDbekanDten,  sondern  auch  die  Werthe  der* 
selben  andern. 

Da  im  gegenwartigen  Falle  die  Sinuine  der  Feh Icrquad rate  =  0 
werden  muss,  so  muss  sich  dieses  auch  durch  die  Werthe  von  W  und 
W  des  Art.  54  aussprechen.  Man  findet  in  der  Thal  durch  die  dortigen 
Ausdrucke 

folglicb  W  »  0. 


48» 
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«7. 

Bs  soll  nun  das  vorhergehende  Beispiel  in  soweit  abgeändert  wer- 
den, dass  wir  die  letzte  ünbeicannte  uns  wegdenken,  und  daher  die  fol- 
genden Gleichungen  aufzulösen  haben, 

x-hx-i-x  +x  +x  =  1 

ix  —  'ijf  =  1 

X  — X  -i-x  =  i 


x'—x'  +  ^U"       —3  =  0 
a;'*  — I  B  0 

Hier  ist  also  die  Zahl  der  Gleichungen  um  Eins  grosser  wie  die  der  Un- 
bekannten, und  dieses  Beispiel  hat  das  EigenthOmlichet  dass  man  aus 
den  GleichiiDgen  sogleich  erkennt,  dass  der  Werth  ms  ^  mH  unend- 
lich grossem  Gewicht  daraus  hervorgelicii  uiuss.  Man  könnte  x"  so- 
gleich eliiiiiiuren .  allein  um  zu  zoii^en,  diiss  die  allgeiueine  Allflo^unlJ; 
die  ffonannlen  Werlhe  iur  a;  utui  dessen  (iewichl  giebt.  werde  irli  diese 
l^linuuatiou  nicht  ausführen.  Setzen  wir  nun  wieder  das  Gewicht  einer 
j(Hien  der  drei  er&ten  Gleich uni^en  =  1 ,  sn  ist  die  Auflösung  durch  Hülfe 
der  im  vorhergehenden  Bois[)iel  erhaltenen  Werllie  der  nulfse;rö5?Ren  leicht 
auszuführen.  Die  [aa),  {ab),  etc.  bhj),  etc.  behalten  dieselben  Wertho. 
nur  müssen  von  denselben  alle ,  die  in  ihrer  Bezeichnung  den  Buch- 
staben f  enthalien,  wei^i^^elassen  werden.  Die  Grüsse  (//.ü)  föUi  auch 
weg,  und  an  deren  Steile  tritt 

(/I.5)  1.4257 

ein.  Von  den  mit  u,  ß,  etc.  bezeichneten  HolfisgrOssen  feilen  sowohl  die 

f.  wie  die  welche  den  Index  ftlnf  haben ,  mit  Ausnahme  von  %  weg, 
endlich  föllt  auch  %  weg.  Man  crhiilt  daher  sogleich 

y    =,  —0.9107  n  =  3.3078 

y'  ^  —0.9009  n  ~  1.4656 

y"  BT  H- 1.6930  «•  s=  5.8036 

/  a  -i- 1.0000  n  =  3.0008 

B  -1-0.4758  n  =*  0.8447 

Pur  den  zweiten  Theil  der  Auflösung  hieben  nun  die  ^,  «,  X  dieselben 
mit  der  Ausnahme ,  dass  wieder  rl\  ^  wegfiillen ,  und  es  werdea 
daher  hier 
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=  — 0.:»?i76*) 
{U.)  =  Ü.84I74 


F==:  -f-0.88113  ,    G  =  — 3,:ii)ii)4  ,  H 
(r,rj)  =  4-0.99014,    (xx)  =  0.75248. 
(,^x)  =  —0  04952,    (xA)  =  +0.19802  . 
(rj)}  =  H-0.03971  , 
woraus  durch  Hie  Ausdrücke  des  Art.  4G  die  folgenden  hervor  gehen, 
{xx,1}  =      0.75000  .  =      0.78681  ,    Ä"'  =  17.778 

=  -i-0,i>0()(M         H'  sm  -1-0.38060, 
G'  =  _3.54y'J7  , 
a'  B  (8.69908)  ,    b'  =  —(8.60320),       s  (9.94934) 

h"  =  —(9.42599) ,   f  =  —(0.67517) 

(9.6914 1) 

wo  die  Logariihmen  stall  der  Zahlen  angesetzt  sind.  Man  bekommt  ferner 
(a^)  »  -1-1.25763  ,   (ok)  =  -fO.SS?«!  ,    (cd)  =  -1-0.97068 

ißt)  8x  -1-0,20790  ,  {/fk)  =  -1-0.63390 
(yn)  =  —0.54455,    {yX)  —  —1.56490 


(ßti)  =  -1-0.84172 


—1.10921 
—1.00022 
-h0.03971 
(«»e,1)  =  - 


(dx) 

(.x)  = 
•0.35001 
■0.25000 


=  0 


(yx.l)  =  — Ü.G00Ü2 
(rfx,  Ij  =  — 0.1)500  2 
(«x,1)  »  +0.20001 


,    (i»)  =  —1.00015 
-1-0.19802  ,    (cA)  »  -1-0.84174 
s  H-0.82690 

(^a2j  ==  +0.53347 
=  ~i.;jüOi1 
{d)..2:  =  —0.94669 
(a,2j  =  +0.78681 


und  bionutt 


t 

r 

z 

%   


woraus 


z 

% 

X  = 

I 

X  = 

n 

X  SB 


=  —0.1313 
=  —0.1721 

=  —1.1185 
=  -0.5248 


fi  = 

//  = 
/*  = 


2.6296 
1.1 005 
4.0748 
2.1527 
0.8417 


—0.7794  mit  dem  Gewicht  »  1.475 
—0.7288  »  »  »  B  3.278 
+0.5085  »  »  •  s  0.578 
+  2.1185   »     »  =  1.179 

+  1.0000    »      »        ,       =z  CO 


")  Da  hiern— in  =  ^,  aber  demiiiigeMilitet  alle  drei  Bodingungsgteichungen 

mit  zur  Borcchming  von  ««),  [ah],  ctr.  gezogen  worden  sin«l,  so  können  nicht  mehr 
Pssf,  e(c.  werden  Auf  die  Werlbe  der  Dnbekannteo  und  ihrer  Gewicble  ist  dieses 
ganz  ohue  EinHuss. 
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hervorsrehen.  Es  ist  also,  wie  voraus  j:rst'h(Mi  wusdo,  x"  =  I  iiiil  ud- 
emilicii  grosiieni  Gewicht  aus  der  IlechminL;  lict  soruogangen. 

Die  Ausdrücke  des  Art.  54  geben  jetzt  für  die  Summe  der  Febler- 
quadrate 

womit 

Yf  =  M04 

wird. 

Man  kaon  dieses  Beispiel  auch  durch  das  Verfahren  des  Art.  29 
behandolu.  und  niu.ss  dieselben  Resultate  erhallen.  Die  gegcbcneD  Glei- 
chungen fuiue  ich  zu  diesem  Zwecke  wieder  au 

fx-^Zx*  SB  4 


X  -+•  X  4-  j-  -1-1=0 

x'  — j;"-hila;'"         —3  =  0 
X  — i  =  0 

Zar  Eliminatioii  eignen  sich  hier  af,  x**,  und  diese  sind  es  daher,  die 
man  unter  den  a.  «.  0.  mit  x^,  x^,  ar^  bezeichneten  Unbekannten  ver- 
stehen muss.  Die  vorstehenden  Bedmgungsgleichungen  geben  nun 

X  =  — 4 

x"  =  1 
und  die  drei  erälen  Gleichungen  werden  nach  der  Elimination  dieser 

W  —  4 

Zufolge  der  Bezeichnungen  des  Art.  iO  ist  also  jetzt 

a  s  0  ,  &  =  1  ,  n  =  1 
ü'  —7  ,  b'  =  10  ,  n'  =«  48 
O"  «     4  ,    b"  =  -4  ,    «"  =  4 

und  bleniit  werden,  da  fortwttbrend  p  =  ;/  =  p"  s  4  sind, 
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(aa)  =  50  ,    (ah)  =  —71  ,    (an)  =  —  1jJ5 
(bb)  =    4  02  ,    (bn)  =  180 

weshalb  die  aufzulösenden  Gleichungen 

50«"  —71a?'"  =  —125 
— 71i;"-|-102/"  »  180 

siod.  Losi  'man  diese  unbestimmt  auf,  indem  man  die  rocblen  Seiten 
derselben  bez.  mit  a  und  ß  bezeicbnet,  so  bekommt  man 

X    «     s»"   «  ■•-    59  P 

und  es  wird  also  in  der  Bezeichnung  des  Art.  30 

(/./).=  SS..  (III)  = 

(II.//)  =.  ^ 

Die  voratefaeDden  Gleichungen  geben  nun 

s  ■     mit  dem  Gewicht 

*     «  -59"    ■       •  *  =  30 

und  substiluirt  man  diese  Werthe  von  x"  und  x"  in  die  obigen  Giei- 
cbungen  fttr    x\  x'\  so  ergiebt  sich 

-   —  *«_   «_  -5-'   SB  1 

Fttr  die  Gewichte  dieser  drei  Bestimmungen  erhall  man  durch  Verglei- 
chung  der  Gleichungen  (26)  mit  den  obigen  für  x,  x\  x^  zuerst 

^'  =  H-1  ,       =  -2 
0,  0 

es  wird  also  zufolge  des  Art.  30 

l(/./)-8(/J/)+4(/J,//) 

und  nach  der  Substitution 
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Verwandelt  man  die  hier  iu  rationaleo  Brttchen  gefaodeiien  Resultate 
in  Decimaibrflclie .  so  wird  man  mit  den  Resnltaten  des  vor.  An.  volk 
stindlge  U^rdnsliminiing  finden. 

Sobsiituirt  man  die  hier  erhaltenen  Wertbe  der  Unbekannten  in 

die  drei  erstea  der  g^ebcnen  Gleichungen,  so  sind  die  Übrig  bleil)endeo 
Fehler 

»»    '  «9    '  S» 

und  folglich  die  Summe  ihrer  Ausdrucke,  oder 

vv  =       =  8.3joa 

auch  mit  dem  vor.  Art.  Ubereinstimmmd. 


59. 

Das  H('is[)i('l  soll  noch  so  geändert  \verden.  dass  ausser,?'  auch 

x"  und  a'  weggelassen  werden.  Die  gegebenen  Gleichungen  sind 
also  jetzt 

X-h   X  -^X  =  1 

2x  — 3a;'  =  1 


Dn  hier  m  =  n  ist,  so  können  die  Hülfsgrössen  (aa),  [ab),  etc.  ohne  Zu- 
ziehung; der  CoefGcicnlen  der  Bedingungsgleichungen  l)(3rcchnel  werden, 
aber  die  Zuziehung  dieser  let/teren  kann  das  Hesullat  nicht  im  Gering- 
sion Unclern ,  und  um  dx'ses  zu  zeigen  soll  hier  die  Auflösung  auf  beide 
Arten  durchgefillirt  wriJmL    Ziehen  wir  nun  zuerst  die  Coeffieienten 
der  Be(lint,'ungs.qleichuni^(ui  liinzu ,  so  bleit)en  die  ersten  Hldfsgrössen 
dieselben  wie  vorher,  und  können  aus  dem  Vorhergehenden  entnunimeo 
werden;  sie  sollen  zu  mehrerer  Deutlichkeil  hier  wiederholt  werden, 
(na)  8s  6  ,    {ab)  =  —4  ,    (ac)  =  2  ,    (a/)  =  3 
(66)  =    12  .     6ci  =  1  ,    [hl)  =  ^2 
{cc)  »  4,   {«0  -  3 

(66,1)  »  9.3333  «   (6c,1)  s  2.3333  .    (6M)  s  0 

(ci;,2)  s  2.7600  .    (cl.2)  —  8 

(l/,3}  3.0464 
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a'  s  (9.82394) .   ^  B  .(9.52288) « 

/J"  »  —(9.39793) , 


a  8 

woraus 


^(9.69897) 


=  —(9.69897) 
—(9  68170) 


1}  =  +0.1364 
=  —0.1818 
9"  =  -|-0.7ji73 
folgen.  Ferner  werden 


TT  =  0  3052 
0.3637 


woraus 


and 


4 

X  =s      0  , 

1.6667  . 

X   =  1 

y 

0.2500  , 

x"=  —1.2500 

F 

-1-1.6818  , 

G  =  —3.9091 

(W) 

0.48701  « 

(H»)  9m  0.06493 

(iw)  =  0.67533 

(«,1) 

0.66667  , 

it'  s  H-  5.808 

A"»  31.435 

a' 

—(9.12491)  , 

l'  s  (0.53824) 

I"  s  —  (0.79239) 

0.29870 


(ai;)  B  0.24025 . 
(/A})  =  0.15584.   iß»)  =  0.22077 
(;^)  »  0.09091  ,    (;«)  s  -0.45455 

(«x,1)  =  0.26(567 
ißnA)  =  0.20000 
(yj»,1}  =  —0.46667 


z  =  —0.8237 


—0.7018 
3.2073 


fi  =  0.2252 
Ii'  =  0.1099 
/i"  s  0.3437 


«  8B     0.9601  mit  dem  Gewicht 
m'  B     0,5200  •     »  » 
=  —2.4800  >     t  » 


hervor  gehen.  Es  wird  ausserdem 

W  =  34.480  . 


I  12.50 
s  50.00 
=  50.00 

10 


Digitized  by  Google 


660  P.  A.  Harsbh,  [M 

woraus  man 

VV   =  24.480 

bekümml. 

60. 

Nohmen  wir  aon  wieder  dieselben  GleicbuogeD  vor,  nemiich 

aT  »2 


«  -I-     -I-  a*"  -4- 1  =  0 
—       3  =  0 

und  lassen  bei  der  Berecbnung  der  HüIfsgrOssen  [aa),  {ab),  etc.  die 
CoelBcieDten  der  BediDgungsgleichungen  weg.  Hiemit  werdea 
(aa)  s  5 ,    {ab)  »  -5  ,    H  »  ^  .   M  »  3 
{bb)  =    10  »    (6r)  =  <  »    (6/)  =  — 2 
(cc)  s  2  .    (c/)  a  3 
[II)  =  6 
(66.1)  =  5  ,    (br.i)  =  2  .    (6/.1)  =  1 
(fc,2j  =s  1  ,    (c/.2)  =  2 
(«,3)  »  0 

4  ,*  S  t 


ferner 


asi,    /f»  g-,  as  — .-^ ,  /y 

■  r  • 

=  4  ,  «  =  0 

«  2  ,  i«'  =  4 

,y  =  0,  k"  =  \- 

(xx,1)«2.  = 


i 


M 
5 

m 

"«8 

M  4« 
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Ferner 


also 


t4  17 

M  .  17 

IT  »  ^  TT 

14t  •  _  4» 


14 

if 

18 


6« 


mit  dem  Gewicbl  k  ^^ 


5a 

50 


64i 


mit  den  im  vur.  Art.  erhaltenen  Resultaten  völlig  übereinstimmend. 

61. 

lü  dem  eben  behaudcUm  Beispiel  findet  noch  ein  Umstand  8tatl, 
welcher  Bcjiclitung  verdient.  Die  erste  durch  Beobachtungen  gesehene 
(ileirliufiL'  ist,  abgesehen  vom  v/illii^  Imkannten  (jlicdc,  mit  der  crsic-n 
Bcdiuguugsi^ieichung  identisch ,  so  dass  in  der  Ihat  von  den  (ünl  ge- 
gebenen Gleichungen  nur  vier  von  einander  wesentlich  verschieden  sind. 
Es  ist  von  Interesse,  zu  erfahren  welchen  Einfluss  dieser  (Jmstaiid  auf 
das  Eesiiltai  hat,  und  diesen  zeigt  die  Melfaode  des  An.  29  tm  Eiafuck- 
sten.  weshalb  ich  dasselbe  Beispiel  noch  nach  dieser  Methode  behwdefai 
werde.  Die  Gleiehnngeo  sind  wieder 

ir  —  '.ix  =  \ 


ie  beiden  leCzlen  Gleichungen  geben 

X  =  —tr— 4 

»     SB  X  -1-3 


0 
0 
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Eiiininirt  luan  liieuiil  x  und     aus  den  ilrei  eiäten,  60  hekutunjl  luaii 

0  =  2 

—  Ix"  =  18 

folglich  nachdem  man  mit  den  Goefficienten  von  «"  multiplicirt,  und  ad- 
dirl  hat, 

und  durch  die  Substilutroo  dieses  Werthes  in  die  Gleichungen  Air«  und  x 

  14  ,    4t 

«  —  -j^ ,    *  — 

mit  den  vorher  erhaltenen  Wertben  identisch ,  und  dasselbe  findet  man 
auch  in  Bezug  auf  die  Gewichte.  Man  erkennt  aus  dieser  Auflösung. 
dasB  die  Methode  von  selbst  die  Gleichung,  die  in  den  übrigen  enthal- 
ten ist .  ausschliesst  und  unberttcksichiigt  iasst,  und  so  wird  es  in  allen 
Shnlichen  Fallen  stattfinden.  Nehmen  wir  um  einen  zusammengesetzie- 
ren  Fall  berbd  zu  Qlhren 

X  +  Zx       X*  SS  5 

slalt  der  vorherigen  ersten  Gleichung  an,  so  findet  sich  durch  die  Eli- 
iiiinauou 

0  B  0 

—  Ix"  =  48 

/  =  2 

woraus  wioder  für  die  rnhokannfon  iiml  deren  Gewichte  dieselben  Ger- 
the hervorgehen  wie  vorher.  Die  obige  GUüchung,  deren  Wirkung  durch 
die  Methode  annullirt  worden  ist,  ist  wieder  in  den  beiden  Bedingung«- 
gleichungen  enthalten ,  und  entsteht,  wenn  man  das  Doppelte  der  zwei- 
ten ZOT  ersten  addirt. 


GS. 

Dass  auch  die  zweite  Methode  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  Is&»t 
sich  leicht  dadiirth  zuigen,  dass  m  ui  mit  Weglassiin«  der  ersten  ge- 
gebenen Gleichung  aui  die  übrigen  anwendet.  Seien  daher  jetzt 

x"  =  2 

X  +  x      x'  +  i  M  0 

4/  _  j.'      3  0 
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durch  diese  Methode  /u  behandeln.  Hier  wird,  wenn  nuin  die  erste  Be- 
dingimg^leichuDg  zur  Bildung  der  ersten  Httifiigrössen  zuzieht»  da  jetzt 
n— hibI  ist, 

(aa)  s  5  .    (a()  »  —  S  ,    (ac)  ^  i  ,    (o/)  »  t 
(H)»    10.  (61)  2 

(cc)  s  2  ,   (cQ  s  2 

wo  blos  die  Grössen  die  /  enthalten  von  denen  des  Art.  60  verschieden 
sind.  Ferner 

(66,1)  =  5.    (6i-.l)  =  2.  (6/.1)=-4 

(cc.2j  =s  1  .    (c/.2;  =  2 
(//.3j  =  0 

wo  alle  GrCssea  mit  denen  des  Art.  60  übereinslimnien.  Hieraus  folgt 

J^--«  = 

wo  wieder  die  ti  iiiil  licui  Art.  60  ubereiustiminen.  Ferner 

9'  «  2  n'  =  1 

^  =0         »  «  — — 

H  =        »  c  »  —  6 

(j«.l)  =  2  ,      C  =  - 


32 

5 

5S7 


ferner 


a=  j-,  1=  5p 


S 


(y^)  =  0  .    (y»)  =  -      ,    (;«,1)  =  -  -L 

wie  im  Art.  (»O,  mit  Ausnahme  von  F,  G,  uiui  lien  davon  abhängigen 
(irüüäen.  Uicmit  werden 
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*         -    iS  =  »S 

141  »  4» 

worauE  wieder  dieselben  WerUie  der  Unbekannten  und  der  Gewicble 
derselben  hervorgehen  wie  vorher.  Die  Summe  der  Felilerquadrate  wird 
jetzt  etwas  anders,  weil  die  weggelassene  erste  Gleiciiuui;  nicht  mehr 
mitzahll.  .Man  bekoiuiut 


S87 

rr  « 

woraus 


folgt. 


63. 

Ihn  das  Beispiel  niO^liehst  zu  erM'li()|i(en  will  ich  schliesslich  die- 
üclhen  ljungen  w  .'*'d(>r  mit  tler' Vcriindcrtintr  vorneltincn  .  dass  die 
zweite  HiMhiii?imgsij|pi(  hun4<  mit  zur  Berechnung  der  [oaj,  {ab),  etc.  ge- 
zogen werden  soll,  ilieoiit  wird 

(«I)  «  4  .   (a6)  =  -  6  ,    (flc)  —      0  ,    («fl  —  2 
(66)»    10.    {bc)^  —  i.   (6^»  — 3 
(er)«      2.    (ci)«  2 

(66J)  =  I  ,   (bcj)  =  —  1  .    (W.l)  =  0 
{cc,2}  =      1  ,    {d,i)  =  2 

(tt,3)  =  0 


woraus 


folgen.  Ferner 


tf  — 

T 

ff  —  — 

y'  = 

2 

n'  =  2 

• 

=  1 

1 

«  s  0 

n  — 

5 
« 

»'  »  1 

7 
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(mi)  »  1  ,    G  »  —  3 

.       =  x  '      =  —  -fr 


45 


(^,}  =  6  .      W  =  4  ,     Oft«.'!)  =  -f 

4i7  4«7 

•    Hl  ,    49 

-    —     15  —  -JJ- 

worans  wieder  dieselben  Werihe  der  Uobekaimteii  unci  der  Gewichle 
henrorjgehen  wie  vorher.  Fttr  die  Summe  der  Fehlerqnaclrale  wird  jeCst 

W  =       ,    W  =  9 

also 

wie  im  vor.  Art. 

Ich  habe  ehe  ich  weiter  gebe  hier  noch  eine  Bemerkung  einzu- 
schalten. Wenn  man  die  zwei  Verfahrongsarten,  die  flir  die  Aufloaung 
der  allgemoinen  Aufgabe  io  dieser  Abhandlung  entwickelt  worden  sind, 
in  ihrer  Anwendung  auf  das  eben  behandelte  Beispiel  betrachtet,  so 
scheint  pj?  ,  class  die  Auflösung  des  Art.  29  auf  i;erinü;cie  Arlieit  flllirl. 
wie  die  spater  entwickelte.  Io  der  Thal  hat  im  vorslchendcn  Beispit'l 
jene  Auflösung  auf  eine  kürzere  Rechnung  gefiihrl  wie  diese.  Aber  die- 
ses findet  nur  in  so  einfachen  Italien,  ^^^e  der^  den  dieses  Beispiel  dar- 
bietet, statt.  In  der  Anwendung  auf  Fülle,  in  welchen  die  Zahl  der  Un- 
bekannten und  der  Bedingungsgleichungen  grösser  ist«  and  die  Coefti- 
cionlen  keine  so  einfache  Zahlen  sind  wie  hier,  sondern  aus  Decimal- 
brachen  ohne  Ende  bestehen ,  ist  die  Sache  eine  andere.  In  solchen 
Fallen  iftt  die  zweite  Auflösung  im  Allgemeinen  diejenige,  welche  ge- 
ringere Arbeil  verursacht,  und  nur  in  besonderen  Fallen,  namentlich  in 
solchen,  wo  die  Elimination  der  mit  etc.  bezeichneten  Grössen 
leicht  bewerkslelligt  werden  kann,  die  erste  Auflösung  vorzuziehen. 
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to  lefiBgnngy  4aw  nt  Km  CrwNlImie  gencMi  wtriMi  nt» 

a)  Erstes  Verfahren. 
64. 

Wir  kommeo  jelzl  zur  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  aiu^e- 
führten  Auflösung  anf  die  Geodttsie.  Zwar  ist  von  derselben  schon  im 
Art.  55  durch  ihre  HinfUhruog  auf  die  Gaussi^che  Aufgabe  des  »Supple- 
meotum  Ibeoriae  combinationis  elc«  eine  geodätische  Anwendung  gege- 
ben worden,  allein  diese  ist  nicht  immer  anw^dbar,  indem  Umstlnde 
eintreten  können,  die  dner  allgemeineren  Aufgabe  angehören. 

Es  wird  jetzt  angenommen,  dass  in  einem  Dreiecksnetze  dne  gros- 
sere Anzahl  von  Winkeln  geroessen  worden  seien,  wie  diejenige,  die 
mit  der  Zuziehung  Einer  Dreiecksseite  hinreichend  nnd  nötbig  ist  nm 
dieses  Dreiecksnetz  zu  bestimmen«  und  nach  der  Ausgleichung  der  Mee- 
sungen  gefragt,  durch  welche  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der> 
selben  hervorgehen.  In  Bezug  auf  die  Messungen  selbst  soll  zuerst  an- 
genommen werden .  dass  man  nicht  die  Winkel  für  sich ,  sondern  <lie 
Richtungen .  die  die  Schenkel  der  Wiukt  l  bilden .  uuiiiillelhar  einge- 
schnitten habe*).  Man  wird  weiter  unten  sehen,  da*?s  jener  Kall  sich 
mit  \'ürtheil  fUr  die  Abkürzung  der  ReclmunGitMi  auf  diesen  luiiluhren 
lUsst.  Das  Verfahren  bei  den  Messimy;oii,  welches  der  nun  /ii  enl- 
wickeliuien  Anwendimg  der  allgemejuea  Aufgabe  zu  Grunde  liegend 
gedacht  wird,  ist  daher  das  folgende. 

Nachdem  auf  irgend  einer  Station,  die  zugleich  einen  Dreiecks- 
pankt  bildet,  der  Theodolit  angestellt  und  nivelliil  worden  ist,  steile 
man  bei  unverändert  gelassenem  Kreise  desselben  die  übrigen  Dreiecks- 
punkte, in  so  weit  sie  sichtbar  sind,  durch  blose  Bewegung  der  Aihidade 
in  das  Fernrohr  ein ,  lese  nach  jeder  Einstellung  die  Mikroscope  oder 
die  Nonien  des  Theodoliten  ab,  und  notire  die  Ablesungen.  Hierauf 
drehe  man  den  Kreis  des  Theodoliten  Cim  einen  beliebigen  Bogm »  und 
wiederhole  dasselbe  Verfohren,  weldies  fortzosetzen  ist,  bis  die  vor- 


*)  Di«  Itenung  d«r  Rielitiingea  statt  der  Winkel  selbst  so  viel  ich  weiss, 
merst  von  W.  Sirobe  angegeben  und  angewandt  worden.  S.  Schom.  Aatr.  Nadir. 
B.  II.  p.  434  Q.  r. 
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bestimmte  Anzahl  von  KfiistellaogeD  eines  jedea  Breieckspunkts  erlangt 
ist.  Eine  jede  solche  Reihe  von  Einstellungen  nenne  ich  einen  Gyros 
(gyras  horizontis).  Die  zufilllige  Beschaffenheit  der  Atmosplrilre  und  auch 
andere  Umstände  können  bewirken,  dass  nicht  jeder  Gyms  alle  einzu^ 
schneidenden  Punkte  enthält,  and  wenn  deren  viele  vorhanden  sind,  so 
wird  man  jedenfalls  nicht  Alle  in  jeden  Gyms  aufnehmen,  weil  dadurch 
bewirkt  werden  würde,  dass  man  sich  zu  lange  auf  den  unverflnderten 
Stand  des  Theodoliten  verlassen  mUssle.  Man  wird  im  letztgenannten 
Falle  für  jeden  Gyrus  ein  Maximum  von  EiiLslellungen  festsetzen,  und 
die  in  jedem  Gyrus  einzuschneideuden  Punkte  so  auüwiihlcn .  dass  mög- 
lichst viele  verschiedene  C()nii)inationen  derselben  vorkommen.  Man 
wird  ferner  die  verschiedenen  Gruppen,  in  die  man  zu  diesem  Zvsecke 
alle  einzuschneidenden  Punkte  getheilt  hat ,  mehrmals  einschneiden ,  so 
dass  von  jeder  derselben  eine  zweckmässige  Anzahl  von  Gyiis  erhaU 
ten  wird. 

65. 

Indem  wir  nun  zur  Anwendung  unserer  Aufgabe  auf  diese  Mes- 
sungen übergehen,  ist  zuenst  zu  ervvagen,  dass  jeder  Gyrus  einen  ver- 
schiedenen, beliebigen  Anfangspunkt  hat,  und  dass  daher  allen  Ein- 
stellungen eines  jeden  Gyrus  eine  beliebige  Zahl  zugeftlgt,  oder  eine 
solche  von  denselben  abgezogen  werden  darf.  Die  zvveckmüssigste 
Wahl  dieser  Zahlen  ist  die,  welche  bewirkt,  dass  alle  in  den  verschie- 
denen Gyris  erhaltenen  Werthe  der  Richtungen  eines  und  desselben  Ge- 
genstandes einander  nahe  gleich  werden ,  und  zugleich  nahe  die  Azi- 
muthe  aller  Punkte  reprSsentiren.  Man  kann  hierauf  noch  einen  Schritt 
weiter  gehen,  und  fitr  jede  Richtung»  oder  jedes  Azimulh,  einen  belie- 
bigen genäherten  Werth,  der  sich  von  selbst  durch  die  erhaltenen  Beob- 
achtungen darbietet,  abziehen,  so  dass  hierauf  alle  der  weiteren  Be- 
rechnung zu  unterwerfenden ,  durch  die  Beobachtungen  erhaltenen  Zah- 
lenwerthe  kleine  Grössen  werden ,  ja  man  kann  durch  dieses  Verfahren 
bewirken,  dass  la  einer  Anzahl  von  Gyris  alle  diese  Zahlenvverthe  PSuU 
werden.  Bezeichnen  wir  nun  die  auf  die.se  Art  durch  die  Beobachtungen 
erlangten  Zahlenvverthe  de.^  eisten  Gyrus  mit  /.  V,  l",  etc.,  die  mit 
Uebergehung  der  Bedingungsgleichungen  den  angenommenen  Werthen 
der  Richtungen  zuzufügenden ,  wahrscheinUchsten  Verbesserungen  mit 

AblMOill.  d.  K  ».  CM«UMb.  i.  WtoMMh   Mil.  19 
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a".  J  ,  j  ,  etc.,  uuU  die  wahrscheinlichste  Vei bc:>iiorLinfi  des  angenomme- 
nen geiucinschnfllichen  Aul  i[\i:;s-punk(s  dieses  Gyru«>  mit  u,  so  giebt  die- 
ser erste  l»yrui>  die  lolgeuden  tjleichungen 

(53)  .    x-^u^l,   jf'-f*t*a»l\   «'^  etc. 
Seien  die  Gewichte  dieser  BeobacbtuDgen 

'  p  ,   p,   p",  etc. 

Im  ZNVoihMi  (  ai  us  liiibe  man  auf  gleiche  Weise  die  Zahienwerlhe  der- 
selben Hirlituntren  /  .  /',  etc.  erhalten,  bezeichnet  man  hierauf  mit 
«  die  walirscheiniicliste  Verbcssurung  des  angenonmienen  i^enicinschaft- 
lichen  Anfangspunkts  dieses  Gyrus ,  so  giebt  derselbe  die  Gleichuugeo 

(54)  ,   «  +  af  +  tt,«i;,    «+tt,=  i;,€lc. 
Seien  die  Gewichte  dieser  BeobnchtuDgen 

P.  '    p!  •    P"  ■  etc. 
Durch  einen  drillen  Gyrus  bekonuul  man  ebenso 
(5Ö)   .  aj-».«,«/,.   aj'-n»^— r,   «"H-ii^s-r,  etc. 
mit  den  Gewichten 

und  jeder  folgende  Gyrus  giebt  Sbnficbe  Gleiehnngen.  Diese  sind  die 

Gleichungen  (29)  unserer  gegenwärtigen  Aufgabe,  in  so  weit  nur  Bise 
Station  betrachtet  wird.  Jede  andere  Station ,  auf  welcher  beobachtet 
worden  ist,  liefert  älmhchc  Gleichungen,  in  welchen  aber  andere  Unbe- 
kannten vorkommen,  die  in  so  ferne  man  tmr  zueröl  den  ersten  Theil 
der  Auflösung  betrachtet,  von  jenen  unabhüngi^  sind.  In  Bezug  auf  den 
ersten  I  heil  der  Auflösung  können  also  die  H(  oliaclilungen  einer  jeden 
Slalian  unabhängig  von  rlcnen  aller  übrigen  Stationen  berechnet  wer- 
den. Es  zerfallen,  mit  anderen  Worten,  in  der  gegenwärtigen  Aufgabe 
die  allgemeinen  Gleichungen  (i9)  in  so  viele  von  einander  abgesonderte 
Systeme  wie  Stationen  vorhanden  sind. 

66. 

Die  vorstehenden  Gleichungen,  in  welchen  x,  x\  x',  etc.  midif, 
etc.  die  Unbekannten  sind »  waren  jetzt  nach  den  VorschrißeD  der 
Artt.  42t  i3,  44  zu  behandln,  und  da  ihre  Anzahl  immer  wen^teos 
eben  so  gross  ist,  wie  die  der  Unbekannten .  so  brauchen  in  der  gegen- 
wärtigen Au^abe  zur  Berechnung  der  Grössen  (m),  {ab),  etc.  die  Goeffi- 
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fipnlpii  der  Hctlingungsgleiclnini^^en ,  die  sich  aus  dpm  nrolocksnpfz  im 
Ganzen  betrachtet  ergeben ,  nie  hinzugezogen  zu  werden.  Es  tritt  je- 
doch hier  ein  Umstand  ein,  der  eine  Abweichung  vom  allcromeinon  Ver- 
fahren bedingt,  und  dieser  besteht  darin,  dass  aus  den  oben  aufgestell- 
ten Gleichungen « in  wie  grosser  Anzahl  sie  auch  vorbanden  sein  mögen, 
Die  alle  Unbekannten  bestimmt  werden  können,  sondern  immer  Eine 
derselben  anbestimmt  bleibt.  Dieses  hat  seinen  Grund  darin ,  dass  der 
Anfengspankt  der  Richtungen  willktthrlich  ist,  und  folglich  x,  st\  etc. 
an  sich  unbestimmte  Grossen  sind,  von  welchen  nur  die  Unterschiede 
(die  Winkel,  die  darans  hervorgehen)  bestimmte  Werthe  bekommen. 

Da  eine  der  l'nhekaiinipn  willkulu  Ih'Ii  i.sl ,  so  kann  tnan  zvvisclien 
allen  Unbekannten,  oder  einem  liieil  der>eU)on  eine  beliebige  Bcdin- 
gungsgleichung  aufstellen*  ,  und  diese  so  einricblen,  dass  man  ge- 
schmeidige Endformeln  bekommt.  Sei  diese  Bedingung^gleichang 

0  s  F«  -h  +  (50; 

+  ff{t  +  fw  +  Kx"  +  ... 

wo  vorlttuiig  0,     J,  K,  etc.  H\  J\  K\  etc.  unbestimmte  Grössen  sind. 

67. 

Wir  konnten  nun  die  allgemeine  Auflösung  amnittelber  auf  die  ini 
Vorhergehenden  aufgestellten  Gleichungen  anwenden,  mttssten  at>er  da- 
bei auch  auf  den  zweiten  Theil  derselben  Bticksicht  nehmen ,  weil  eine 

Bedingungsgleichung  eingeführt  worden  ist  Tlioils  um  letzteres  zu  ver- 
meiden, und  Iheils  um  die  Unbekannten  »/,  u  .  u  ,  etc.  zu  eliminiren,  die 
weiter  nicht  <4eln;i  u  Iii  werden,  ziehe  ich  vor  den  ersten  Theil  der  Auf- 
lüsuni,'  a  pnon  in  He/uj;  auf  die  aufgestellten  Gleichungen  durcii/iifilii- 
ren.  Es  ist  aus  dem  Vorhergehenden  klär,  das.s  dieser  darin  besteht,  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  in  der  Annahme  zu  su- 
chen» dass  in  diM  Autlrabe  die  zu  lösen  ist,  nur  die  Bedingungsglei- 
chung  (56)  vorhanden  s^,  die  Werthe  der  Unbekannten,  die  man  da- 
durch erhalt,  sind  die,  welche  im  Art.  44  mit  y.  y',  y",  etc.  bezeichnet 
wurden;  der  zweite  Theil  der  Auflösung  bleibt  hierauf  derselbe  wie  im 
Vorhergehenden. 

*)  S.  Scbum.  Astr.  Nachr.  B.  XVI.  Nr.  36t. 

49* 
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Das  leitende  Princip ,  wolches  wir  liier  anzuwenden  haben,  besteht 
wieder  darin,  dass  die  Simmir  clor  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten 
Quadrate  der  übrigbleibenden  Fehler  ein  .Minimum  werden  niuss ,  wäh- 
rend die  Gleichung  (56)  vollständig  erfUlU  wird.  Bezeichnet  nun  eioea 
unbestinmiton  Factor,  80  muss  in  Folge  der  Gleichaogen  (53)  bis  (56) 
die  folgende  Function 

p(£  H-  tt  —  0'  "+•       -1-  tt  -  f -I-  p'(«'  +  u  —  r)*  4- ... 

+  (4.  +  «,  -  i,f  +  p;  +  1;)» + +  _  o*  +  • 
+  p>  +     0'  +  p;(*'  + «  -    + p.V  +  «. -  KJ  +  - 

•4-  etc. 

—  +  /ff,  -h  Af.  -h  ...  -I-  E's  +  JV  -4-  £V     ...  —  0) 

ein  absolntes  Minimum  werden  und  dine  Bedingung  giebt  sogleieh  die 

folgenden  Gleichungen 

pjc  _H  p\r'  +  px  +  ...  +  Pu  =  + 

px  -+-  p'r'  -4-  /)  V  -h  . ..  +  Pf#^  =  (/a  )  ■+-  J\p 

pjD  -+-  />>  -+-  fJ^V  4-  ...      Pu^  =  (/mJ  ■+-  Ä> 
etc.  etc. 

0-F  -4-       H-  pM^  ■+•  p^«^  ■+-  =  [Ix)-^  jff'v 

-I-  p'ti  •+■  p  M  -I-  p  'u  -f-  =  (/x'y  -h  J  y 

QV  ■+-  p  tt  -h  p/m,  ■+-  p\  +  ....  stz  {Ix)  +  K'ii> 
etc.  etc. 

in  welchen  zur  Abktlrzung 

y  =      -h  p'  -h  p"  -h  . . . 

^.  =  P,  -«-P/  -»"P"  ••• 

^,«p„+p;+p;  +  ... 

etc. 

0  =  p  +  p,  -4-  p  -4-  ... 

0'  =  p  -k-  p;  -^p  '  -+-  ... 

=  p     p,  +  p. 
etc. 

(/«)  =  p/  -h  pT  -h  pT  -4-  ... 

(/«)=     -i-pr +  pr-H... 

(iuj  =  pa-»-pa  -^p;c+ - 

etc. 

[Ix]  =  pl  -h        -4-  p„/^  -4-  ... 

(te')  =  p7+pr +  pr + 
(ix")  =  pT  +  pr  +  p;r4.... 

etc. 
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gesetzt  worden  siod.  Die  Bedeatung -dieser  Summen  kann  ein&ch  mit 
Worten  ausgedrückt  werden. 

P  ist  die  Somme  der  Gewichte  aller  Beobachtinigea  des  ersten  Gyros, 

 zweiten  Gynis, 

P^  dritten  Gyn», 

Q.  6.  W. 

0  ist  die  Summe  der  Gewichte  aller  Air  die  Richtnog  «  vorhandenen 

Beobachtungen, 
0'  

U.  8.  W. 

(in)  ist  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  nniltiplicirten,  beobechte- 

ten  Werlhe  ira  ersten  Gyrus, 

(lu)  im  zweiten  Gyrus, 

[luj   un  dritten  Gyrus, 

a.  8.  w. 

(iv)  ist  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  muHiplicirten,  fttr  x  erhal- 
tenen Werlhe» 

(fa)   »'   .  . 

[hf)   .  . 

u.  B.  w.  Diesen  Bedeutungen  zufolge  können  diese  Summen  leicht,  und 
ohne  Irrthuiu  beiUrchten  zu  mUssen ,  berechnet  werden. 


68. 

Ehe  ich  weiter  gehe  will  ich  auf  eine  wesentliche  Vereinfiichung 
aufinerksam  machen,  deren  die  Ausdrucke  des  vor.  Art.  fttug  sind,  und 
diese  einAihren. 

»Man  kann  immer  auf  einfache  Weise  bewirken ,  dass  alle  mit  [lu], 
(/aj.  [luj,  clc.  bezeichneten  Suriimen  Nuil  Nverden.« 

Dem  Vorheigehenden  zufolge  ist  der  gemeinschaftliche  Anfangs- 
punkt aller  Richtungen  eines  jeden  Gyrus  völlig  willkuhrlich,  bezeichnet 
man  daher  mit  m  irgend  eine  beliebige  Zahl,  dann  ist  z.  B.  der  Aus- 
druck für  (Ut)  nicht  nur  der  im  vor.  Art.  angegebene,  sondern  es  ist  auch 

{lu)  =  p(l-tn)  +  p\t-m)  +  p\r-m)  +  ... 

bestimmt  man  aber  nun  m  so  dass 
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wird,  60  ergiebt  sicli  sogleich 

(/«)  =  0 

und  da  man  dieses  V(M  fahron  auf  die  Beobachtunjcren  eines  jeden  Gjtus 
anwenden  kano,  so  kann  man  auch  (/uj,  (iuj,  etc.  gleich  Null  macheo. 
W.  z,  b.  w. 

Wenn ,  wie  am  luiafigsten  der  Fall  ist,  die  Gewichte  der  Beobach- 
tungen des  betreflenden  Gyros  einander  gleich  geselet  werden  können, 
so  wird  fit  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aller  l  dieses  Gyros. 

Fuhren  wir  nun  die  obige  Bestimmung  in  die  Gleichungen  des  vor. 
Ali.  ein,  tiuiin  situl  zuorsl  auf  die  oben  eiklürle  Art 

pil  —  m)  ,      p'{l'—m)  ,      p'lf—m)  , 

elc.  zu  l)ererhnen ,  und  diese  Statt  pl,  pt,  etc.  p/, ,  etc.  etc.  anzusetzen, 
worauf  die  Gleichungen 


(57) 


-I-  px' 
px  -h  p^x 
etc. 


p  X 

p  X 

p  x" 


Pu  =  Hrff 


(58) 


Ott 


+  fW  +  p«^ 

etc. 


....  s  (£r)  H-//V 
....  SB  (Ib')  h- 
....  =  (£r^  + 


zur  Bestimmung  der  Unbekaonten  u,  u  ,  u^,  etc.  x,  j*',  x',  etc.  dienen. 
Iis  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  jetzt  die  Bedingungsgleichuogen 

/>  +  i>,  +       =  0  H-  0'  +  ö"  4-  ... 

stattfinden,  die  zur  Prttfiing  der  numerischen  Rechnungen  dienen  können. 


69. 

Aus  den  Gleichungen  (57)  und  (58)  kann  man  ohne  Mühe  sowohl 

^  wie  a,  M,,  u^,  etc.  eliminiren.  Seien 
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p-Ä  +  ...  —  Ä 


etc. 

s  -  -f.. 

Mttitiplicili  man  nun  die  erste  Gleichung  (57)  mit  -j- «  dje  zweite  mit 
l' .  die  dritte  mit      ,  u.8.  w.  nnd  addirt  die  Produkte«  so  erbttlt  man 


"p," 


r 


in  Folge  der  Bedingungsgleichung  (oü 


.    .  (Ö9) 


und  die  Elimination  von  ip  aus  den  (37)  giebt  hierauf 


(60) 


«.  =  (-SP. — p.  r   väst •'irr  ^  l  ^p,  — j-;^ 

u.  s.  w.  Setzt  man  diese  Wertbe  von  u.  u  .  fi„,  etc.  und  ^  in  die  (58), 
so  ergiebt  sich  das  folgende  System  von  Gleichungen 

(fla)x  -+-  {ah]x  -h  \ac)x''  +  —  =  [al]  \ 

[ah)x,  H-  [hh)x'  +  {i)C)x  -|-  ....  =  (6/j         .    .  (61) 

[qc)x  -H  (6c)a?'  -+•  (cc)i;''  -»-,.,.  =  (ci)  ) 

n.  s.  w.  in  welchen  die  Coefficienlen  die  folgenden  Ausdrücke  erhalten. 


(aa)  - 

^  s 

(üb)  « 

Nif 
8 

(oc)  = 

NN" 
8 

etc. 

M  = 

Na 
s 

Digitized  by  Google 


074  P.  A.  Hinm,  [m 

m  =.  0' + ^  -  w) 

elo. 

(M)     (/x'i  — !^ 
etc. 

0*  s.  w.  nachdem  die  folgenden  Abkürzungen  eingefülirt  worden  sind, 
\rri        p  ^   p,    ^   p^    -r-  . . . 


ipp'} 
ipp) 

"~  p 

^  pp" 

•4- 

P,P/ 
P, 
P.P." 

p.4>J 

... 
»  •  » 

etc. 

Pf 

ipp) 

_  p" 

-f- 

P." 

... 
•  •  • 

p 
j» 

etc. 

i; 

p,'p," 
p» 

p."* 

pT 

etc. 

P. 

u.  8.  w.  womit  die  Elimination  der  Unbekannten  i». » ,  etc.  auuBgefbbrt  ist. 

70. 

Sachen  wir  jelat  den  einfechslen  Ausdruck  für  die  Summe  der  mit 
ibrm  Gewichten  multiplicirlen  Fehlerquadrate,  die  wie  oben  mit  W  ho- 
zeichnet  werden  soll.  Dio  erste  Entwickcluug  des  (Ur  diese  Summe  iro 

Art.  07  aufi;cslell(im  Ausifi  ucks  giebt 

W  =  \Qt       pu  +  pu  H-  +  .  .  .  —  (fe)  |x 

H-  |0V  +  p'ti  H-  p\u,  +  +  .  .  .  —  {l^')\x' 

+  IQV+  p  «  4-  p>+  +  . . .  -  (te^ja;- 
+  etc. 
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H-  Ipx  -h  p'x  p'af  «4-  . .  .  -I-  Ai  |tt 
+  \px  ■+-  p'x  -+-         -f-  .  .  .  -I-  Pa  j«^ 

+  |/)„a^+  p"/  +  .  .  .  +  PuJ 

-h  etc. 

+  w  -  u^)*  +  (^>'  i^y  + .  •  • } 

wo 

(ö)  =  pp  +  p'p  -f-     + . . . 

-h  etc. 

gesetzt  ist.  Zufolge  der  Gleichungea  (57)  und  (58)  geht  dieser  Ausdruck 
zuerst  in  den  folgenden  Uber 

W  »  ^|J7tt  H-  /»,  -h  JTu  H-  .  .  .  H-  H'x  +  J'x  +  Kx  +  ...j 

+  («)  —  {lx)x  —  (/a^y  —  (ii;  V  —  .  .  . 

und  dieser  verwandelt  sich  zufolge  der  Gleichungen 

(Ix)  =  (a/)  +  4-  0 

(k)  ^  (W)  +  ^  ö 

(t.")  =  (c/)  +  ^ 
etc. 

und  der  (56)  und  (59)  in  den  folgenden 

W  =       ^-  (ö)  —  («j)«  —  [bljx  —  (c/)x"  —  .  .  . 

Wenden  wir  uns  jetzt  zum  Inhalt  des  Art,  54,  so  Hnden  wir,  dass  die 
rechte  Seite  dieses  Ausdrucks  für  W,  mit  Ausnahme  des  ersten  Gliedes, 
mit  der  dort  mit  J2^  bezeichneten  Function  identisch  ist.  Da  nun  aber 
hier  alles  was  sich  a.  a.  0.  auf  die  Bedingungsgleichungen  bezieht  weg- 
gelassen werden  muss,  weil  die  einzige  hier  vorhandene  Bedingung!^ 
gleichang  in  den  vorstehenden  Ausdrucken  schon  vollslflndig  berück- 
sichtigt worden  ist,  so  ergiebt  sich  sogleich 

W  =  (W,«)  +  4- 

welches  der  einfticbste  Ausdruck  dieser  Function  ist.  Die  Grösse  (tt,n) 
wird  hier  bei  der  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  (6t)  auf  die- 
selbe Art  erhalten,  wie  im  Art.  43  allgemein  gezeigt  wurde. 
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71. 

In  der  Bedingungfigleichang  (W\  sind  alle  CoefficienteD  anbestimmt 
gelassen  worden ,  aber  es  ist  von  Wicbtigkeil  zu  unlersachen ,  \n  eiche 
Wirkung  die  eine  oder  andere  BestimmuDg  derselben  auf  die  Werthe 
der  Unbekannten,  die  aua  den  (61)  hervoigeben,  so  wie  aof  den  Betrag 
der  Function  W  ausüben.  Diese  Untersocbung  soll  jetst  voiigenommeD 
werden.  Nehmen  wir  an.  das«  die  (61)  unbeslimmt  auslost  worden 
sind,  und  setzen  demzufolge 


(62) 


X  (l.1](fl/)  H-  (i.2)(6/)  +  (1,3)(c/) 
X  =  ii.2){al)  +  (2.2;(6/)  H-  (2.3)(c/} 
x'  =  (1,3)(a/)  +  (8.3)(6/)  -l-  (3.3)(cO 


u.  s.  w.  Man  bekomint  nun  duich  die  Yerbindung  dieser  mit  den  (61; 
auf  bekannte  Art  die  folgenden  Gleichungen 

(1.1)(aa)  +  (1,S8)(<id)  +  M(ac)  +  ....  4 

(1.1)  (ii*)  +  (1,2)(W)  H-  (1,3)(*c)  +  . .  .  «  0 

{i,\){ac)  +  (1.2}{6c)  +  (1.3}(cc)  +  .  . .  =  0 
etc.  etc. 

(1.2)  (ao)  +  (2.2)(fl6)  -i-  (2.3)(ar)  +  ...»  0 
(I,2)(a6)  H-  (2.2)(66)  -*-  (2.3){6c)  -i-  . . .  =  1 

(1.2)  (ac)  +  (2.2)(6c)  +  (2,3)(cc)  +  .  .  .  =  0 
clc.  etc. 

ft.3)(aa)  H-  (2,3){aft)  (3,3}(ac)  +  .  .  .  =  0 
^l,3Xü6)      (2.3){6fe)  -h  (3,3){6c)  +  .  .  .  =  0 

(1.3)  (ttc)  +  (2,3}(6c)  +  (3,3}(c<;)  +  .  .  .  «  1 
etc.  etc. 

Die  Ausdrücke  der  GoefOcienten  (aa),  (a6],  elc.  etc.  des  Art.  69  geben 
aber  durch  die  Addition ,  mit  Berücksichtigung  der  Ausdrücke  lllr  P,^ 
etc.  und  Q,  Q\  etc.  die  ihrer  Seits 

0  =  (pp)  •+•  {pp)  ■+-  (/v/' 

0  =  (/>;j')     ip'p)      (pp }  -I- . .  . 

<?"  =  ifPl  +  (!»>')     {pY)  +  •  •  • 
etc. 


geben,  die  folgenden 
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(«.)  +  (,t)  +  («}  +  ...-  Jf» 
(ot)  +  (M)  +  (6c)  +  ...  - 


etc. 


wenn  man 


2'iV  =  iV  H-  iV  -I-  iV"  -I-  .  ,  . 

seUk  und  vermiltelsl  dieser  erhält  man  aus  den  vorstehenden  Gleichun^ 
gen,  wenn  man  jede  Gruppe  derselben  snmmirt, 

(1.2)2V     (2.2)  JV  -1-  (2,3)r  +  . . .  =  -J^ 

^i,3)iV    (2,3jiV'  -I-  (a.ajiV"  +  . . .  = 

etc.  etc. 

Berücksichtigt  man  nun  in  den  Ausdrücken  Air  (oQ,  (6^,  etc.  nur  die  von 
0  abhängigen  Glieder,  setzt  demzufolge 

(«/)  =  -  e 


(63) 


(W)  - 

(c/)  =  -  ^  6 


etc. 

und  substituirt  diese  Wertbe  in  die  (62),  so  ergiebt  sieb  in  Folge  der  (63) 

X  ~~  x      x"  ^  elc  S53  — 

Die  Einfhhning  des  CoefGcienten  Q  der  Bedingungsgleichung  (56)  fUgt 
also  allen  beobachteten  Richtungen  eine  und  dieselbe  Grosse  hinzu,  und 
hat  folglich  auf  die  Unterschiede  derselben,  das  ist  auf  die  aus  den 
Beobachtungen  hervorgehenden  Winkel  zwischen  den  eingeschnittenen 
PuokleD,  gar  keinen  EinOnss. 

72. 

Man  multiplicire  die  erste  der  Gleichungen  (63)  mit  (a/),  die  zweite 
mit  {bt),  die  dritte  mit  (cf),  n.  s.  w.  und  addire  die  Produkte,  so  ergiebt 
sich  in  Folge  der  (62) 

Nx  -I-  N'x'  -I-  A'V  +  .  .  .  =       !  (ai)  +  (^0  +  (cfj  -i-  .  .  .  j 
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SN  « 

— 


Aber  die  Ausilriicke  des  Art.  G9  für  [alj,  (6/),  etc.  geben  in  VerbinduDg 
mil  der  Gleichung 

ifx)  -h  (ix)  ^  (k')  +  . .  .  «0 

des  Art.  68 

(al)  +  (6/)  4-  (c/)  -I-  .  . .  « 
und  folglich  wird 

(64)    .   .    .   Mb     iVV  -h  /Tdr"  -H  . .  .  H-  ^  «  0 

Uieuiit  giebt  die  (59) 

^   SS  0 

Qod  die  (60)  geben  fiber  in 


(6Ö)    .  . 


p 
"p 

X  — 

f, 

s  — 

t< 

f. 
f. 

etc. 

>7* 


—  *  — 


Substiluirt  man  hierin  den  im  vor.  Arl.  fUr  die  x  erhaltenen 
schaftlicben  Werth,  so  ergiebt  sich 


tl  =  U.  =  M    =s  etc.  SS 


9 


woraus  hervorgeht,  dass  die  EinfllhruDg  der  Grösse  $  allen  t*  dieselbe 
Grosse  hiozufllgt,  die  sie  von  den  x  abzieht.  Bs  bekommen  also  niclit 
blos  die  Winkel  zwischen  den  beobachteten  Richtongen,  sondern  auch 
die  Sommen  x  u,  x*  u,  etc.  x  h-  u,  x'  •+■  u^,  etc.  etc.  dieselbea 
bestimmten  Werlbe,  wie  auch  (f  angenommen  wird. 


73. 

Aus  dem  zunächst  Vorhergehenden  folgt  schon »  dass  die  Summe 
der  mit  den  Gewichten  mulliplicirten  Feblerquadrate  von  B  unabbäDg% 
sem  muss,  da  sie  blos  Function  von  den  Sununen  x  -f>  »,  ip'  -l»  etc. 

H-  jp'  -h  elc.  etc.  ist,  es  soll  aber  diese  Eigenschaft  direct  be- 
wiesen werden.  Nehmen  wir  zu  dem  Ende  den  Ausdruck 

W  =       -i-  {U)  —  {aliü  —  {bl)s'  —  (cl)»  —  . , . 

des  Art  70  vor,  und  erwttgen  dass  (//)  von  6  unabhängig  ist,  und  mit 
bioser  Rucksicbt  auf  die  von  B  abhängigen  Glieder 
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*  =s    »  »*  =  etc.  =  — 

und 

(6^;  =  -41ö,        =  etc. 

sind,  so  erhalt  man,  wieder  mil  blüser  Rücksicht  auf  die  Glieder,  die  0 
enthalten, 

also  W  von  ö  uuabhaniijig.  w.  z.  b.  w. 

74. 

Es  kommt  jetzt  die  ünlersuchnnir  an  die  Reihe,  welchen  Einfluss 
die  (^ocnicienlen  //,  /.  K,  efc.  unserer  Bedmi;iingsgleichung  (56)  auf  die 
Werthe  der  ünbekanaten  ausUbeo.  Aus  dem  Umstände  dass  «/;  s  0  ist, 
wie  im  vorvor.  Art.  bewiesen  wurde,  könnten  wir  sclion  den  Schluss 
sieben,  dass  diese  CoefßcienteD,  gleichwie  willkilhrlicb  bleiben,  allein 
diese  Sache  verdient  direct  untersucht  zo  werden. 

Wie  man  gesehen  hat.  treten  diese  Coefficienten  nicht  unmitteUNir 
in  die  Coefficienten  der  Gleichnogen  (61)  ein,  sondern  die  mit  N,  N\ 
N\  etc.  und  S  bezeichneten  Functionen  derselben,  aber  wenn  wir  mit 
den  IT,  /,  K,  etc.  H\  J\  K\  etc.  irgend  welche  beliebige  Aenderangen 
▼omebmen,  so  können  wir  nicht  nor  die  daraus  hervorgehenden  Aen- 
derungen  von  iV,  i\  .  etc.  S  mit  JiS.  .  fN\  JN  ,  etc.  JS,  sondern  auch 
die  daraus  folgeudeu  Aenderungen  der  CoeOicienten  der  (tii  j  imt  ^(a«), 
dJ{ah),  etc.  etc.  und  die  der  Unijekannten  mit  . /.r.  fx,  Jx" ,  etc.  be- 
zeichnen. Die  filcichungen  (64 j  gehen  daher  nach  diesen  Aeuderungen 
strenge  in  die  folgenden 

[((Mr)H-^(aa)]^ar+[{a6)H-^(a6jj.7jp'+  [(ac)+^(<k?)]^«"-|-...-|-F  =0 
\i^ah)'k'J\ah}^Jx'^^,hh^'^  (66) 
[(<ic;+.y(ac;].^x+[i;6c)  -|-^(6c)]^j;'H-[(cc)-h^(cc)]  /x"-l-...-hF''=oj  ' 

u.  s,  w.  Uber,  in  welchen  die  vOUig  bekannten  Glieder  die  Ausdrucke 

F  =  xJ{aa)  ■+-  x'J{ah)  -+-  x'J{ac)  Hh  .  .  .  —  J{al) 

F  =  xJ{ah)  +  xJ{hbi  -h  xJ^w,  -h  .  .  .  —  J{ht) 

F"  SS  xJiflc)  +  xJ{bc)  +  x'J^cc)  -f-  .  . .  —  J{c[j 
etc.  etc. 
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haben.  Wir  dürfen  jetzt ,  ohne  dass  die  Strenge  des  Resoltats  dadorch 

verletzt  würde,  die  Verttoderung  für  sich  betrachten.  Setzt  man  zu 
dem  Ende 

so  bekoamit  man 

J{aa)  =  iVV.   J{alf)  =  A'A"».   {J{ac)  =  AiVV.  etc.  ^a/)  »*  — i^ör 

=  A'V.  ./  fcc)  =  iV'AV.  etc.  =s  —  Ä'ÄT 

^(ec)  =        etc.  ^(cf)  =  —  A'flr 

tt.  8.  w.  und  es  werden 

F  =  +  r«  +  jyv  +  . . .  -I- 

F'  =  JV'ftife  +  JVV  +  JVV  +  . . .  -I-  tf) 
F'  =  iVV(JVar  +  iVV  +  iVV  -I-  .  . .  +  ö) 

u.  s.  w.  also  in  Folge  der  (64) 

F  =  F'  =  F"  =  etc.  =  0 
Hiemit  werden  vermöge  der  OG^  auch 

Jx  BS  Jx  sm  Jd  s  etc.  MI  0 

oder  irgend  eine  Aenderung  von  5,  Mi  ne  auch  noch  so  gross,  bringt 
keine  Aenderung  in  den  Werthen  der  Unbekannten  hervor. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Wirkung  der  gleicbKeitigen  Aendemogen 
JN  und  4ti*.  Die  Annahme  dieser  giebt  strenge 

md  aalst  oian  jetzt  aar  Abkttrxiing 

so  findet  nmo  mit  Zuziehung  der  Gleichung  (64) 

F         ^.V  -H  ./iV)() 

F'  B  A  -h  -*//V> 
F"  I-  Ä> 

F"  » iv> 
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u.  s.  w.  die  iu  die  i^OOi  zu  seUeu  sind.  Setzt  man  hiemil  zugleich 

/fx  =  .'ix  H-  %  ,    Jx  —  Jx      z  ,  etc. 
wo  z,     etc.  uobeätimmtc  Grossen  siDd,  so  erhalt  mao  nach  einer  leich- 
ten fteduction 

•\-  [itib]  -h  ./(aft)]z  +  [ac)      J[aci\i  +...  +  (iV  +  JlS)if  =  0 

(jT'  +      ^"^^^^^^^  Jx 

^  [{bb) j{bb)]z +        -h...-«-(i\r'-i-^>  mm  a 

JT"  Jtf  +  [(6c)  -I-  H-  (cc)s'  +  ...  +  JV>  =.  0 

etc.  etc. 
die  auf  den  ersten  Blick  zeigen,  dass  ihnen  nur  durch 

z  =  2'  =  etc.  =  0 
GnUge  geleistet  werden  kann,  und  dass  sie 


^^x  s      s  ^x"  s  etc.  SB  — 


gebro.  Man  sieht  leicht  ein.  dass  je  zwei  Aendemngen  JN  ein  analoges 
Resultat  geben  müssen,  und  da  in  den  Ausdrücken  der  CoefÜcienten  der 
Gleichungen  (61)  dip  iV  nur  in  zwoi  Dijuen. sinnen  vorkoiimieu.  so  uiuss 
die  Betrachtung  der  gleichzeilii>;cn  Aeaderungen  aller  N  auch  ein  ana- 
loges Resultat  geben.  Ferner  ist  in  Folge  dos  VothergplioiKlon  leicht 
einzusehen .  dass  die  HinzuAlgung  einer  Aenderung  von  6'  dieses  Re- 
sultat nicht  andern  kann. 

Die  vorheri^eherulen  Rntwickehintjen  gel>en  daher  zu  erkennen, 
dass  irgend  welche  Aenderungen ,  die  man  mit  IS,  N',  N",  etc.  und  S 
vornimmt,  höchstens  die  Werthe  der  r,  x,  x',  etc.  um  eine  und  dieselbe 
Grösse  andern  können ,  und  ful^licb  oiine  Einflusi:  auf  die  Winkel  sind. 
Auch  findet  man  durch  die  (05),  gleichwie  oben,  dass  immer  diese  ge- 
meinscbaftliohe  Aenderung  der  x\  etc.  die  aemliche  Acndening  im 
OBigegopgeeeteleB  Sione  in  den  Werthen  der- ««  n,,  etc.  hervor- 
bringt. 

Da  demzofolge  die  A^r^ate  x^u,  x'  ^u,  etc.  x  +  u,,  +  ti,  t 
etc.  etc.  unverflndert  bleiben»  so  folgt  aus  dem  Ausdruck  flir  W,  dass 
diese  Grosse  stets  unverlndert  bleibt,  und  also  ein  absolutes  Mini- 
mum ist. 

Bs  ist  aber  hiebei  xu  bedenken,  dass  man  die  iV  mcht  alle  gleich 
Null,  und  S  nicht  unendlich  gross  machen  darf,  weil  dadurch  bewirkt 
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werden  würde,  dass  vou  den  Gieiciiuuijeu  (Gl;  jede  in  den  ubngea 
enthaileo  wäre. 


7». 


Da  dem  Vorhergehenden  zufolge  die  iV,  ^",  ]S".  etc.  aud  S  mit  der 
eben  aDgegebenen  Ausnahme  \ullii,'  wiilkuhrlich  sind,  so  kaou  uao  sie 
anwenden,  um  aus  den  Gleichungen  (61)  möglichst  vieh?  Glieder  fortzu- 
srliairen,  vvodiirclt  die  Rechnung  vereinfacht  wird.  Dass  man  von  den 
uijt  denselben  zwei  Buchstaben  bezeichneten  Coefficienten  keinen  fort- 
schaffen darf,  zeigt  schon  die  vorhergehende  Auflösung  der  allgemeioeo 
Aufgabe  dadurch,  dass  diese  Coefticienlen  in  den  Nennern  der  verschie- 
denen Ausdrucke  eintreten,  auch  würden  dadurch  die  N  imaginäre 
Werthe  bekommen.  Aber  von  den  anderen  Coefficienten  der  (61)  darf 
man  so  viele  fortschaffen  wie  tlberhaupt  mtiglicb  ist,  und  da  die  AniabI 
der  N  der  Anzahl  der  x  gleich  iai,  so  kann  man  im  Allgemeinen,  wenn 
man  wieder  die  Anzahl  der  «  mit  n  bezeichnet,  n  Coefficienlen,  oder 
Glieder,  gleich  Null  machen,  und  zwar  kann  dieses  auf  vielerlei  Arien 
geschehen. 

Bine  Art  n  Glieder  fortzuschaffen  besteht  darin,  dass  man  im  Voraus 
annimmt,  dass  der  Werth  irgend  einer  der  x  gleich  Null  werden  soll. 
Sei  z.  B. 


und  vergleicht  man  diese  mit  der  (56),  so  werden 

H=p,  J=p^,  ff^ii^,  etc. //'=/'=:Ä"  =  etc.  =  0,  ö  =  (ir) 
Die  Substitution  dieser  in  die  Ausdrucke  fUr      iV',  etc.  des  Art.  69 
giebt 

N  =  {pp]  ,    N'  =  (pjj)  ,    N"  =  (pp)  ,  etc.    S  =  {pp^ 
womit  uan  die  fnlgendea  Ausdrücke  der  Coefficienten  der  (64)  bekomint. 


«  B  0 

dann  giebt  die  erste  Gleichung  (58;  die  Bedingungsgleichung 
pu  -I-  pu\  -h  pu^  -i-  ...  ^  {Ix] 


(a6)B  0 
(ae)  s  0 
(acQ  s-O 


etc. 


etc. 


{bl,  =  (Ir')  -  W  ,7x1 
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u.  s.  w.  Die  Gleichungen  (6  ij  werden  hierauf 

Qx  B  0 

{bh)x'  -h  {bc)x''  +  -I-  .  .  .  -=  (6/) 

(6c)a;'  -H  (er)!'  +  +  .  , .  =  fr/) 

-I-  (cd)a;"  -I-  {dd)ar  -i-  .  . .  s  (dQ 

a.  8.  V.  wom»  «  SB  0  folgt,  wie  im  Voraus  bestimiut  wurde.  Der 
Art.  70  giebt  in  diesem  Falle 

76. 

Das  im  vor.  Art  entwickelte  VerfiAreo  ist  nicht  das  zweckmSs- 
sigste  zur  AnwendoDg«  denn  es  ist  gar  kein  reeller  Gewinn  darin  ent- 
halten ,  dass  im  ersten  Tbeile  der  Anflösung  die  Verbesserung  einer  der 

beobachteten  Richtungen  Null  wird.  Die  Bedingunc;,  die  hier  dazu  an- 
gewandt worden  ist  um  ^fli)  Null  zu  rnachon ,  kuun  ^^vcckInassiger  dazu 
verwandt  werden  um  noch  einen  Coefßcionten  einer  der  Unbekannten 
z.  B.  (6c)  =  0  zu  ma(  Ii '[1,  denn  hieraus  entstehen  im  Verlaufe  der  Auf- 
lösung wesentHche  Vereinfachungen,  die  darin  bestehen,  da>s  eine 
Anzahl  anderer,  sonst  auch  zu  berechnender  Grössen,  zugleich  Null 
werden. 

Es  sollen  daher  jetzt  die  Coefficienten 

{ab),  (oc),  (od),  etc.  nebst  (6c) 

gleich  Null  gemacht  werden,  deren  Anzahl  m  ist.  Da  auch  S  willkflbr- 
hch  ist ,  so  ,8cheint  es  als  könne  man  noch  einen  Coefficienten  Null  ma- 
chen ,  allein  die  Ausdrucke  der  Coefßcienten  (aa),  (ab) ,  etc.  des  Art.  69 
zeigen,  daaa  dieses  unmöglich  ist.  indem  sie  alle  zu  Functionen  von 

yL ,       ,  etc.  and  ^  gemacht  werden  können,  wodurch  S  gänzlich 

ans  denselben  entfernt  werden  kann.  Es  soll  daher  zur  Veroinfechnng 

5  »  I 

Aikmu,  i,  K.  8.  «cMiiMh..a.  wiiMMtk.  xnt.  50 
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gesetzt  werden.  Die  Grösse  B  giebt  Veranlassung  autser  den  oben  ge- 
nannten CoefBcienten  der  Unbekannten  auch  eins  der  völlig  bekannlen 
Glieder  (a/^,  'hl),  etc.  Null  machen  zu  können,  aber  da  däraus  kein  reeller 
Vortlii  il  t  rw  iichst,  im  Gegentheil  die  Ausdrücke  dieser  Coefßcienten  mehr 
zusammengesetzt  werden ,  so  mache  ich  von  diesem  ümstaDde  käneo 
Gebrauch,  sondern  setze  vielmehr 

^  »  0 

Die  bieranf  zu  berechnendeii  Aosdrttcke  sind  demnach  zaent  die  (np), 
(pp*),  etc.  (p'p),  etc.  etc.  nach  den  un  Art.  69  gegebenen  AasdrUckeii. 
Da  nun 

iwr  - 

m"  *  («»") 
ivr"  8  (fip'") 

etc. 

und 

N'N"  »  (^p) 
werden  mttssent  so  liekommt  man 


r     ipp)      *  AT 

etc. 

die  auch  zu  berechnen  sind.  Aisdann  werden 

(a5)  1-  0  t^(U)^^ 

(QC)  «  0  (H<)  «  jy'iv"'  -  (pyi 

(od)  »  0  -         -  {p'p") 

(o«)  s  0  etc. 
etc.  =  [bf) 

(«».ä)  /^"iV^  ^  (p"p'^)  etc. 

etc.  {dl^)  =  (/^"') 

(c/,2)  =  (ir") 
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(*«.4)  « (T  +  ir*  -  (pVo 

etc. 

etc.  bis 

H-p'p  +p'n  H-pT« 

+  pA*  +  p7/  +  p7.'  +  pT;  +  .  • . 
+  pA^  +  p7.'  +  p"A'+p7?+ 

wr    '    r  m  m         »mm  'mm 

H-  etc. 

welche  letzte  Function  zur  gleichzeitigeD  BereobDUDg  von  W  dient,  und 
mit  welcher 

TV  =  (//,n) 

erhalten  wird.  Die  au&oldsenden  GleichnngeD  (61)  gehen  biemit  in  die 
folgenden  Uber, 

{aa)x  a=  (al) 

{bb,\)x'  H-  {bd,\)x"  +  (6e,1)af"'  +  .  .  .  =  (6/.1) 

(cc,2)x"      (c(i,2]^"'  -•■  (cc,2y  H-  .  .  .  = 
(ifi.ljx'  -4-  (c<i.2)jr"  -h  ((W,1)a?"'  H-  (de.iy  -h  .  .  .  =  {dl,i) 
{be,i)x'      (ce,2)x"  -|-  +  (<Je.i>c"  -I-  .  .  .  = 

elc.  etc. 

die  auf  die  vorbescbriebene  Art  in  der  Auflösung  zu  behandeln  sind. 
Es  kann  noch  angemerkt  werden ,  dass  in  Folge  der  fehlenden  Goeffi' 
denten  derselben  von  den  UulfisgrOssen  des  Art.  43 

o'  m     a  /  s     »  etc.         8»  0 

werden,  so  wie  dass  von  denen  des  Art.  44 

a    =  a    =  a   =  etc.  =  0 

werden,  und  die  ttfacigen  die  folgenden  Ausdrucke  erhalten. 

ß'"  =  d"  + 


elc. 

50 
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worauf  die  Aosdrttcke  der  Unbdcannten 

—  ar   =  / 

—  j;    =      X        +  X  ß  Xß 

—  —       X  +  xr  +  xr 

etc.  etc. 

sich  ergeben.  Die  vorbeschrlebeneii  Bechoongen  IcOonen  durch  die  fol- 

gendeu  Gleicimngen,  die  aus  dem  Art.  71  hervorgehen,  geprüft  und  WO 
Dötbig  berichtigt  werden.  Die        (yj^'^  etc.  durch 

(/>/>)  +  (P/»')  +  (w)  0 
(«»")  +  W)  +  (f  Y')  + ...»  0" 

etc.  etc. 
die  (00),        etc.  durch 

(cc,2j  -I-  [c.d.%  4.  .  .  .  =  A"'2xY 

etc.  etc. 
und  die  Werthe  der  Unbekannten  selbst  durch 

0  -  ife  +  iVV  -I-  W  +  iV'V"  +  . . . 

die  aus  dem  ilrl.  7i  hervorgeht.  Will  man  hierauf  auch  die  Werllie  der 
t/,  n  .  etc.  kennen  lernen,  so  dienen  hiezu  die  Gleichungen  (65).  Wenn 
eine  oder  mehrere  der  (/>/)'),  (/>/)")•  \v'v")  werden,  so  können  durch 
die  obigen  Ausdrücke  die  iV,  iV',  N"  nicht  berechnet  werden ,  aber  io 
diesem  Falle  kann  man  durch  Abänderung  der  Reihenfolge,  in  welcher 
man  anPanglich  die  Richtungen  au%;esteUt  hat,  immer  diese  Besümmimg 
wieder  möglich  machen. 

Das  eben  entwickelte  Verfohren  den  ersten  Tfaeil  der  AufUfsong 
unserer  Aufgabe,  oder  die  sogenannte  »Ausgleichung  auf  den  Statkment 
zu  bebandeln,  bewirkt  nicht  nur  an  sich  selbst  ein  kurzes  VerfahreOt 
dessen  richtige  numerische  Ausführung  durch  die  zur  Controle  derselbai 
vorhandenen  Gleichungen  gesichert  wird,  sondern  die  zum  Verschwindea 
gebrachten  Coefficienten  üben  auch  auf  den  zweiten  Tbeil  der  AullOsang 
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in  Bezug  auf  die  Abkürzung  desselben  wesentliche  WirkuDg  aus,  indem 
sie  bewirken,  dass  auch  dort  eine  Aozahl  von  Gliedern  verBcbwinden. 

77. 

Die  Ausdrücke  des  vor.  Art.  fttbren  in  zwei  verschiedenen  Fallen 

die  allgemeine  Aufgabe,  auch  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Geodäsie,  auf 
den  im  Art.  ö5  betrachteten  .speciellon  Fall  zurück.  Der  eine  dieser 
Falle  li  [it  jinles  Mal  auf  den  Slationiüi  n  auf  welchen  nur  drei  Rich- 
tungen eingei!i(  hniitea  worden  ^iud,  deun  kurzt  fflan  die  GleicbuQgen 
auf  diesen  Fall  ab»  so  werden  sie 

{aa]  [aa] 

*   -*  '(bb.i) 

i,        Jclji]__  (ix") 

lce,i)  ioc,i) 

WO 

(öa)  =  .0  +  iV»  ~  (p/))  =  N{N^N'  +  N") 

(66.1)  =  0'  +       -  (pp)  =  N'iN  +  N'-hN") 

{cc,2)  =  Q"  +  N"^  ^  {p"p")  =  iV"(A'-hA'-i-.V") 

6ind,  und 

(pp)*     iPP)  .  (pp") 

ipy} .  (p'p) 
{p"pi 

so  wie  N,  N' ,  N"  eben  so  wie  im  allgemeinen  Falle  zu  berechnen  sind. 

Alle  mit  a,  ^,  y,  etc.  und  angehängten  Strichen  bezeichneten  Grös- 
sen werden  hier  Null,  und  zur  Berechnung  der  Summe  der  mit  ihren 
Gewichten  muUiplicirlen  Kebierquadrate  ergiebt  sieb  aus  dem  Vorher- 
gehenden 

W  »  (<^d)  =  (Uj  —  x[lx)  —  ^{hf)  —  x"{lx") 

Die  allgemeinen  Bedingungsgleicbungen  für  die  {pp),  (pp),  etc.  und  Air 
die  Unbekannten  selbst  besteben  auch  hier. 

78. 

Der  zweite  Fall,  in  welchem  die  allgemeinen  Formeln  von  selbst  in 
den  genannten  speciellen  Fall  überg^ien,  findet  auf  allen  Stationen  statt, 
auf  welchen  in  jedem  Gyms  alle  vorhandenen  Richtungen  eingeschnitten 
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worden  sind,  und  man  in  jedem  Gyrijs  für  sirh  allen  BeobachUiogen 
diuäelbe  Gewicht  beilegen  kaoa.  Da  io  die^eiu  Falle 

p  ^p*  wmp'  w  etc. 

P.  =  P.  =  P".  =« 

P„  =  P'„  =  P\  =  «to- 
ll. B.  w.  ist,  so  giebt  die  Gieicbung  (9)  schon  zu  erkenoeo,  dass 

tt.  s.  w.  werden  massen,  und  die  allgemelDen  XusdrOcke  des  Tonror. 
Art.  bestätigen  nicht  nur  dieses,  sondern  weisen  auch  nach,  dass  in  der 

That  der  genannte  specielle  Fall  eintritt.  Bezeichnet  man  wieder  mit  n 
die  Summe  aller  Richtungen,  m  werden  jetzt 

P  BS  lip  .        SB  19», ,         a  lip^  ,  etc. 

0  "  <y  —  <y  —  etc. — p  -I-  + 1», + . . . 

und  Folge  davon  ist,  dass  sich 

(W»)  «  (PPT  -  (jjpT  -  etQ.  =  4- 
(P>')  =  (P'P")  -  etc.  «  ^ 
(p'p-)  1  etc.  -  -fi- 
etc 

und 

iV  =:  iV'  =  iV"  =  elc.  = 

ergeben,  die  Goelfidenten  der  Endgleichungen  werden  daher 

(oa)  K  (66,i)  »  (cc.2)  =  etc.  a  Q 

und  alle  übrigen  CoefficicDten  derselben  werden  Null.  Diese  Gleichaa- 
gen  gehen  daher  tiber  in 

=  (k) ,    Ö«'  =  (ir') .    Qx"  =  (ia?") .  elc. 

woraus 

,  -  -  "»> 


u.  s.  w.  hervorgehen,  w.  z.  b,  w. 
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Wem  alle  Gewichte  einender  gleich  gesetzt  werden  dttrihn,  eo 

gehen  diese  Aasdrticke  in  die  arithmetischen  Mittel  ans  den  Beobach- 
tungen einer  jeden  Richtung  Uber. 

Alle  mit  a,  ß,  etc.  bezeichneten  Grdssen  werden  wieder  Null, 
und  ausserdem  noch 

(ü,«)  =  0 

Diese  Resultate  gelten  wie  gross  auch  die  Anzahl  der  Richtungen  ist, 
die  den  Fordernngen  dieses  Artikels  gemäss  eingeschnitten  worden  sind. 

79. 

Zn  deaspedeUe&FiUen  die  voricommen  können  gehört  noch,  abgesehen 
von  den  in  den  beiden  nachstvorheigehenden  Artikeln  betrachteten,  der 
Fall,  dass  auf  der  einen  oder  anderen  Station  mit  den  Richtungen  nach 
den  Dreieeksptmkten  xtiglekib  Richtungen  nach  anderen  Gegenstttnden, 
die  keinen  Dreieckspunkten  angeboren,  beobachtet  worden  sind.  Es 
können  i.  B.  die  Azimuthe  dieser  Gegenstttnde  genau  bestimmt  sein, 
und  man  will  sich  derselben  daher  zur  Orientining  des  Dreiecksnetzes 
bedienen ;  es  können  auch  andere  Ursachen  cKe  Mitbestimmung  solcher 
Punkte  veranlass!  haben,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

Um  in  diesem  Falle  die  Rechnungen  möglichst  abzukürzen,  ist 
nichts  weiter  zn  thnn  wie  diese  Überzähligen  Richtungen,  wie  ich  sie 
nennen  will,  aus  der  Ti;itürli(  In  n  Reihenfolire  der  Richtungen  auszuheben 
und  ihnen  die  letzten  Stellen  in  der  Heihenfolge  aller  Richtungen  der 
betreffenden  Station  zuzulheilen.  Die  Berechnung  ist  darauf  eben  go 
wie  sonst  auszuführen ,  und  man  erlangt  durch  diese  Anordnung  den 
Vorthei),  dass  in  dem  zweHen  Theil  der  Auflösung  diese  oberzAbligen 
Richtungen  so  wenig  wie  möglich  emtrefen. 

80. 

Betrachten  wir  nun  wieder  den  allgemeinen  Fall,  den  auch  der 
Tor.  Art.  in  sich  scfaUesst,  in  welchem  nicht  jeder  Gyrus,  oder  kein 
Gyras,  alte  Bichtnngeft  enthalt,  dann  sind  zuerst  in  den  Ausdrucken  Iklr 
(HF)'  (JV')*  ^  ^  Gewichte  der  Hehlenden  EiosteihiQgea  Null  zu  ma- 
ehaB,  «od  deiugeniBss  die  numerisehen  Werthe  dieser  Grossen  zu  be- 
rechwa.  Wenn  <fie  Beobachtungen  so  beschaffen  sind,  dass  man  die 
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Gewichte  aller  EinslelloiigeD  auf  der  Station  einaader  gleich,  und  io 
Folge  dessen  =  1  setzoD  kann,  (und  dieser  Fall  kommt  gewöbalidi  jw, 
weil  maa  seilen  im  Stande  ist  etwaige  Unterschiede  in  der  GOle  der 
Beobachtungen  binreicbeod  genau  durdi  Zahlen  ansdrttcten  zu  iGOnneUt) 
so  werden  die  Bedeutungen  der  HolfegrOssen  einfacber  als  im  Art.  67 
angegeben  ist.  Es  werden  alsdann 

P  die  Anzahl  der  Eiastellungen  des  ersten  Gyrus, 

P,  »      »      »          9  »  zweiten  » 

u.  s.  w. 

Q  die  Anzahl  der  Einsteliungea  der  Richtung 

Q'    B  a         m  »  '  »  9  äff 

n.  6.  w. 

{lu)  die  Summe  der  im  ersten  Gyrus  durch  die  Einsteiloogen  er- 

haUenen  Werthe, 
(ittj  die  Summe  der  im  zweiten  Gyrus  durch  die  Einstellungen 

erhaltenen  Werthe, 

u.  s.  w. 

{Ix)  die  Summe  der  fUr  s  durch  die  Einstellungen  erhaltenen  Werthe, 

u.  6.  w.  Hit  Rücksicht  auf  diese  Bedeutungen  der  HulfegrOsaen  ist  es 
immer  lacht  die  Werthe  der  Goefficmiten  (ea),  etc.  zu  berechnen,  aber 
es  ist  die  Berechnung  derselben  gar  nicht  schwieriger,  wenn  j»,  p^,  etc. 
etc.  verschiedene  Werthe  haben,  vorausgesetzt  dass  diese  ganze  Zahlen 
sind,  und  diesen  Fall  kann  man  oft  herbeißlhren,  und  zur  Abkürzung 
der  Bechnang  benutzen. 

Wenn  auf  einer  Station  viele  Gyn  beobachtet  worden  sind,  so  wird 
es  nicht  ausbleiben,  dass  eine  Anzahl  von  Gyri  vorkommen,  in  welchen 
dieselben  Punkte  ciogeschnitteo  worden  sind,  eine  andere  Anzahl  in 
welchen  ganz  oder  zum  Theil  andere  Punkte,  aber  wieder  in  jedem 
Gyrus  dieselben,  u.  s.  w.  Vorausgesetzt  nun,  dass  man  das  Gewicht 
einer  jeden  Einstellung  =  i  setzt,  kann  man  aus  jeder  dieser  Gruppen 
von  Gyris  zuerst  das  arithmetische  Mittel  nehmen,  und  dieses  in  der  fol- 
genden Rechnung  so  behandeln,  als  würe  dessen  Gewicht  gleich  der 
Anzahl  der  Gyri,  aus  welchen  es  entstanden  ist.  Man  ktirzt  dadurch  die 
Rechnung  wesentlich  ab,  ohne  an  der  Strenge  derselben. etwas  zu  ver- 
geben. Die  so  entstehenden  Gewichte  sind  sdbstverstandlich  ganw 
Zahlen,  und  es  sind  nun  mit  Rttcksioht  anf  diese  die  HttlfegrOssen  zu 


Dlgitized  by  Google 


VON  rat  MtnoDB  on  umiSTtn  QoiraAn  etc.  691 

berechneD.  Wenn  z  H  die  erete  Gruppe  das  arithmetische  Mittel  aus 
m  Gyris  ist,  so  setze  uiaa 

I»  Ml    s  ji'  s  etc.  B  m  ,   und  P  ^  /m 

wenn  /« die  Anzahl  der  Richtangen  ist,  die  in  diesen  Gyris  eingeschnitten 
worden  sind,  u.  s.  w.  Wenn  in  den  Gyris,  in  welchen  s  vorkommt,  diese 
Gewichte 

pmtm,  p,     «, .      =8     ,  etc. 

sind,  so  wird 

Q  «    +  + 

II.  s.  w.  und  anf  ähnliche  Art  verßihrt  man  bei  der  Berechnung  der  mit 
(ix),  etc.  und  {pp)t  etc.  bezeichneten  Grossen.  Man  kann  hiebei  noch 
bemerkeOt  dass  man  dorch  die  Im  Art.  68  gegebenen  Gleichungen 

i»  -I-  /  >      P  4-  .  . .  =  0  +  0  '  +  (T  +  

{Ix)  +  (ixO  +  («j")  +  .  .  .  =  0 

eine  CoDirole  der  numerischen  Rechnung  erbalt.  Man  braocht  hier  nicht 
die  Division,  die  zur  Erlangung  des  arithmetischen  Mittels  erforderlich 
ist,  auszuführen,  sondern  kann  sogleich  die  Summe  dieser  Gyn  ansetzen, 
die  unmittelbar  zur  Berechnung  der  mit  (Ix),  ((s'),  etc.  bezeichneten 
Grossen  dienen. 

81. 

Es  ist  hier  der  Ort  die  Betrachtung  des  Falles  einzuschalten,  in 
welchem  nicht  die  Richtungen,  sonilrrn  statt  dessen  unmittel Ijar  die 
\Vinkel  zwischen  den  Dreieckspunkten  beobachtet  worden  sind.  Es 
kauD  dieser  Fall  wohl  noch  hie  und  da  bei  neueren  Triangulationen  vor- 
kommen ,  aber  wenn  man  altere  Triangulationen  zu  berechnen  oder  zu 
untersuchen  hat,  so  findet  man  denselben  immer  vor. 

Nehmen  wir  zuerst  den  Fall  an ,  dass  nur  die  von  einander  unab- 
hängigen Winkel  auf  der  Station  beobachtet  sind,  so  hindert  nichts  die 
durch  diese  Beobachtungen  erhaltenen  Wertbe  derselben  mit  y,  y\  y", 
etc.  zu  bezeichnen,  und  hiemit  wird  die  An%abe  solbri  anf  den  qiedel- 
lea  Fall  des  Art.  55  hingelhhrt.  Da  jetzt  sehr  wohl  die  verschiedenen 
Winkel  verschiedene  Gewichte  haben  können,  indem  die  Beobachtung 
des  einen  mehrmals  wiederholt  worden  sein  kann  wie  die  irgend  eines 
anderen,  so  sind  demgemiss  die  a.  a.  0.  vorkommenden,  mit  p,  p,  p\ 
beseioho^en  Gewichte  in  beatlmDien. 
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Nehmen  wir  dagegen  an,  dass  ausser  den  einzelnen  Winkeln  auch 
Winkel  beobachtet  wordi  ii  sind,  io  welchen  jene  enthalten  siud,  w  ie  die 
Ergünzung  aller  Übrigen  Winkel  zum  Umkreise,  oder  Summen  zweier 
oder  mehrerer  einzelner  Winkel,  so  onlalclien  hieraus  Bedmgungsglei- 
chungen,  die  nicht  zu  denen  gehören,  die  das  Dreiecksnetz  an  sich  dar- 
bietet, und  die  ich  daher  locale  Bediogungsgleichungen  Dennea  will. 
Verweist  man  diese  BediogungsgleichungeD  io  den  zweiten  Theii  der 
allgemeinen  Auflösung,  wie  bisher  immer  geschehen  ist,  so  bleibt  der 
gpecielle  Fall  des  Art.  55  zwar  besteheD,  aber  der  zweite  Theil  der  Auf- 
lOsimg  wird  unnOlfa^rweise  verlängert.  Da  aber  die  Berechnoog  dieaea 
zweiten  Tfaeiis,  in  den  Fullen,  wo  die  Anzahl  der  BedingungsgleichangeA 
gross  iai,  bei  Weitem  die  grössere  Arbeit  bei  der  Agsgldcfaaog  der  Be- 
obacbtungen  eines  Dreiecksnetze»  verursacht,  so  ist  es  von  weseDtlicbem 
Vortheil  diesen  nicht  unnotbiger  Weise  zu  verlängern.  Die  Aufhabme 
der  localen  Bedingungsgleichnngen  in  diesen  zweiten  TheO  der  Auflö- 
sung ist  aber  eine  unnOlhige  Verlängerung  desselben,  da  sie  aof  ein- 
fache Weise  in  dem  ersten  Theile  berttcksichttgt  werden  können.  Zwar 
bort  alsdann  die  Auflösung  auf,  in  Bezug  auf  die  betreifenden  Stationen, 
dem  speciellen  Falle  des  Art.  55  anzugehören,  aber  die  kleine  Vermeh- 
rung des  ersten  ThuiLs  da  Auflösung,  die  dadurch  entsteht,  wird  bei 
Weitem  dnrch  dio  Abkürzung  des  zwciltMi  Thcils  aufgewogen. 

Mail  kann  joden  gemessenen  Wmkel  m  zwei  Richtungen  zerlegen, 
oder  als  den  IJnlerschied  von  zwei  Richtungen  bolrarhfon,  von  welchen 
die  eine  ganz  willkilhrlich  ist.  Jeder  gemessene  Winkel  l;is.-;t  sich  daher 
wie  ein  Gyrus  von  zwei  Richtungen  betrachten,  und  stellt  man  alle  aof 
einer  Station  beobachteten  Winkel  in  dieser  Form  auf,  und  löst  die  da- 
durch erhaltenen  Gleicboi^n  den  ErklttrungeD  des  Vorhergehenden  ge- 
mäss auf,  so  ergeben  sich  die  Werlbc  von  y,  y',  y',  etc.  in  welchen  die 
localen  Bedingungsgleichungen  volle  Berücksichtigung  erfatnien  haben, 
ond  daher  im  zweiten  Theil  der  AoflOaong  nicht  beaehlel  zu  werden 
bmudien. 

Man  kann  faiebei  noch  Folgendes  bemerken.  Nkml  mn  die  vor- 
Ittnfigen  Wertbe  der  den  vnabhangigen  Winkeln  entsprecheBdett  Ridi- 
tungen  ao  an ,  dass  sie  den  Beobachtongeft  voHstindig  ealaprecfaen,  ao 
werden  alle  diesen  Ricbtnngen  zukommenden  WerUie  der  mH  l  beseicb- 
nelen  Grossen  gleich  Nutl»  und  in  so  fem  keine  abhingrgen  Winkel  auf 
der  belrelliBnde&  Station  beobachtet  worden  sind,  AArt  die  im  Voiber* 
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geheodeD  erklfirte  Auflösung  unmitleibar  auf  die  Wertbe  y  s  0,  y'  =  0, 
f  mm  0,  ete.,  wodurch  der  specielle  Fall  des  Art.  ft5  wieder  herbei  ge- 
führt ist.  Sind  aber  avf  dieser  Station  aadi  abhlngige  Winkel  beobeolH 
tett  dann  werden  in  den  aas  dieBen  entspringenden  Gyri  die  beiden  dazn 
gehOrigeo  l  nicht  gleich  Noll,  und  die  ans  der  AoflOanng  aller  Gleichnn- 
geo  hervorgehenden  Werthe  von  y,  y\  ete.  werden  im  AllgemeiDen  noch 
nicht  mehr  gleich  Null. 

82. 

Ehe  ich  zur  Anwendung  des  zweiten  Theils  der  dllgemeinen  Auf- 
lösung auf  die  Geodäsie  übergehe,  will  ich  das  Yorhert:*'liciide  durch 
ein  Beispiel  erläutern,  welches  ich  aus  der  von  mir  vor  ohngeflihr  30 
Jahren  zum  Zweck  einer  staatsöconomischen  Landesvermessung  ausge- 
führten  Triangulation  des  hiesigen  Herzoglhunis  entlehne.  Selbstver- 
ständlich würde  es  zn  weit  fUhreD,  wenn  ieh  hier  diese  ganze  Triango- 
laiion  anführen  snd  berechnen  wollte,  ich  mnss  mich  damit  begnügen 
aus  derselben  einige  susanuneohangende  Dreiecke  aussowUhleD.  und  die 
Berechnung  dieser«  als  em  Ganzes  betrachtet,  zn  zeigen. 

Es  wurden  bei  dieser  Triangnlatioo  auf  allen  Stationen  nicht  die 
Winkel  für  sich,  sondern  die  Richtungen  dogescbnitten  und  beobachtet, 
und  da  auf  fast  jeder  Station  eine  grosse  Anzahl  von  Punkten  einzu- 
schneiden war.  so  wurden  in  keinem  Gyrus  Alle  eingeschnitten,  sondern, 
wie  im  Art.  64  erklärt  worden  ist,  verfahren,  und  mdiiüchst  viele  Com- 
binationen  der  einzuschneidenden  Punkte  gebildet,  deiiii  jVde  einen 
Gyrus  bildete.  Da  demzufolge  die  oft  genannte  Gaussiscbe  Auflösung 
auf  die  Berechnung  dieses  Dreiecksnetzes  nicht  angewaottt  werden 
konnte,  so  entwarf  ich  schon  damals  die  hier  erklarte,  wandte  sie  bei 
der  Berechnnug  an,  und  verüffentlichte  die  Endformehi  ohne  deren  Ab- 
leitung im  46.  Bande  der  Schum.  A.  N. 

Ich  führe  noch  an,  dass  zu  dieser  Triangulation  blos  SzOUige  Theo- 
doliten sngewandt  vrurden,  deren  Nomen  uumictelbar  10*  gaben. 

83. 

Aas  der  oben  genannten  Triangulation  werde  ich  nun  fltr  das  hier 
zu  berechnende  Beispiel  die  fünf  Siaiionen,  oder  Dreieckspunkte ,  See- 
berg, Inselsberg,  Wacbsenburg ,  Warle,  HOrselsberg  auswählen  und  be- 
rechnen. 
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Ich  bemerke  hiezu  im  Voraus,  dass  die  Bezeichnung  der  Richtun- 
gen und  anderer  in  Betracht  kommenden  Grössen  mil  Buchsfiilien  wie 
im  Vorhergehenden  geschehen  ist,  wohl  in  der  Ableitung  der  l^elatio- 
nen  ,  auf  die  die  Auflü:inng  der  Aufgabe  tührt ,  zweckmässig  ist ,  dass 
man  sich  aber  in  der  Anwendung,  und  namenth'ch  bei  grossen  Triangu- 
laüoneD ,  weit  zweckmässiger  der  Zahieo  zur  Bezeichnung  bedient.  Bs 
sollen  daher  auch  hier  diese  und  zwar  so  angewandt  werden,  dass 
nicht  nur  jede  Station ,  sondern  auch  jede  Richtung  mit  einer  Zahl  be- 
zeichnet wird.  Die  oben  genannten  (tonf  Stationen  werde  ich  mit  (1). 
(S),  (3),  (4),  (5)  bezeichnen,  so  dass 


Seebeiig     .    .  , 

•  (') 

Warle   ,  .  . 

■  («) 

Inselsbeig  .  . 

.  (S) 

WacbseDburg  . 

.  (*) 

Hfirselsberg 

•  (5) 

zur  Bezeichnung  erhült.  Die  Richtungen  nach  den  DretedLspunkten  werde 

ich  gleichfalls  mit  den  fortlaufenden  Zahlen  80  bezeichnen«  dass  auf  je- 
der Station  mit  der  ( I )  angefangen  wird  Wo  es  nöthig  wird  die  Statio- 
nen zu  unterscheiden,  kann  die  Stationsnummer  der  iiichtutigsnummer 
rechts  unten  als  In  l(  x  aiigebäugt  werden,  so  dass  allgemein  (r), ,  wo  r 
die  RichtungsnunnuLi  und  s  die  Stationsnnmmer  bedeutet,  die  Bezeich- 
nung irgend  einer  Rirhfung  wird.  Ins  Besondere  sollen  im  Folgenden 
(r),  der  vorläufig  angenommene  Werth  irgend  einer  Richtung 
w{r),  die  im  ersten  Theile  der  Auflösung  zu  lierechnende  Verbesserung 
derselben, 

y(r),  der  hieraus  folgende  Werth  derselben  bedeuten,  so  dass 

y«.  =  W.  +  «m; 

wird.  Die  CoefBcienten  (ad),  {ab),  etc.  [bb],  etc.  des  VorbergefaeadeD 

sollen,  in  so  weit  sie  Droieckspunkten  angehören,  mit 

(1,1).,  (1,2),  .etc.  (2,2). 

bezeichnet,  und  Oberhaupt  diese  Bezeichnungsart  auch  auf  andere  Grös- 
sen ausgedehnt  werden.  Im  ersten  Theile  der  AuflOsong  wird  man  den 
Index  s  grOsstentheils  weglassen  können ,  und  nur  bei  jeder  Station  all- 
gemein abgeben. 
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84. 

llil  der  StatioD  Seebeiigs(l)  aDftmgend.  werde  ich  mit  Weglas» 
sang  der  StatiODsniiinmer  den  hier  von  den  dort  Oberhaupt  beobachte- 
ten Richtangen  anfiEonehmenden  die  folgenden  Bezeichnungen  geben, 

(1)  =  Richtung  nach  Station  (3) 

(2)  =  »  »  «  (5) 
(4).  (3)  «  »  .  .  (2) 
(3).  (4)  =  «        .        »  (4) 

(a)  s      »      Dach  Trügleben 
(d)  SS      »       »   kl.  Rettbacb. 

Die  Richtungen  (a)  and  (fr),  die  hiermit  aufgenommen  worden  Bind, 
gehören  keinem  der  übrigen  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Dreiecks- 
punkten  an,  und  es  tritt  daher  hier  der  Fall  ein,  der  im  Art.  79  erlttur 
tert  wurde.  Diese  beiden  Bichtungen  habe  ich ,  wie  dort  vorgeschrieben 

wurde,  aus  ihrer  nalfirliclien  Heilicnfolge  herausgenommen ,  und  den 
tlbrigen  nachgeslellt.  Es  ist  nothw  eiidig  zu  erklären,  weshalb  diese  bei- 
den Richtungen  hier  mit  aufgenommen  worden  sind. 

Statt  auf  dem  Dache  der  vormaligen  Sternwarte  auf  dem  Seeberge 
zn  beobachten»  wie  froher  geschehen  ist,  zog  ich  vor  die  Theodoliten 
auf  in  die  Erde  eingemauerte  Steinpfeiler  an&ustellen,  da  aber  hier  das 
neben  liegende  Gebfiude  der  Sternwarte  fiist  i  80^  des  Horizonts  ver- 
deckte, so  mussten  zwei  solcher  Steinpfeiler,  einer  nOrdlich  und  einer 
südlich  vom  Gebäude  angewandt  werden.  Um  unter  diesen  Umstttnden 
eine  sichere  Verbindung  zwischen  den  von  jedem  dieser  beiden  Stand- 
punkte aus  hcobachlelen  Richtungen  herzustellen,  wurden  mehrere  Ge- 
genstände aufgesucht,  die  auf  beiden  Standpunkten  sichtbar  waren,  und 
häufig  mit  cingeschnitlGD.  Solche  sind  die  oben  mit  {a'\  und  (b)  bezeich- 
neten. Die  Wachseoburg  war  Übrigens  auch  von  beiden  StandpunLten 
aus  sichtbar. 

Da  hier  nicht  bezweckt  wird,  die  definitive  Berechnung  dieser 
Triangulation  zu  geben,  sondern  einen  Auszog  ans  derselben  als  Brlttu- 
terong  des  Vorhergehenden  aufeuslellen,  so  halte  ich  es  nicht  für  nolh- 
wendig  die  Beobachtungen  jedes  einzebien  Gyms  anzugeben,  sondern 

begnüge  mich  die  Suramen  der  Grupften .  nachdem  davon  die  vorlaufig 

angenommeaeo  Werlhe  der  liicliluugeii  abgezogen  worden  sind.  anzu> 
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fithren.  Diese  sind .  nachdem  die  erforderlichen  Centrirungen  berück- 
siVhti^'t  worden  wHren  n(  l)st  den  vorläufig  aDgeoommeDeo  Werlhen  der 
EichtuQgen  ia  dem  foigeadea  l&Telchea  enthalten. 

Station  (1). 


(3) 


r 

Vorl.  Werthe. 

1       Anzahl  d.  Beob.  u.  die  Summen  dieMr. 

1                 Ii  • 

s 

t 

• 

(1) 

630U'10'| 

5*60 

(2) 

96  29  52 

2"i0 

(3) 

2 1  5  58  1 7 

4.00 

(*) 

308  51  37 

4  60 

(«) 

106  229 

8*30 

3.85 

1.70 

3.20 

2.20 

269  57  23 

1.60 

S  s 

H  = 

4.90 

9.45 

4.10 

7.80 

6.20 

2.45 

4.725 

2.050 

3.900 

3.100 

r 

7 

9 

1  * 

9 

43 

1  ^ 

4 

(1) 
(2) 

(3) 
(*) 
(«) 

s 

M 

3"80 
2.75 

3*10 
1.03 

0''20 
15.25 

ns 

3.42 

0  20 
3.40 

1   

27"60 
17.70 
0.80 

O'IO 

13.20 
0.15 

3''60 
1.55 

3.65 

6.55 

4.13 

15.45 

4.57 

3.60 

46.10 

14.05 

8.80 

3.275 

2.065 

7.225 

2.285 

1.800 

15.367 

4.683 

2.933 

(3) 


r 

1 

4 

9 

4 

9 

4 

9 

9 

(<) 

3*65 

o"40 

;)"30 

O'OO 

2"15 

5"90 

(2) 

4,80 

4.35 

10.20 

7'00 

2.30 

(3) 

l'IO 

(^) 

0.20 

4.10 

0.00 

0.62 

(«) 

4.50 

7.70 

3. 40 

7.88 

3.30 

3.20 

4.60 

(*) 

2.12 

3.05 

1.70 

6.10 

7.00 

S 

u 

5.80 

13.47 

13.60 

12.70 

19.78 

15.65 

17.20 

13.42 

1.933 

4.490 

4.533 

4.233 

4.946 

3.912 

4.300 

3.356 

(i) 
(3) 


AoBser  den  Nunnem  der  RichtangeD,  und  den  vorlinfigen  W«p- 
then  deneiben  giebt  dieM  Tafti  in  der  obersten  Zeile  die  Antdil  der 
gleichartigen  Gyri,  deren  SmiBiea,  naeit  Abzug  der  voriäafigen  Werthe 
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daf  untpr  stehen.  Durch  Htnzuftlpunp:  m'ner  angemessenen  Gonstante  zu 
tlen  Beobacbtuni.'en  pin^r  jedm  Gruppe  kann  man  bewirkeD,  dass  jede 
dieser  Summen  klein  und  positiv  wird. 

Da  allen  Beobachtungen  hier  derselbe  Werth  beigelegt  werden 
wird,  so  sind  die  Zableo  der  obersten  Zeilen  zu^eich  die  Gewichte  der 
betreffenden  Gruppe  von  Gyris. 

Neben  der  Bezeichnung  S  folgt  die  Summe  der  Samineii  jeder  Go- 
lanuie,  und  neben  M  das  arithmetische  Mittel  derselben. 

Es  mojBS  nun  jedes  dieser  arithmetischen  Mittel  von  den  Zahlen 
derselben  Columne  abgezogen  werden,  und  diese  Untersehiede  dttrfen 
nicht  weiter  geändert  werden.  Sie  sind  in  der  folgenden  Tafel  auf- 
stellt, und  swar  in  entgegengesetzter  ADordnung,  nemlicb  so,  dass  alle 
Zahlen,  die  derselben  Gruppe  von  Gyris  angehören,  in  Einer  Zeile  ste- 
hen. Dieser  Tafel  sind  ttberdles  die  Gewichte  p,  und  die  Zahlenwerthe 

P,  P  ,  etc.  Ol  O  -  etc.  y  ,       ,  etc.  und  i7^},  [Ij-'),  elc.  eiiivcrlcibt ,  die 

nach  den  im  VorhergebeDden  dafür  entwickelten  Regeln  berechnet  wor- 
den sind.  Die  Gruppen  von  Gyns  habe  ich  mit  laufenden  Nummern  ver- 
sefaoD. 


Nr. 

pr 

pr 

P 

P 

1 

+  0"85 

r 

-0"85 

9 

48 

4.5 

i 

-0.875 

S 

6 

4.5 

a 

—0.88 

4 

9 

0.5 

4 

•|-8"78 

—8.70 

3 

6 

4.8 

5 

-8.88 

6 

49 

8.8 

e 

•4-0.588 

-0.S95 

7 

44 

.^.5 

7 

-(-4.036 

-4.0J5 

9 

48 

4.5 

8 

•|>7.9t8 

6 

40 

2.5 

9 

~l.4tS 

-4-4. 485 

4 

9 

0.5 

<0 

-4.88 

-(-4.60 

i 

K 

ro 

44 

««•  48.888 

■1-8.888 

—44.887 

48 

S9 

4.888 

4t 

-t.88» 

•4-8.84« 

-4.8SS 

B 

45 

4. «87 

i9 

4-0,567 

-r3S3 

-1-0.746 

4 

8 

0.183 

44 

—  0.833 

-  1.733 

-(-8  566 

9 

6 

0  667 

43 

-0.84 

•4-8. 94 

-8.17 

4 

S 

0.888 

46 

•^0.866 

-4-0.367 

-4.43S 

9 

6 

0.667 

47 

-(■4.087 

•4-0.446 

—  ^  .<83 

4 

S 

0.133 

48 

-4.948 

•4-8.195 

•»-8.988 

-8.945 

i 

8 

0.8 

49 

-4.Wt 

••-8.488 

-8.848 

•4-8.488 

4 

4 

8.t8 

30 

•t-2  70 

-4.80 

—  4.48 

•|>t.70 

8 

8 

8.8 

II 

+  l.«45 

-4. «55 

-8.788 

•1-4.848 

8 

8 

8.i 

!,ete. 

•1-4  8*988 

-88''704 

4  05 

47 

48 

88 

88 

88 

84 

-(-6"749    -4''8f8  ' 
88  88 
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Die  BerechouQg  der  {pp),  {pp),  etc.  gab  die  nachfolgeodea  Wertbe 
derselben, 

V  P 


9 

r 

p 

K 
p 

5: 

P 

6.5833 

i.5 

6.0 

0 

0 

40.4667 

0.75 

1.5 

2.0 

14.0833 

3.75 

2.6667 
5.3333 
7.75 
20.4167 

1.4167 

t.3333 
5.5 

9.9167 
12.0833 
20.75 

Da  hier  (pp"\  und  }  Null  sind,  so  tritt  der  im  Art.  76  vorgese- 
hene Fall  ein ,  dass  die  l^estimmung  der  iV,  N',  N"  bei  der  oben  ge- 
wählten Reihenfolge  der  Richtungen  unmöglich  wird,  at)cr  man  sieht 
sogleich,  dass  die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung  wieder  herbei  gefUhit 
wird ,  wenn  man  die  Aufeinanderfolge  der  Richtungen  (3)  und  (4)  um- 
wechselt. Man  brauchl  deshalb  die  Tafelchen  nicht  umzuschreiben,  son- 
dern die  Andeutungen,  die  ich  oben  binzogefligt  habe,  gniigen  vollstän- 
dig. Nar  muss  man  jetzt  die  neuen  Nummern  dieser  beiden  Ricbtoogen 
bis  ans  Ende  der  ganzen  Rechnung  unverSndert  beibehalten.  Diesem 
entq>reohend  ergaben  sich  nun  die  numerischen  Werthe  der  /V,  N\  etc. 
wie  folgt, 

N   8  4.5,  iV  =  3.0 
JT  s  0.5  .   iV"  s  0 

und  die  der  Coefßcienten  (aa),  (66,1),  etc.,  wobei  jedoch  zu  bemerken 
ist,  dass  ich  bez.  4,  S,  3,  4,  o,  6  statt  a,  b,  f  geschrieben  habe, 

und  damit  fortfahren  werde ,  da  mir  in  der  Anwendung  diese  Bezeich- 
Dong  zwecimiJIssiger  scheint  wie  jene,  die  nur  bei  der  Herieitung  der 
Fonnelo  den  Vorzug  verdiente.  In  der  Folge  muss  man  daher  unter 

iUl),  (2.2,1),  (2.3,1),  etc.  (2,/,1) 

(3,3,2),  (3,4.2),  etc.  (3,/,2) 

(4,4,3),  etc.  (4.A3) 
etc. 

jene  Coeificienten  verstehen. 
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1 

f 

• 

1  • 

V 

»   1  ' 

i 

12.6667 

0 

0 

0 

0 

0 

—  9"220 

2 

19.0 

0 

0 

4.8333 

1.5 

H-1 3.523 

3 

214667 

— Ä.0 

—6.5 

*9.»i44 

-h  6.74SI 

4 

418333 

^5.3333 

—5.5 

—  4.324 

a 

37.8333 

—9.7222 

+15.983 

b 

31.U20 

—22.704 

l 

174.367 
* 

Durch  die  Aafliteiing  der  Gleichnngen,  die  Ton  diesen  Goelficien- 
ien  gebildet  werden,  ergaben  sich  nach  und  nach  in  voHsCIndiger  Au^ 
xählaog 

-|-(9.86207) 

—(9.40550).    »(8.89734).  —(9.85233) 
+(9.46721). 


ww 

f 

0, 


-(8.95533) . 


•(9.62948) .  —(9.48309) 


•(9.67014). 


.(9.70073) ,  +(9.46777) 

f  X 
.(9.69573) .  —(9.60243) 


l 

-l-(O.0I274) 

wo  die  in  Klammem  eingeschlossenen  Zahlen  die  Logarithmen  sind,  femer 
42.6667 

(t.2.4) 
49.0 


(1,/) 

—9.220 

(«A<) 

(2.6,4) 

(U1) 

-1-4.8333, 

+4.5. 

+4  3.523 

(3,a,2) 

(3.4,2) 

(3./.2) 

-6.5. 

—9.4444, 

-h6.746 

(4,a,3) 

(4.6,3) 

(4>'.3) 

—5.9198. 

—6.3528, 

—3.746 

'aa.K) 

(fl6,4) 

31.9281. 

—  15.8451,  H-12.782 

(66.5) 

(6/,:;;. 

45.9468, 

—IG. 422 

(//,6) 

132.861 

AbbaudI   d.  h.  S.  UcMlIsrh.  •).  \Vi«»eu»ch.  Xlll. 
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und  ausserdem  nocli 

/T  «  0  ,    f  =  —  (9.4üöoO)  ,    ^  =  —  (9.31 2 17,. 

/  =  +  (9.52562) .    /  s  H-  (9.80472) 

«r  —  -h  (9.86583) 

Hieraus  erhiell  ich  die  VerbesseruDgen  der  Richtungen  und  die  Wertbe 
derselben  nach  der  Ausgleichung  auf  der  Station  wie  folgt: 


«■(1)  =  —  n'72S  .  y{\) 

Oa  40*  9  "272 

ii''r>  =  -h  0.821  .  yri] 

m  20  52.821 

w  lij  =  —  0.245  ,    ff  :V 

■iOö  51  30.755 

w[i)  =  —  0.8G3i  ,  f/{4; 

215  58  iG.l.iS 

M-frt)  =  —  0.11  f  . 

106    5  28.889 

tt?(6)  B  —  i.oao ,  #) 

269  57  21.970 

womit  diese  Rechnung  geschlossen  ist. 

85. 

Da  ich  bei  der  Berechnung  der  Ausgleichung  auf  der  Station  (I] 
ausAibrIieh  gewesen  bin«  so  kann  ich  die  Obrigen  Stationen  kttner  dar- 
stellen. Für  die  Beobachtungen  auf  der  Station  (2)  sb  Warte  wurden  die 
folgenden  Bezeichnungen  angewandt 

(1)  Richtung  nach  der  Station  (1) 

(2)  »        »     »       »  (3) 

(3)  »        »     »       »  (5) 

(4)  »        »     »      »  (4) 
Ueberzälilige  Punkte  sind  hier  nicht  vorhanden.  Die  beiden  Tafelchen, 
die  die  Vorbereilung  der  BeubaciUuogen  eulhalten,  siud  hier  die  fol- 
gendeu. 

Station  (2). 


r 

Vorl.  WertlM 

Annhl  d.  Beob.  n. 

die  San 

1 

1  * 

• 

1  " 

1  « 

1  • 

1 

« 

(<) 

27"ü5'  7" 

2"8ü 

4  20 

2''ö0 

3  70 

2"10 

3"20 

(2) 

45  16  351 

,6.20 

4'00 

3.60 

2.95 

64  33  36 

8.00 

21*50 

4.70 

7.60 

1.90 

7.20 

(*) 

34217  12 

3.35 

0.00 

0.10 

3.60 

5.60 

S 

«1 

9.00 

12.20 

6.05 

21.50 

8.50 

15.2 

7.60 

4.50 

6.10 

3.025 

10.75 

2.833 

5.067 

2.633 

4.738 
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Nr. 

pi' 

pr 

p 

p 

p*:P 

1 

— rioo 

+r760 

— 

— 

4 

^  -  ^ 
8 

■■  1 

2.0 

2 

—  1.900 

+1*900 

6 

12 

3.0 

3 

—0.525 

.  

+0"Ö25 

15 

30 

7.5 

4 

—  10.750 

Iii! 

i4 

6.0 

5 

+0.867 

4-l.«G6 

—2.733 

2 

6 

0.6667 

6 

—  1.067 

+  2.533 

—  1.466 

6 

0.6667 

7 

—0.433 

+1.066 

—0.633 

1 

3 

0.3333 

8 

—1.638 

—1.787 

+2.462 

+0  863 

2 

8 

0.5 

(lar),elc. 

— 6'229 

— 0'088 

+18'878 

— IS'BÖI 

"97 

0,  etc. 

30 

9 

25 

33 

Hieraus  ergeben  sich  erstens  die  folgenden  uuiiieriscben  VVerlbe  der 


p  f 

p 

1 

p 
p 

p 

U.O  2.8333 

1  3.5 

1 
j 
1 

4.5 
1.5 
11.1667 

8.6667 
1.1667 

7.8333 

15.3333 

ferner 

JVas  2.911Ö,  N  —  0.9718,  if'  ^  1.6435,  «  2.9726 
oiiddie(l.l),  (2.2,1),  etc. 


1  • 

t 

t 

4 

III  III 

1 

1 

24.5 

0 

0 

0 

-5*229 

2 

6.4444 

0 

1.7272 

—0.088 

3 

16.2156 

—3.2451 

+  18.878 

i 

26.5032 

—  13.561 

i 

40.558 

Die  AuflOsoDg  der  GleichongeD  giebt  die  Hol&grOsseD 

(1.1)  =  24.0  ,       (2.2,1)  =  6.4444  ,     (3,3,2)  =  16.2156 
(4,4,3)  =  25.3936  .     (//.4)  =  13.713  . 

log^r  =  9.42690«,    log/'  =  9.30129 
die  weiter  unten  wieder  gebraucht  werden .  nebst 

51  • 
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[132 


0"2I3,  y{\) 

0.089  ,  y;2} 
1.087. 

0.384,  y(4) 

86. 


27»  55'  «"787 

45  IG  35.089 

53  37.087 

342  17  11.616 


Die  auf  der  Station  (3) » loselsber^  beobaclileteo  RichiuogeD  anit 
wie  folgt  beseiclinet  worden, 

(4) .  .  Richtung  nach  der  Slatloo  (5) 
(2)..       »       »    »      »  (1) 
(8)..       »       •    .      »  (4) 
uiul  die  ücobachlungen  gaben  die  folgenden  Zahlenwerthe 

Station  (3). 


(1) 
(2) 
(3) 


Tori.  WartiM  H  Aniabl  d.  Beob.  n.  di«  Samman  dart. 


44 


179«  43'  9*  9*40 
243  45  35  I  1.70 
S68  36  "0  - 

S  1110 


rso 

2.90 

7.4Ö~ 

37700 


roo 

1.18 
2.  IS 
1.090 


2"10 
3.39 

röX8 
3.560 


Nr. 

fi 

pt" 

P 

p 

p«:  P 

1 

-H3'850 

—3*850 

U 

28 

7.0~''| 

2 

-1-0.800 

— o"soo 

5 

10 

2.5 

3 

—0.090 

-1-0.090 

9 

18 

4.5 

4 

—  1.460 

—0  170 

+  1.630 

5 

15 

1.6661 

{Ix),  etc. 

-♦.3"  190 

—  4110 

-|-0"920 

71 

1 

Q.  etc. 

2i 

19 

i 

Biemit  belcommt  man 


9 

p 

p" 

p 

f 

K 

p 

11.1667 

8.(5667 
43.4667 

4.1667 

r,  1007 

s.(.nfi7 
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IS  =  2.4199  ,   N'  =  3.58i8  .   iV"  =  1.7219 
(4,4)  s  48.6893 
(2.2,4)  »  27.6600 

(3,3,2)  s  43.2982  .  (U)  »  3.340  ,  (ü.d)  «  2.420 

tt'(1)  =  -h  0"17i  ,  y{\)  =  179<»43'  9171 
«,(2)  =  —  0.149  .  =  243  45  34.854 

«»(3)  =  -I-  0.069  .    2^(3)  =«  208  3ö  50.069 

87. 

Die  auf  der  Statiun  (4)  =  Wachseoburg  beobachteten  RichtuDgeo 
sind  wie  folgt  bezeichnet  wordea. 

(4)  ..  RicbtuDg  nach  der  Station  (3) 

(2)  ..      »       «     1      >  (4) 

(3)  ..      »       »     •      .  (2) 

und  die  Beobachtungen  gaben  die  folgendeD  Zablenvverthe,' 


Station  (4). 


r 

Vorl.  Werlh« 

Aorabl  d.  Beob.  n.  d.  Saamra  den. 

1 

1  • 

t 

< 

{«) 

(2) 

88«>37'44" 
128  58  0 
170  26  40 

5'8r> 

0.00 

_ 

1.80 

O.Ofl 
^1.02 

reo 

1.90 

o.uo 

S 

5.85 

4.30 

21.02 

3.50 

M 

1  2.925 

2.4  äO 

10.Ö40 

4.467 

Nr. 

pi 

p 

p 

p»;  P 

4 

-l-r925 

—2*925 

9 

48 

4.5 

2 

+0.3Ö 

— 0'35 

5 

40 

2.5 

3 

—  10.51 

+  10.51 

7 

14 

3.5 

4 

+0.433 

+0.733 

—  1.166 

1 

3 

0.3333 

,  etc. 

H-a.708 

—  12  702 

+  8"994 

43 

.  etc. 

4o 

43 
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P        1  f 

p 

t 

p 

n 

" 

7.3333 

4.8333 
8.3333 

2,8333 
3.8333 
6.3333 

N  =  1.8001  .    N'  =  2.5572  ,    iT  =  1.4991 

(1,1)  =  11.^393 

(2.2.1)  =  15. 20  Gl 

(3.3.2)  SB    8.9139,    (/Q  «  3ä.594  .    (//.3)  =  U.6S6 

w(l)  «  -1-  0"330,  »  88«37'4r330 
tp(2}  s  ~  0.835,  y(2)  —  128  S7  59.16$ 
10(3)  »  +  1.009,    y(3)  s  170  26  41.009 

88. 

Die  auf  der  Stalion  (5)  s  Horselsberg  beobachtetoD  RichtungeB 
sind  wie  folgt  bezeichnet  worden, 

(1)  . .  Richtung  nach  der  Station  (2) 

(2)  . .       »        »     »       »      ( I ) 

(3]  , .       »        »      «       »  (3] 
und  die  BeobacblUDgen  gaben  die  folgenden  Zahleowcrlhe, 


Station  (5). 


r 

Vori.  W«rtbe  '! 

■1 

Aatahl  d.  Ba»b.  o.  d.  SuniDea  <ters. 

!' 

9 

(TT 

252»  59' 37" 

8"00 

rso 

(2) 

276  32  47  , 

0.00 

0  00 

(3) 

359  40  37  , 

0.65 

31.15 

1 

S  i 

8.00 

3.15 

31.15 

4.00 

1.575 

15.575 

Nr. 

P* 

pf' 

9 

p 

1     ^:  F 

1 

-l-4'OO 

—4*00 

9 

18 

4.5 

2 

+0.925 

— 0*925 

5 

10 

2..-) 

3 

—  15.575 

+  15.575 

II 

22 

5.5 

(Ar),  etc. 

+  4.920 

—  iy.5"75 

H- 14  650 

50 

etc. 

1  i 

1  (•) 
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p 
p 

H 

V 

p 

p' 

p" 

7.0 

4.5 

iO.O 

2.5 
5.5 
8.0 

^al  1.4302,   ^'«3.UC4,    iV"»  1.7480 

(1,1)8  9.0i55 

(2.2.1)  =  19.9000 

(3.3.2)  =  M.0556  ,  {U)  =  48.002  .  (//,3)  =  G.652 

,r  lj  =  -h  O'öH  ,  f/  I)  =  252"59'37"54i 
w  i]  =  —  0  y.si  ,  yiXj  =  276  32  4fi.016 
w{3}  —       l.im  ,  =s  a.)9  40  38.ä2i5 

89. 

Stellen  wir  nun  die  oben  eihalleneo  Rosnllale  der  Ausiiieichungen 
auf  den  Stalioncii  zufUinincu  .  und  fügen  dm  llul^^g^ü^se^  IiId/u,  die  im 
zweiten  Itieile  der  Auf lOüUDg  unserer  Aufi^abG  gebraucht  \\  orden. 

Siation  Seeberg  ^(1) 

y(1),  «  63*40'  9^272 

y(2),  96  29  52.821 

1/(3 ,  s:  308  51  36.755 

y(4),  =  215  58  16.138 

=  106    5  28.S8«) 

tj  b)^  =  269  57  21.Ü7Ü 

(M),  =  (1.10266),  (4.4,3),  =  (1.10219) 

(2.2.1)  ,  =  (1.27875),  (a.d.  4),  =  (1. 50417) 

(3.3.2)  ,  =  (1.34570)  ,  {bM)i  =  (1<^<>^^S) 
0,  -+(8.95533) 

=-(9.40550),      =  +  ;9.52562),  ^',-+(9.67011) 
/i',  =  -(9,312n;,        +(9.80472),  r), -+(9. 86583).  +(9.69573) 

Station  Warte  =  (2) 
=    27"  55'  6"7S7 
;/(:>,..  =    45  16  ;i",.(iS9 
//(;{),  SB    64  53  37.087 
^{4)2  =  342  17  41.616 
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(1.1)2  s  (1.38917).    (3.3,2)8  »  (1.20993) 
(2Xi}t  a  (0.80918)  .   (i.M),  =  (1.40472) 
■  »  —  (9.42690)  ,         -=  +  (9.30129) 

Slalion  Inselsberg  =  (3) 
y(1)3  =  179H3'  9"t7l 
i/(i}3  =  213  45  3i.851 
y(3}s  «  :e68  36  50.069 
(1,1),  »  (1,27159) 
(2,2.1),  «  (1.44185) 
(3»3.2)s  =  (1.12378) 

Station  Wachsenburg  =  (4) 
y{1)4  =    88"37' 44  330 
y(2)4  =  liH  57  59.165 
y(3)4  =  170  26  i  1.009 

(1.1)4  =  (1.05073) 

(2.2.1)  4  =  (1.18201) 

(3.3.2)  «  =  (0.95006) 
Stalion  H0r8eUberg»(5) 
y(1)*  «  252*59' 37''544 
y(2),  =  276  32  46.016 
y(3)5  =  359  40  38  325 

(1,1)5  =  (0.115641) 

(2.2.1)  i  =  ff. 29889) 

(3.3.2)  5  =  (1.04356) 

Zur  Bereclinung  des  niitüeren  Fehlers  wird  ausserdem  noch  dieSomme 
der  (//,fi)  gebraucht,  die  ich  hier  mit  bezeichnen  will.  In  unserm 
Beispiel  haben  wir  oben  erhalten, 

{üfi)t  »  132.861 

(iU),  3s  13.713 

(«,3),  B  2.120 

(/U)4  s  14.686 

(//,3)5  =  6.652 

Wo  =  170.032 

Hiemit  ist  der  erste  Iheil  der  Auflösung  onserer  Aufgabe  vollständig 
beendigt. 
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90. 

Mit  dem  Vorbergebeodeo  isi  zwar  unser  Beispiel  io  Bezug  auf  deo 
ersten  Tbeil  der  AnflOsong  unserer  Aufgabe  vollstSndig  ausgeführt,  da 
auch  die  Berechnung  der  mit  ihren  Gewichten  roultiplicirten  Summe  der 

der  Quadrate  der  übrigbleibenden  Fehler  hmzugefllgl  worden  \>\.  Khe 
ich  aber  zum  zweiten  Theil  der  Auflösung  (iboigclio  %vill  ich  noch  /eigen, 
%vie  man  die  im  Art.  65  eingeführten  .  und  mit  u  .  u  etc.  bezeichneten 
Grössen  berechnen  ivann.  Im  Allgemeinen  braucht  man  die  VVerthe  die- 
ser nicht  zu  kennen  ,  allein  es  können  Falle  eintreten,  wo  man  sie  ken- 
nen zu  lernen  wünscht,  z.  B.  wenn  man  die  von  der  Ausgleichung  auf 
den  Stationen  herrührenden  Theile  der  Summen  der  Fehlerquadrate, 
nicbt  nur  durch  das  im  Vorhergehenden  daftlr  gegebene  Ver&hren,  son- 
dern auch  direct  berechnen  will.  Zur  Bezeichnung  der  u  werde  ich  jetzt 
ti(m),  wählen,  wo  m  die  laufende  Summe  der  Gruppe  von  Gyris,  und  t 
wieder  die  Stationsnommer  bezeicbnet.  Nehmen  wir  nun  wie  früher  an, 
daaa 

p   SS  p*  sai  p"  mm  elC. 

Ps  =  p!  =  P"  = 
etc. 

so  geben  die  Gleichungeo  (63)  zur  Berechnung  der  u{m),  den  folgenden 
allgemeinen  Ausdruck 

wo  w{r),  wieder  die  Verbesserung  der  Riehl ungen  auf  den  Stationen  be* 
zeichnet,  und  unter  dem  Sammenzeichen  nur  die  in  der  betr.  Gmppe 
von  Gyris  vorhandenen  Richtungen  aufgenommen  werden  diii Ten.  z.  15. 

m(1),  =  —  i{tv{a]i  +w{b),)  =  +  0"Ö71 

u(9),  =  —  i(iKa),      w(4)i)  =  H-  0.021 

ti(U)i  =  —  i(«'(3),  -h  tt-fi),  -h  tt-(a)i)  s  +  O.iOr, 

11(21).  =  —  i(iir(1)»  -I-  w(2).  +  »(4)t  -h  ar(a).)  =  +  0.220 

1^  ^  ^w{i)t  H-  +  0.06S 

«(4)2  »  ~  f  (i»(3)j  +  »(4),)  ^  -  0.362 

«(8),  ^  -  i(tt(l),  -f.  »(2),  -h  »(3),  +  »(4)j)  =  -  0,U5 

»(<),  a  —  i[w{\),  -h  u'(2)3)  s  -  QMi 

u{i]i  =s  —  i(»A't1j3  +  «'.2)3  -I-  «'(3)3)  =B  —  0.030 

n.  8.  w.  Wenn  die  oben  unter  den  Gewichten  p  angenommenen  Rela- 
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tioneo  nicht  statlfindeo ,  so  erkennt  man  ans  den  AosdrttckeD  (65)  leicht 
wie  verfahren  werden  muss. 

91. 

Die  Ahanderungea,  die  der  zweite  Theil  der  Anfkteang  der  allge- 
meinen AufgJil>e  in  der  Anwendung  auf  die  Oeodösie  erfthrt ,  sind  von 

der  BeschalTenlifit ,  dass  sie  aui  Kiiifachslm  diucli  ein  Beispiel  eingese- 
hen werden;  es  soll  dalier  das  itti  Vorhergehenden  angel  ne  Bei- 
spiel sogleich  fortgesetzt,  und  die  anzuwendenden  Ausdrücke  solleo  an 
den  betreffenden  Stellen  erläutert  werden. 

Vor  Allem  sind  nun  die  Hc^fn  .:iiiig>-UM(  himgcn ,  die  das  Dreiecks- 
nelz  liefert,  anfziisuchen  und  aiil/ii.vl  ollen,  und  dazu  ist  eine  Figur  dem- 
selben sehr  dienlich,  die  jedoch  auf  keine  sonderliche  Genauigkeit  io 
Betreff  ihrer  Verhältnisse  Anspruch  zu  machen  braucht.  Es  ist  ausrei- 
chend, wenn  sie  alle  Dreiecke  ihrer  ohogef^hrrn  Lage  nach,  so  wie  die 
An!;aben  aller  heobaciiteien  Ui(  htungen  oder  Winkel  enthalt.  Fttr  ODser 
Beispiel  i:it  die  folgende  Figur  eine  solche. 


Um  die  Zahl  der  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  zu  erhalten 
muss  mau  das  Dreieoksnotz  als  ein  Poh  iron  von  eben  so  vielen  Seiten 
betrachten,  als  Dreiecksi)unkte  vorhanden  sind,  und  von  dem  Grund- 
satz ausgehen ,  dass  ein  Polygon  von  n  Seiten  völlig  bestimmt  ist,  wenn 
man  in  demselben  ausser  Einer  Seite  S(fi — %)  von  einander  unabhängige 
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Winkel  kennt.  Sei  nun  die  Anzahl  aller  beobachlelen  Richtungen  m,  die 
\or  Allem  so  heschaflen  seiD  müssen,  dass  das  Dreiecksnelz  in  keinem 
seiner  Punkte  unbeBtimmt  wird,  und  darunter  9  tbeils  willktthrlicbe  Ridn 
tanj^en,  thefls  solche,  die  nicht  nach  Dreieckspunkten  hinzielen «  dann 
wird  die  Anzahl  der  vorhandenen  Bedingungsgletchungen 

In  nnserm  Beispiel  ist  m  49,  und  da  auf  jeder  Station  Eine 
Richtung  willkQhrlich  ist,  und  ausserdem  die  zwei  Richtungen  und 
{b)i  vorkommen,  die  nach  keinem  Dreieckspunkte  hinzielen,  so  ist  ^  s  7, 
femer  ist  hier  »  &s  5,  und  folglich  sind  6  von  einander  unabhängige 
Bedin£!;ungsgleiclmngen  vorbanden. 

Die  BeHinj^unETsprlpichnnecn ,  «lie  oin  Dreiecksnetz  flnr  l)ietet.  zer- 
fallen in  zwei  rj;»tliingen,  erstens  in  die,  welche  die  Summen  der  Winkel 
der  Drei-  oder  Mehrecke  gelten,  und  die  man  die  Win kelgleichun- 
gen  nennt,  und  zweitens  in  die,  welche  die  Pro[)orlionalitat  der  Sinusse 
der  Winkel  und  der  gegenüber  liegenden  Seilen  darbietet,  nachdem  dar- 
aus die  Seiten  eliminirt  worden  sind;  diese  nennt  man  die  Sei ten glei- 
ch un  gen.  Man  hat  bei  der  Aufstellung  derselben  darauf  zu  sehen,  dass 
keine  in  den  übrigen  eni halten  sei,  und  dieses  ist  leicht  zu  erreichen,  wenn 
man  das  Dreiecksnetz  nach  und  nach  aus  einem  einzigen  seiner  Dreiecke 
zusammen  setzt.  Das  Dreieck,  welches  man  hiebei  als  Grundlage  wühlt, 
kann  man  aus  allen  vorhandenen  beliebig  auswählen.  Dieses  Dreieck 
kann  höchstens  Eine  Witikelgleiclinti^'  ^i  hcn.  Knüpft  m;in  nun  eist  einen 
viorlon  Punkt  daran,  und  findet  in  drn  vorhaiidonon  Hcobarhtunsen, 
(lass  zur  Bestimmiinf;  dossctben /i  Winkel  naeli  deinspllion.  wud  i  Winkel 
von  demselben  beobachtet  worden  sind,  so  bietet  er  k-^l  —  :ü  Bedin- 
gungsgleichungen  dar,  unter  welchen  sich  höchstens  /  Winkelirloirhnnücn 
befinden,  wübrcnd  die  übrigen  k  —  i  Seitoni^leichungen  sind.  Es  kann 
sich  jedoch  auch  ereignen ,  dass  die  Anzahl  der  Wiakelgleicbungen  klei- 
ner  wie  /,  und  die  Zahl  der  Seitengleichungen  dem  entsprechend  gros- 
ser wie  ft— S  wird.  Die  Anknüpfung  eines  fünften,  sechsten,  u.  s.  w. 
Punktes  wird  eben  so  behandelt,  bis  das  ganze  Dreiecksnetz  erschöpft 
ist.  Die  oben  angegebene  Anzahl  aller  Bedingungsgleichungen,  die  man 
auch  auf  beliebige  Theile  des  Netzes  anwenden  kann,  gewahrt  eine  Gon- 
tfole  dafitr,  dass  man  nicht  zu  viele  oder  zu  wenige  üedingungsgleichua- 
geu  angesetzt  liat. 
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Wenden  wir  diese  Satze  auf  dio  obige  Figur  an ,  indem  wir  vom 
Dreiecke  (1).  -3),  (4)  ausgehen.  Da  in  diesem  alle  tiiei  Winkel  beobach- 
tet worden  sind,  so  giebl  es  die  einzig  mögliche  Bedingungsgleichung 

(1),  -  (3)t  ^  (3),  -  (8),  +  (2)4  -       -        0'  0-634  «  0 

indem  0''634  der  sphSrische  Excess  dieses  Dreiecks  ist.  KnUpfeo  wir 
hieran  den  Dreieckspunkt  (6),  so  zeigt  die  Figur»  dass  nach  demselben 
2.  und  von  demselben  i  Winkel  beobachtet  worden  sind.  Dieser  Pnnkt 
giebt  daher  nur  Eine  Winkelgleichung,  nemüeh 

fi\  —  '\\  +  (2),  —  (i)3  +  (3).  —  (2)5  —  480"  0'  0        =  0 

Wird  hierauf  der  Dreieckspunkt  (2)  angeknüpft,  so  zeigt  die  Figur,  dass 
nach  demselben  3,  und  von  demselben  3  Winkel  beobachtet  worden 
sind.  Hierauf  giebt  die  Figur  femer  so  erkennen,  dass  statt  der  3  Win- 
kelgleicbungen.  und  der  einen  Seitengleichung,  die  vermöge  der  allge- 
meinen Regel  vorbanden  sein  sollten,  in  der  Tbat  2  Winkel-  und  %  Sei- 
(engleicfanngen  vorhanden  sind.  Diese  sind 

(4),  —  (2),  -h  (3)2  -  ^1)2  -I-  {2)5  -  (f),  —  180»  0'  O'SIO  s  0 
-  (4),  +  {1)2  -  (4)2  -h  (3)i  -  (2)4  -  180  0  0.420  «  0 

log  .  sin  [(21,  -  (i),]  sin  [(2:2  -  (1)2]  sin  [{8)5  -  (1)5] 

-  log  .  sin  L(4),  -  (1),]  sin  [(8)2  -  (2}j]  sin  [(3)^  -  (2)*]  =  0 

log  .  Sin  [(1)t  -  (3),]  sin  [(2),  -  ii)t]  sin  [{Z),  -  (l« 

-  log  .  sin  [(4)i  -  (Ol]  sin  [(2),  -  (4),]  sin  [(2)*  -  (l^  =  0 

Diese  beiden  Seitengleichungen  entstehen  aus  den  Dreiecken  (1}(2](3), 
{2)(3,(3),  (1)(3}(5).  und  (1)(2)(3),  (2)(3)(4),  (l)(3)(4},  und  ich  habe  sie  so- 
gleich in  logarilhmischer  Form  angesetzt,  weif  sie  in  dieser  am  Einfach- 
sten behantlelt  werden  können.  Mit  den  vorstehenden  Gleichungen  ist 
die  Zahl  0  erfUlU,  die  vorher  bestiauni  wurde. 

92. 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  muss  nun  zuerst  jede  Bedingoogs- 
gleicbung  auf  die  Form 

0  «  F  +  2^9(r), .  d(r). 

gebracht  werden,  wenn  d{r),  irgend  welche  Aenderangen  der  Richtun- 
gen, und  F  so  wie  <j{r),  bestimmte  numerische  Grossen  bezeichnen;  letz- 
tere sind  identisch  mit  den  im  Art.  31  u.  f.  7,  q,  etc.  r,  r,  etc.  etc.  be- 
nanntcD  CoeflicienteB,  und  die  F  sind  im  Art.  M  erkifirt.  Wu*  bekom- 
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men  demzufolge  die  vorstebeode  Form  durch  die  SubsUlulion  des  all- 
gemeinen Ausdrncks 

flir  die  Richtungen,  dio  im  vor.  Art.  schlechtweg  mit  (r),  bezeichnet 
worden  sind,  und  dabei  nur  dio  cititcn  Polenzen  der  (i  r ,  Ijcrücksich- 
tigen.  Die  Substitution  der  im  Art.  S9  /zusammen  gestellten  Werthe  der 
y{r),  in  die  strengen  Ausdrücke  der  Bedingungsgleichungen  des  vor. 
Art.  giebt  die  Werthe  der  F,  wobei  in  grösseren  Dreiecken  erforderlich 
werden  kann«  noch  folgende  Hoductioneo  anzubringen:  die  BerUcksirli- 
tigung  der  Unterschiede  zwischen  den  astronomischen  und  dem  geodu- 
tiscben  Azimotbea,  und  die  des  spbKroidiscben  Üeberschusses  in  Bezug 
auf  die  Kugel*).  Man  bat  frtlher  vorgeschrieben  in  den  Seilengleicbun- 
gen  von  jedem  Winkel  den  dritten  Tbdl  des  sphärischen  Ueberscbasses 
abzuziehen,  allein  dieses  ist  ttberflossig,  da  sie  sowohl  tfw  die  Kugel  wie 
fUr  die  Ebene  gelten. 

Die  Coefficieoten  q{r),  bekommt  man  durch  die  Ditferenliation  der 
Bedingungsgleichungen,  und  in  den  Winkelgleicbungen  haben  sie  immer 
theils  die  Werthe  + 1 ,  theils  —  4.  Dieselben  Coefficieot^  der  Seiten- 
gleichungen kann  man  auf  zwei  verschiedene  Arten  berechnen.  Sie  sind 
einesUieils  die  Difrereiiz  des  belr.  log  sin  für  Eine  Secunde  des  Bogens, 
und  anderentheils  sind  sie  der  Colangente  des  Winkels,  mit  einer  Con- 
fitante  multiplicirt  eleich.  Damit  in  den  F  die  siebente  Stelle  des  Briggi- 
schen Loganilimns  und  in  (\  Vi,  die  Secunde  zur  Einlieil  werden,  müs- 
sen die  Cotani^enten  der  Winkel  mit  der  Cooslante  multiplicirt  werden, 
deren  log  =  1.32335  ii?t. 

Es  ist  gänzlich  einerlei,  welches  dieser  beiden  Ver- 
fahren man  zur  Berechnung  die&er  Goefficienten  anwen- 
det, wenn  man  diese  nur  in  einer  hinreichenden  Anzahl 
von  Stellen  richtig  berechnet. 

Gleichwie  im  Vorhergehenden  die  Richtungen  und  die  Stationen 
mit  fortlaufenden  arabischen  Ziffern  bezeichnet  worden,  eben  so  sollen 
von  nun  an  die  Bediogungsgleichungen,  in  der  Reihenfolge  in  der  man 
ffle  angestellt  bat,  mit  fortlaufenden  römischen  Ziffern  bezeichnet  wer- 
den, und  diese  Bezeichnung  sowohl  wie  jene  soll,  in  allen  Httlfsgrtfssen, 
die  noch  in  Betracht  kommen,  statt  der  bei  der  Entwidcelung  des  Ver- 
fohrens  eingefiihrten.  angewandt  werden. 

*)  S.  G«od»Usche  Untersuchungen. 
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Es  sind  daher  zunüchsl  ilie  Resnllate  der  Subslitulion  der  Werthe 
der  ij{r',  Iii  die  ohii;en  BedingUDgsgleic}iiini:eii  niil  F{I),  F[H),  bis  F  VI) 
zu  Itezeicimon ,  und  demselben  Grundsatze  f(%ond,  wird  den  Difletvn- 
tialquotienten,  die  oben  allgemein  mit  </(r),  benannt  worden,  für  die 
erste  BedingungsgleicbuDg  die  Bezeichnung  ^(r,/)..  Tür  die  zweite  qirJJ), 
n.  s.  w.  gegeben  werden.  Die  Substitution  der  ff{r),  gab 

=  +  r936  F{IV}  s  —  2t88 

F(II)  =  -i-i.OfO  F(V)   z=  —99.3 

Filll)  =  +  1.579  F{V7)  =:  —  53.5 

und  die  bescbriebene  Differentiation  gab  zuerst  die  Ausdrücke 

<y(i),-(y(;i),-hd(3)3-()(2)3H-()(2)4-(y(i)4  mr / 

(J(2},— a{l),H-()(2):,— ().:i)3+()(3)5— (J(2)5  nir// 
d(4;,~c)'(2),-|.f)(3),-(i.;i;,+rf(2),-(Jfi>  für  If! 
^(3},— rf{4^,4-,)(l  2— ,J(4\-I-,J(3)4— J(2)4  ftiriV 
-l-32.(i34(J[(2),-(1).]-l-67.360r)[(2),-.(1),]-  ü.;n 0r)[(3}..-(i).,] 
-l-40.106ry[(4),— (1),]  — ö9.073fy[(3),— (2  ,]—  2.536()[(3>.— (2)3]  ftlr  V 
-  9.733(V[(1),-(3),]H-r.7.3G0(y[{2:2-(1)2]-h  3.028()[(3)4— (l)*] 
4  0. 1 06d  [(4}i— ( I       i  0.733<)  [(2)2— (4)2]— 24.7  94d  [(2)4— für  17 

Zuerst  ist  hiebei  zu  bemerken,  dass  die  Coefficlenten  der  Seitengleichnn- 
gen  im  Allgemeinen  viel  grosser  sind  wie  die  der  Winkelgleicbungen, 
und  dieses  wird  immer  der  Fall  sein.  Obgleich  dieser  Umstand  fbr  die 
Erlangung  des  Endresultats  durchaus  von  keiner  Bedeutung  ist,  so  trigt 
er  doch  dazo  bei,  um  die  Becbnungen  etwas  unbequem  zu  machen. 
Nun  ist  aber  leicbt  durch  das  Vorhergehende  sich  davon  zu  oberzeugen, 
dass  man  jede  Bedingung8gleichung  vor  ihrer  Anwendung  mit  einem 
beliebigen  Factor  mulliplicireu  darf,  und  dicf>e  EigurviscLall  kann  mau 
ihv/M  benutzcu,  um  die  Coeflicienten  der  SeiteDgleicbungen  denen  der 
Wiuktilgleicbungea  beilUuiig  gleich  zu  machen. 

Es  sollen  in  Folge  dieser  Bcmorkuti^  die  vorstehenden  Ausdrücke 
für  die  beiden  hier  vorhamit'nen  Seilen^leichtingen  vor  .\llem  iiul  der 
Zahl  50  dividirt  werden,  wodurch  sie  tu  die  fönenden  ubergehen, 

+0.66«68a[(2)i-0)i]+<  .8*7«  <r[(«),-(l)j]-0. 1  S620a [(3)s-{l) J 
+0.80242<J[(4),-(1),]-1.18ll6<)[(3),-(2)J-0.05072d[(3]5-(2)5]  ftr  F 
-0.<9466d[{l)i-(3),]+1.3472  (V[(2)2-(1)2]+0.06056(y[(3)4-(<),] 
♦0.80Ä12df[(4),-(l ji]-0.8U6t)()[(2}2-(4)2]-0.49588d  [(2)4-Ci)J  ftlr  F/ 
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In  Folge  dessen  müssen  die  vorstehenden  Werthe  von  F(V)  und  F{VI) 
mit  derselben  Zahl  dividirt  werden,  und  die  weiter  unten  anzuwendenden 
Werlhe  derselben  sind  also  nicht  die  vorstehenden,  sondern  die  folgenden 

F{V)  —  —1.986  F{y/)  =  — 1.07Ö 

93. 

Fttr  die  Berechnung  eines  so  kleinen  Dreiecksnetses  wie  das  un- 
sers  Beispiels  konnte  man  sich  immerhin  begnügen  die  im  vor.  Art.  er- 
haltenen Ausdrdcke  der  CoefBcienten  der  Bedingungsgleichungcn  blos 
zu  ordnen,  allein  bei  2:rossen  Netzen  wird  man  auf  diese  Art  leicht  die 
Uebersicht  verlieren  k  imen.  Es  ist  daher  stets  angemessen  diese  Coef- 
ficienten,  und  nicht  minder  die  folgenden  Hillfsgr^>sspn  tfd)idarisrh  zu- 
sammen zu  stellen,  wotlurch  man  bewirkt,  da.ss  die  klare  Uehersicht  über 
das  Ganze  nie  verloren  gehen  kann.  Führen  wir  nun  die  im  vor.  Art.  an- 
gekündigte neue  Bezeichnung  dieser  Coefficienten  ein ,  und  setzen  nm  h 
die  Logarithmen  statt  der  Zahlen  an,  so  bekommen  wir  die  folgende  Tafel 
der  Coefficienten  der  obigen  fiedingungsgleichungen. 


r 

log  q'r.l)^ 

lof^gir.II], 

 ] 

lo^  9  [r,ir\ 

log  9fr.  F), 

\ 

■ 

t 

O.n 

0.16280« 

9.99860« 

2 

0. 

O.fi 

9.81470 

3 

0.» 

0. 

9  28926 

i 

0. 

0.11 

9.90424 

9.90424 

1 

2 

o.n 

0. 

0.12943« 

O.I29i3n 

2 

0.40289 

0.0Ö406 

3 

0. 

0.0724211 

4 

0.» 

9.33174 

1 

3 

O.n 

2 

O.n 

0. 

3 

0. 

1 

4 

O.n 

n.6:?H85 

2 

0. 

o.n 

3 

0. 

\ 

5 

O.n 

9.10106 

2 

O.n 

0. 

8.70&23 

3 

0. 

92477811 
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[U4 


94. 

Gleichwie  die  bisher  berechneten  Grossen,  so  können  nach  alle 
folgenden  stalionsweise  aufgestellt  und  berechnet  werden ,  und  die  Be- 
zeichnungen sollen  den  vorher  eingefuhrtoD  analog  eingerichtet  werden. 
Wir  haben  eben 

7(1,/),  ,  9(2,/ 1,  ,  ?('^./)s  .  etc.  stall  7,  g',  q,  elc. 
q{\Jl), .  7(2,//}, ,  7(3,//), ,  etc.  statt  r,  r.  r",  etc. 
etc.  etc. 
des  Arl.  31  ^escliriebcn,  und  tleiiigemüss  weiden  wir  auch 
»^(1./).  ,  i;f2,/\  ,  J?:3./  ,  ,  etc.  statt 
J5l(l,//). .  i][^Jil), »  ^(3,//), ,  elc.  statt  «.  »\  etc. 
etc.  etc. 
des  Art.  40,  so  wie 

f{\J\  ,  f{%I\  ,  /-(S,/).  .  etc.  statt        {ßri\  (xi?).  elc. 
f{\M\ ,  {{Ul), ,  mM), .  etc.  statt  (tm),  iß»),  (y»).  eUs. 
etc.  etc. 
des  Art.  40  sdireiben. 

Es  sollen  nun  die  Ausdrücke  fkir  unser  Beispiel  diesem  entsprechend 
aus  den  allgemeinen  AasdrQcken  ausgeschrieben  werden,  wobei  jedoch 
sogleich  bemerkt  wird»  dass  dieses  nicht  anumgBnglich  nothwendig  ist. 
Weiler  unten  bei  der  Zusammenstellung  aller  anzuwendenden  Formeln 
werden  diese  so  aufgestellt  werden ,  dass  man  sie  auf  die  grOsstmügllche 
TriangolalicMi  anwenden  kann,  ohne  specielle  Aosxdge  daraus  zu  machen. 

Mit  Rtlcksichtnahme  auf  die  Gr^issen ,  von  welchen  bei  der  Erklä- 
rung der  Ausgleichung  auf  den  Stationen  gezeigt  wurde,  da.ss  sie  in  un- 
scrm  Verfahren  immer  Null  werden,  findet  man  aus  den  allgemeinen  Aas- 
drUcken  leicht  die  folgenden,  die  sich  speciell  auf  unser  Beispiel  beziebeo. 

Station  (4) 

9(3./)i  «  9(3./)* 

,(4,/),  =  r^  '  9M1  +  A  .  9(3./)i  -I- 
,      ,(a.l)i  »  /Tt  .  q(%I)t  -h  A  .  ?(3./)i  +  A  .  V(*.flt 
,(6,/)i  «  /ft  .  7(2'^)  +  A  .  g(3,/)i  +      .  9(4,/)i 
indem  in  Bezug  auf  die  überzähligen  Richtungen  immer  q{aJ)u  q{bJ]i, 
etc.  Null  sind. 
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Station  (2) 

=  9(1,/)» 
j2(2,/)2  =  9(2,/), 
,(3,/),  =  </(3,/)2 

,(4./),  .  ß"', .  qi%I)2  +  y\  .  +  ^(4./), 

Stationen  (3).  (4)  und  (5) 

»?(2.i),  =  9(2,/), 

,^(3,/),  ==  7(3./), 
wo  fUr  »  nach  und  nach  3,  4,  5  zu  schreiben  sind. 

Diese  Ausdrücke  sind  speciell  für  die  erste  Bedingiiogsgleichung 
hingeschrieben ,  um  sie  auf  die  übrigen  Bedingungsgleichungca  auszu- 
debDen  ist  weiter  nichts  nölhig  wie  in  denselben  statt  der  Zahl  /  sich 
nach  und  nach  die  ZahJen  //,  ///,  etc.  zu  denken.  Es-  ist  kein  q  als  Null 
angenommen  worden,  da  aber  die  vorstehende  Tafel  zeigt,  dass  viele 
derselben  Null  aind,  so  follen  die  betreffenden  Gtieder  der  vocstehenden 
Aasdrttcke  von  selbst  weg.  Die  Anwendung  derselben  gab  die  folgenden 
Werthe. 


* 

log  »nr,/ij,  ^ 

log  u{r,mi. 

logi,(r,/F), 

log  »3;r.rj, 

1 

2 
3 
4 

a 
h 

\ 

0. 

0.  n 
8.95533n 
9.ö2562n 
9.80472n 

0.  II 

0. 

9.4055011 
9.31  Sl  Tu 

0.  n 
0. 

9.85868 
9.97S87 

0. 

9.95893n 
9.12192« 
8.9839411 

0.16280» 
9.8  U7Ü 

9.90424 
9.32064 
9.65802 

9.99860n 

9.28926 
9.91364 
9.6440S 
9.85315 

1 

2 
3 
4 

2 

0.  « 
0. 

9.301  S9 

0. 

0.  n 

o.i29i;i// 

0.40^:89 

0.0724241 

9.9600911 

O.I21)i3n 
0.0Ö406 

8.94453ii 

1 

2 
3 

3 

0.  n 
0. 

0.  fi 
0. 

1 
2 
3 

4 

0.  «1 
0. 

0.  n 
0. 

9.03885 

9.69538» 

8.78220 

1 

2 

.? 

5 

0.  n 

0 

0.  II 
0. 

9.10106 

8.70Ö23 
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Aus  dem  Art.  40  erballen  wir  ferner  fitr  «nser  Beispiel  die  fotgeo- 
deo  Ausdrucke, 

Statioo  (1) 

l[^J)i «  Q{iJ)i  \ 

s      o(t/)i  +/yr.0(47)i-K/?r.0(a./)t+iy/.(?>./)« 
/{3j),  =  (?(3.')iH-^"'.0(*i).  +i'«^<?(«./)l+y.^0(^x;. 

SiatioQ  (2) 

/ri.i),  -  0(U)i 

/(2,/),«  (?(2,/)2  0(4./)t 

Stationen  (3),  (4).  (5)  ' 

AI,/),  =  QiJh  ! 
/I2./),  =  0(2,/),  I 
/13,/).  -  0(3,/),  ! 

iü  welchen  zar  Abkurzuuij  allgemeio 

gesetzt  worden  ist.  Die  oben  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Bedin- 

gungsgleichungen  aufgestellten  Bemerkungen  haben  hier  auch  volle  Gel-  i 

tung.  Ftir  unser  Beispiel  sind  die  Beeuliale  der  vorstehenden  AosdrQcke  ' 

in  den  folgenden  Tafeln  zusammen  gestellt.  Die  Divisoren  (1>1)^,  (2*2.1)^  j 

(3,3.2),,  etc.  findet  man  im  Art.  89.  | 

I 
I 

I 
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los  Oir  I) 

'"6  VI'  >'/» 

los  O'r  ll\  ' 

1 

Infi  für  III] 
'"6  VI'»«" it  1 

Ina  O'r  IV\ 

— ^-g— —-  ^jjj  41-1 

Inn  Oir  r/'i 

\ 

1 

8.89734 

8.89734n 

1 

-  1 

I 

9.06014«' 

8.89594« 

i 

— 

8.72125 

8.72125» 

8.53595  1 

— 

3 

S.65430n 

— 

— 

8.65430  ' 

1 

7.94356 

4 

7.853 14n 

8.89781 

8.80674» 

8.8020Ö  ■ 

8.81145 

a 

8.021 45n 

7.9013311 

8.35451 

7.61775« 

7.81647 

8.13985 

1 

6 

8.60204» 

8.10949» 


8.77019 

7.7S126fi 

8.45534 

A    A  w  A  ff  M 

8.65047 

1 

— 

8.61083tt 

8.61083 

8.74026« 

8.74026» 

— 

9.59371 

9.S4488 

3 

^^^^ 

8.79007 

— 

S. 86249» 

— 

4 

7.89657 

8.59528n 

8.55537» 

7.53981» 

1 

3 

8.72841« 

— 

— 

O.  t>  'lO  1  OH 

O.OOO  1  o 

3 

8.876?2 

T 

4 

8.94927« 

~8~588T2 

2 

8.81799« 

Ml» 

8.51337» 

9.04994« 

7.83214 

~\ 

T 

9.04351» 

8.14465 

2 

8.70 M  In 

8.701 « 1 

7.40634 

3 

8.95644 

8.20i22n 

r 

s 

log  nrjl). 

log  nr.m). 

log  rir.iv]. 

Iog/Ir,F/), 

1 

8.89734 

8.89734« 

9.06014« 

8.89594» 

8.03664 

8.75814 

8.84805» 

7.36078 

8.42862 

8.10332« 

3 

8.87386» 

8.03663« 

8.71846 

8.5->349 

8.41694 

8.67923 

4 

8.61715»,  8.11976»  9.12342 

8.89364;/ 

8.94156 

9.01732 

a 

8.48224«^  8.15695;y 

8.71  i81 

7.85108« 

S. 31  624 

8.55619 

b 

8.60204» 

8.10949» 

8.77019 

7.781-20« 

8.  i  553  4 

8.65047 

1 

2 

8.6108M« 

8.i;i083 

8.7  4026» 

8.74026« 

2 

7.32347« 

8.02218 

9.60421 

9.24717 

3 

8.80101 

7.89657» 

8.90335» 

6.84110» 

4 

7.89657 

8.59528« 

8.55637» 

7.53981» 

V 

3 

8.72841« 

2 

8.55815» 

8.55815 

3 

8.87622 

T 

4 

8.94927» 

8758812" 

2 

8.81799 

8.81799« 

8.51337« 

3 

9.04994 

7.83214 

— .  

T 

O 

9704359» 

8.14465 

2 

8.70111« 

8.70111 



7.40634 

3 

8.95644 

8.20422« 

52  • 


Digitized  by  Google 


718  P.  A.  Bahsbii, 

Es  sind  nun  die  Eodgleichongeo  zo  blldeo  und  aofeuUssen,  deren 
allgemeine  Aosdrttcke  man  in  den  Artl.  36  und  46  findet.  Die  Coefß- 
denlen  dieser  die  a.  a.  0.  mit  (;^;^;.  {t^x),  etc.  bezeichnet  worden,  sollen 
von  nun  an,  den  Übrigen  Bezeidinnngen  analog,  mit  [IJ],  (IJI),  etc., 
uml  die  Unbekannten  derselben,  die  oben  a  ,  ß  ,  etc.  genannt  wurden, 
mit  (/),  {//},  etc.  bezeichnet  werden  Die  eben  angezogenen  Ausdrücke 
bieten  zwei  verschiedene  Arten  dar.  uiti  die  Coefßcienlen  der  Endi.'l('i- 
cli linken  zu  berecliiun ,  die,  \M'nn  sie  beide  angewandt  werden .  nicht 
nur  diese  Coefficienteu  selijsl ,  sondern  auch  die  vorhergehemieü  Rech- 
nungen, mit  Ausnahme  der  7,  vollständig  controhren.  Jede  dieser  bei- 
den Arten  zerfhül  uberdicsä  io  zwei  Nebenarteu.  Durch  die  Ausdrücke 
des  Art.  bekommt  man 

(/,/)  =  ^-m^j),  .^(lA  +ö(8./),  -v;«.').  +0(3,/),  .i?(3j). 

[ijl)    «  S{Q{iM),  .viU),  +<?(2,if),  .17(2./),  +0(3,//),  .i?(3,/), 
(/,///)  «  ;sr{Q(l. ///),.,(!,/),  +Q(2,///),.,(2,/),  +(Ä3,///),.i?(3J), 
etc.  etc. 

{UM)  =  ^\Q{\,n),^vi^M),  -i-QWs  .v^%ii),+mBh  .»,  3,1/). -I-.  .! 

(//,///)  =   2- ///},. ^X1,//),  +0(2.///),.;/t//},  -l-0;:3.///),.»^l3,//},  H-...j 

etc.  etc. 

(UIMi)  -  -y|0(W/),.fl(<,///),+0(2,l//),.^(2,l//),+0(3.l//),.^^^^^^ 
etc.  etc. 

etc.  etc. 

Die  erwähnte  Nebenart  ergiebt  sieb  daraus .  dass  man  in  diesen  Ana* 
drücken  die  0  und  7/  mit  einander  verweciiseln  darf. 

Die  zweite  Berecbnungsart,  die  sieb  aus  den  Ausdrucken  des  Art. 
3&  eiigiebt,  flihrt  auf  die  folgenden, 
(/,/)      «  Jfc'lrtU),  .?(<,/).  +««./),   .9(2,/),  +r(3,/),   .qi^J),  +..,} 

(IM)    «  ,//).+/•(<,/).  .9(8.//), +A3,/),  ,9(3,//). 

(!,BI)  =  .yjfll,/).  .9(1.ff/),+/'(2,/),  .9(2.ll/),+fi3./),  . 9(3,///),+ , . . | 
etc.  etc. 

(//.//)   »  .S-  \f(i  Jl),  .  9(1 ,//),  +/-(2,//), ,  9(2.//),  +A3.JI),  .  9(3,//),  + . . .  | 

(//,///)  «  ilfil.//),  .9(1 .///),+ A».ff),.9(2./ffW(3>IO.  . 9(3.1//).+  . -i 
etc.  etc. 

(///,///)  =  .ar|rt1,///),.9(1.///).-|-A2,///),.9(2.///),+r(3.///),.9(3.///),+  ...  t 
elf.  etc. 
etc.  etc. 
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Auch  hier  tlurfcn  die  f  und  q  mit  einander  verwechselt  werden.  Wie 
IDDD  sieht  werden  diese  Coefficienten  auch  stationsweise  berorhnet,  nur 
werden  die  Resultate  die  jede  Station  für  jeden  Coefficienten  giebt, 
schliesslich  zu  einander  addirt,  wie  das  Summenzeichen  JS*  anzeigt.  Die 
Endgleicbungen  selbst  nehmen  non  die  folgende  Form  an. 

+  !/.//)(//)    -I-  [IUI]  in,    4-  ....  =  F{1) 
(/,//  (/)  H-  ilUmi)   -h  {lUU)  III)  ^  =  F{II) 

etc.  etc. 

bis  alle  Bedingun^sglelchungen  erschöpft  sind.  Für  nnser  Beispiel  er- 
gaben sieb  die  folgenden  Werthe  dieser  Coefficienten, 


1 

(••,/; 

Ii, II, 

:i,lJI)      1       i./r)      !  (i.V) 

/ 

0.41983 

—0.10422 

— 0.0r)229 

—0.0991:-) 

—  O.t  iO!)7 

—  O.t  9782 

ii 

Ü.3ti661 

—  0. 1  2072 

+0.00229 

-h0.i2313 

-hO.OOGOl 

/// 

0-iÜ«20 

—  0.12927 

-i-O.OJil  1 

-hü.niofj 

IV 

0.3Ö981 

— 0.Ü8Ü3G 

—0.00841 

y 

1.44452 

+0.71132 

VI 

0.478084 

Die  AufUteunp:  der  Endaleicliuni^en  iieschieht  durch  <lie  Ausdrücke, 
die  in  den  Arll.  40  mid  49  aiiti::;estcllt  worden  sind,  nur  ist  in  Bezug  auf 
die  Bezeichnung  zu  bemerken,  dass  man 

(//,//,1) ,  (J/,///,1),  etc.  {111111%),  etc.  etc.  statt 

(xxj) ,     (x;.,  l) ,  etc.     {)lX,^)  ,  etc.  etc. 

ferner 

F{IIl,2),  etc.  statt  G\  H\  etc. 

flo  wie 

(2)i  ,    (3)i  .    (4),  ,  etc.    (3)2  .    '  4).,  .  etc.  etc.  statt 
a' ,     B' ,      c'  ,    etc.    b"  ,     c  ,    etc.  etc. 

schreiben  muss,  da  man  diese  Bezeichnung  unbeschrankt  fortsetzen 
kann,  wahrend  die  Anwendung  von  Buchstaben  durch  die  Ausdehnung 
des  Alphabets  beschrankt  ist. 

Fttr  unser  Beispinl  ergaben  sich  die  folgenden  Werthe,  die  auch 

weiter  untcu  bei  der  Berechnung  der  Gewichte  Anwendung;  finden. 
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(2J,- +(9.39488).  (3),-- 1.(9.09535),  (4),=+(9.37322) .  (5),  =+(9.52606) 
(3)2« +(9.59371),  (4)2-  +  (8.8l627^  (5)j=-(9.it?70 

(4),-+(9.ö6522),  (5),— (9.ouil9j 

(5)«— 1'(9.50551) 

(6)i  ^  -h(9.67320) 
(6),  =  -(S.6d547) 
(6), «.  —(9.57284) 
(6)«  ^  -t-(9.29988) 
(6),  »  —(9.65565).  Bt  »  42.604 

(/./}         =  (9.62;U)7i  ,       (/F,/K.a)  =  ^9.46190) 
SS  (9.03242)  .       (f.F.4)  =(0.12728) 
iWUlS)  =  (9.61 197)  .       (»7,V7,5)  ^8.61013} 

ond  die  ünbekaonten 

(/)   s  -•-(0.41932) 

(//)  s  -h(0.81322) 

(///)  =  +(0.81482) 

{IV)  =  —(0.75236) 

(V)  =  -i-i;o.-2;u')97) 

(V/)  =  ~^o. 88997) 

Da  die  vollstttndige  Summe  der  mii  ihren  Gewichten  molUpUcirten 
Fefalerquadrate 

zum  Ausdruck  hat,  wenn  hier  q  die  Anzahl  der  BedingungsgleichnDgeQ 

bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

n  =  212.636 
mdem  der  Werth  von     schon  im  Art.  89  gegeben  ist. 

96. 

Nennen  wir  nun  den  wahrscbeiolichsten  Werth  einer  Richtnng 
x{r), ,  und  setzen  dem  Vorhergehenden  analog 

<r)s  =  y(r),  —  2(r), 
so  erbfllt  man  die  Werthe  der  «(r),  durch  den  folgenden  allgemeineQ 
Ausdruck 

«W,  =  frJh  •  {')  +  frM)s .  (//)  -I-  HrJII), .  (///)  +  . . . . 
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die  den  letzten  des  Art.  49  entsprir^ht.  Die  Substitution  der  (Ör  unser 
Beispiel  im  Vorhergehenden  eriialumou  numerischen  Weilhe  giebt 

2(1),  =  -|-0''I07  ,  :(l)2  =  -0"165.  z{\),  =  — 0"348 
z(2),  —  -1-0.073  ,  :'2;,  =  —0.751  .  2(2)3  =  +0.U0 
«(3),  =  —0.440  .  1(3),  =  +0.325  ,  «(3),  a=  4-0.498 
2(4)t  8  +0.459  .  »  +0.239 

z(a)i  »  —0.038 
z{b)i  ==  —0.068 

2(1)«  «  -0*534  .   <(4)»  »  — 0'698 
+0.798  .   2(2)i  +0.006 

«(3)4  «  —0.687  .   2(3)«  a  +0.564 

und  durch  Zuziehung  der  im  Art.  89  gegebenen  Werlhe  der  y(r), , 

x{i)i  =  63"  40'  9''IC:i.  J-(1)2  =  27"  55'  6''952 
ar(2),  s  96  29  52.748  .  a:(2)2  =  45  1 0  35.840 
ji{B)t  —  308  54  37.495  .  a<3),  s=  64  53  36.762 
«(4)i  »  S45  88  45.679  ,  i<l)t  »  342  47  44.377 
«(a)i  .  406  5  28.927 
«(6)1  »  249  57  22.038 

j(1),  «  479*43'  9"5I9,    x{\),  ^    88»3r  44*864 

x(2)3  =s  243  45  34.711  ,    x(2)i  a  428  57  58.367 

x(3)3  =  268  36  49.871  ,    xiß),  =  170  26  41.696 
x{i)s  =  252"  Ö9'  38 '2 42 
a:(2)5  =  üiü  32  40.010 
x(3)ft  s  359  40  37.764 


97. 

Dfe  Erniitteliin«  der  Gewichte  einer  Anzahl  der  Winkfl  und  Seiten 
eines  Dreieckünetzes  ist  von  CM  osser  Wichtigkeit,  weil  sich  durch  die  uu- 
nierische  Grösse  dieser  mit  Sicherheit  auf  zweckmassijre  Anlas;«  des 
Netze.s  ächiK^ssen  lässt.  Es  soll  daher  die  Anwendung  der,  auf  die  im 
Vorhergehenden  allgemein  mit  /l  bezeichneten  Function ,  bezüglichen 
AnfidiUcke  durch  eine  Anzahl  von  Beispielen  orlHutert  werden. 

Zuerst  soll  der  Winkel  (3)(1)(5)  der  Figur  des  Art.  91  nebst  dem 
Gewicht  dieser  Bestimmang  berechnet  werden.  Da 

(3)(1X8)  -  <r(8),  - 
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Mt,  und  man  den  wahrschemlicbslen  Werth  irgend  einer  Fonction  be- 
kommt, wenn  man  die  wahracbeiolicbsten  Wertbe  der  Elemente,  ans 
welchen  sie  beatefat,  darin  sobsütuirt,  so  beikommt  man  in  diesem  FaUe 

sogleich  den  wahrscheinlichsten  Werth  dieses  Winkels 

(3)(1)(5j  =  32"  49',43"583 

Zur  Berechnung  des  Gewichts  dieser  Bestimmung  wird  mit  Weglai^m^ 
des  Constanten  Gliedes,  worauf  es  hier  nicht  ankommt,  die  allgemeine 
Function 

Jl  =  <fir(2)i  —  dai(\)i 

wenn  das  den  Grössen  vorgesetzte  d  beliebige  Aendemngen  derselben 
bezeichnet.  Wenn  nun  die  im  Art.  31  u.  f.  mit  k,  k\  etc.  bezeichneten 
CoelBcienten  des  Ausdrucks  von  Jl  mit  den  Ricbtungs-  und  den  Sta- 
tionsnummem,  statt  der  Striche  versehen  werden,  so  ergeben  sich 

und  alle  übrigen  k  sind  Null.    Zutuige  der  Gleichungen  (46)  werden 
femer,  wenn  man  die  M  auf  ähnliche  Art  bezeichnet, 
(Af.1),  =         =  -i 

{M,3h  =  0 

(M.4)i  =  0 

{M,a)i  -  fi\k(9!j  ^  -(9.40550) 

(Jf,fc)»  m.  /t*(2)  =  -(9.3421'r) 

Setzt  man  hierauf  zur  Abkürzung 

0(Jf.1).  =  ^  .   0(*,2).  -  ^  .  etc. 

so  giebt  die  Gleichung  (47),  wenn  wir  sie  fot  unser  Beispiel  vo]lsUad% 
ausschreiben, 

R  a  (Klf.1). .  (Jf.1),  +  0(*.S8)i .  (M,8)t 

Durch  Hülfe  der  vorstehenden  Wer( he  und  der  aus  dem  Art.  89  zu  ent- 
nehmenden Werlhe  der  Divisoren  I  J  )t.  (2,2,1)i,  etc.  fand  sich 

R  =  0.13620 

Die  Ausdrucke  (48)  werden  nun  fllr  unser  Beispiel,  wenn  wir  wie- 
der die  Bezeichnungen  den  im  Vorhergehenden  eingeführten  anakig 
einrichten ,  und  wieder  die  Glieder  weglassen ,  die  im  g^enw&rtigen 
Falle  Null  sind. 


4 
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{UM)  =  (?(Jf,1),.  iy(4,//).  +  ö(if.2)».  1^(2,//),  +  QiM,a\  .  »/a.//), 

-h  0(iV.6\  .  t]{bM), 

(/F,Jf )  -  0(Jf.a)t .  iy(a./F),  +  <?(lf,6)» .  #,/V), 

(?,!#)  -  0(lf.<),.i?(<»1')i  +0(M.2),.7(2,F),  +  0(Jf.«), .  ^(«.F). 

Die  Ausdrücke  (49j  werden  in  die  hier  eingeluhrte  Bezeichnung  Über- 
setzt, 

(jr.M,^)  =  (JIM)     -h  ^7,itfX^ji 

(///.Af,i)  =  [IHM]  +  (/.iV)(3), 

(/F,JfJ)  =  (iF,Ä)   +  (/,M)(4)i 
etc.  etc. 


* 

elc.  elc. 


{/F,Af,3)  »  (/F.ir,8)  +  (/i/,Jf,2)(4), 
etc. 


etc. 


Der  Ausdruck  (50j  wird  hierauf 

®  mr 

c/K,/r,i) 

und  das  gesachte  Gewicht 


Die  Wert  ho  der  Coeflicionten  f2), ,  (3),,  etc.  etr  ,  so  wie  Hin  der  Divi- 
soren sind  aus  dem  Art.  95  zu  eolDehmen.  Die  Rechnung  gab 

(IM)    s  —0.06807 

\ttM)  «-h0.13625,  s  -1-0.1193$ 

(WM)  »  —0.07043 ,  (ttlMSi  »  — 0.03S16 

{HM)  =  -1-0.00230  .  (/F.ir.3)  s  --0.01 778 

(F,Jr)  «  +0.14168  .  (F,ir,4)   »  +0.085SS 

(F/.Jtf)  =  +0.06601  .  (V/,Af.5)  »  —0.00222 
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8  =  0.06197 
und  aus  diesen  Weithen  von  H  uod  S  Tolgt 

P  =  13.46 
welches  das  gesuchte  Gewicht  ist. 

98. 

Als  sweiles  Beispiel  soll  der  Winkel  (b){i]'a)  der  Figur  nebst  dessen 
Gewicht  berechnet  werden.  Der  wahrscheinlichste  Werth  desselbcD 
wird  sogleich  nach  Ai  i. 

(6);i)  ö)  =  163"  51'  53111 

Qod  für  das  Gewicht  wird  zunttchst 

Jl  8»  Ar{6)  —  d^a) 

folglich 

k{a)  »  -1  .   k{h)  ^ 

{M,a\  =  k{a)  s  —  4 

(l/.6]i  =  t;kia)  +  /ff6)  =  H-(9.7022) 


It  = 

Ü.Ü4723 

(7.3/ i 

—  0.00003 

-4-0.001 185  . 

—  0.000235 

-1-0.007  05  , 

niM.2) 

-hO. 00009.) 

(/V.if) 

-hO.OOl  lO.j  . 

-1-0.001692 

[VM) 

-I-0.0Ü78I7  , 

{V,M,i) 

-h0.005i81 

(VIM) 

+0.008728  . 

(V/,if.5) 

+0.001053 

8  - 

0.00026 

P  »  Sf.29 

99. 

Als  drittes  Beispiel  soll  der  Werth  nod  das  Gewicbi  des  Winkels 
(5}(2)(3)  berechnet  werden.  Jenen  bekomint  man  sogleich 

(5)(2;(3}  =  ar(3^j  —  a\2^2  =  19"  37'  ü  'Ji2 

und  da  hier 

*(2),  s  -1  ,   /t(3),  »  +1 

sind,  so  werden 
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(Af.3),  =  k{3)^  =  +  1 


(IM)  =  0 

(//.Jl)  s      0  (//if,1)  s  0 

(Il7,lf)  s  -1-0.06536  .  (IILM,^)  »  +0.06536 

(/V.Jtf)  s  .0.0184t  ,  (/F.1/.3)  =  +0.00S61 

{V,M)  =  —0.4821    ,  iTJfiV  s  —0.4869 

(V/,Jf)  =  —0.1774   .  {ViM,6]  =  -»-0.0197 


S  —  0  1968 
P  =  34.8 


Als  viertes  Beispiel  soll  der  Werth  und  das  Gewicht  des  Winkels 
(5}^3)(2),  welcher  za  den  nicht  beobachteten  gehört,  berechnel  werden. 
Dieser  wird  ans  den  beiden  andern  Winkeb  des  Dreiecks,  dem  er  an- 
Siehon,  dnrch  den  i6%enden  Ausdruck  gefunden 

(6)(3){2)  =  180»  0'  0  737  —  <3}2  H-  jr^2}2  —        +  x{\)s 

indem  der  sphttriscfae  Bxces  dieses  Dreiecks  k  0''737  ist.  Die  Angaben 


welches  der  wahr^cheiuiichste  Werth  dieses  Winkeis  ist.  Es  wird  nun 


*{2),  =  -1-1  .    ^(3),  =1  -1  ,    fc{1)5  =  -^1  .    k{3)s  -  -1 


des  Art.  96  geben 


(5X3)(2)  =  53*  41'  0*^293 


Jl  mi  äg(%)t  —  dä<3}3     dr(1)s  —  d^3)5 


also 


(J/.2), 
(3/,  4), 


jtl,'2)2 

*(3)2 


.  ^(2j2  +  r"'t .  *(3)2 


-hl 
—  1 


—(9.66965) 


-h  1 
—  1 


H  I»  0.42647 


ferner 
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(/.Jf) 

0 

{UM) 

—0.090456  , 

—0.090456 

[niM) 

— 0.I7Ö95  , 

{IIIMS) 

— 0JIU4 

(IVM) 

•4-0.0 18405  , 

:/F,M.3} 

—0.65216 

+  0.31198  , 

(V,Jf,4) 

-1-0.53574 

{VI.M] 

+0.17736  , 

(V/,Af,5) 

+  0.00323 

Das  Gewicht  des  beobachteteo  Winkels  (3)(4)(5)  wurde  oben  im  Art.  97 
tm  1 3.44  gefunden ,  man  sieht  also  hieraus,  dass  unter  Umstanden  das 
Gewicht  eines  berechneten  Winkels  grosser  werden  kann  wie  das  eines 
beobachteten. 


Da  die  Richtungen  an  sich  unbestimmte  Grössen  sind,  so  kann 
eine  Bestimmung  der  Gewichte  derselben  auch  nicht  stattßnden ,  die 
Formeln  werden  Zahlen  geben,  die  als  Gewichte  plus  einer  unbestimmten 
Grösse  iitlten  müssen,  und  ebenso  verhalt  es  sich  mit  den  Anfongs- 
puukleD  der  Gyn,  oder  der  Gruppen  derselben.  Aber  die  Aggregate 
ti(m\  +  x{r],  sind  bestimmte  Grössen ,  und  die  Gewichte  dieser  lassen 
sich  daher  bestimmen.  Bs  soll  daher  als  erstes  Beispiel  dieser  Gattung 
SEunllchst  das  Gewicht  des  Aggregats  «(l]»  -I-  ^1)s  berechnet  werden. 
Da  wir  hier  «(4 statt  «(4  >(  schreiben  können,  so  geben  die  Gleichungen  (6S) 


S  =  0.:^üs528 
P  »  15.58 


101. 


tt(1}3  ■+-         =  141)3  —  i-x{2)3 


und  es  wird  daher  die  Function 


J2  =  —  iM^)i 


folglich 


+  i  ,   k^,  =  -  i 


Hiemit  ergeben  sich 


(M,1),  =  i 
(Jf,3),  -  0 


woraus 


R  s 


benrorgebi.  Femer 


Digitized  by  Google 


457} 


VOR  DBR  MbtNODB  Dia  IL1IR61BN  QuADtATS  elC. 


7« 


[IM]     =  H-0.()l«0« 

[UM)  =  -0.0U84, 

{inMj  =  0 

{IV,M)  -  Ä 
(V.M)  s  0 
(F/,Jf)  =  0 


=  —0.04035 
(///,Af,2)  =  —0.01358 
(/V.i>/,3)  =  —0,00336 
(V,5f,4;  3s  +0.01680 
(F/,M,Ö)  =  +0.00733 

0.00758 

7.37 


102. 

Ate  zweites  Beispiel  soll  das  Gewichl  des  Aggregals  «(8}^  +  x{i}i 
berechnet  werden.  Da  hier 

u(8)2  =  -  i        -H  x^i}:,  +  43)a  +  44;,; 

ist,  so  wird 

J2  -  -  iAp(l>,  -  -  .fa!ir(3),  +  4Är(4), 

also 

*(^)2  -  -  i  .    Ä(2)2  =  -  i  .    K3}j  =  -  i  ,    A(4},  -  +  i 

(if,3)2  =  -1 

(Jf.4)2  s=  +0.7668 
R  =  0.03926 

(AAf)    =  0 

(//Jtf)  .    0  «  0 

(///if)  =  +0.00082  .  (///,iir,2)  =  +0.00082 
(/F,Jf)  -  -0.04040  ,  (/VJtf.3)  =  -0.04010 
(F,Jf)  »  -0.09367 ,  (r,Jf.4)  »  --0.10645 
(Wf)  »  -0.03285  ,    (r/4f.5)  »  +0.00702 

5  =  0.01521 

P  ««  41.58 

403. 

Ate  letales  Beispiel  soll  die  Drejedoseile  Warle  -  Wachsenburg 
ajBS  der  ate  gegebeo  betrachteten  Seile  Seeberg  -  Inselsberg,  nebst 
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dem  Gcvviclit  dieser  Bestimmung  berechnet  werden,  wobei  in  Metern 
ausgedruckt 

log  (1)(3)  =  4.3136763 

angenoirimon  werden  soll.  Aus  der  Figur  des  Art.  91  lindet  man  leicht 
auf  dem  einfachsten  Wege 

i9){i'\  —         [a>(8),-x(4)i-l"U»T  Rin  [■c(8)3-yf«)n-0"iHl  /.w«^ 
"~  -  »in  fj-H)2-j;;4i,-0"liOl  sm  lx(«;4-x(1:4-ö"<)»]  v'A*'/ 

Die  Zahlen  0"f40  und  0"i\\  sind  der  drille  Theil  der  spheirischen 
UeberschUsse  der  beiden  in  Betrarht  kommenden  Dreiecke.  Man  hatte 
hier ,  gleichwie  oben  in  den  beiden  letzten  Bedingungsgleichungen  ge- 
schehen ist,  diesen  weglassen  können,  wenn  man  statt  der  Seiten  selbst 
ihre  Sinusse  angesetzt  hatte,  ich  finde  aber  hier  die  Anwendung  der 
Seiten  selbst  fUr  einfacher.  Die  Sabalitation  der  obigen  wahrscbeiaUGb- 
Bten  Weiihe  der  Richtungen  giebt  nun  zuerst 

log  (2i)(4)  =  4.27ia762.5 
Warte- WachsenbiUK  I8670"^7S 

Die  FoDcfion  Jl  ist  hier  nicbt  unmittelbar  gegeben ,  sondern  wird  durch 
die  DÜferentiation  des  vorstehenden  Ausdrucks  für  (2)(4)  in  Bezug  auf 
die  darin  vorkommenden  Richtungen  erhalten.  Zu  dem  Bnde  braicht 
man  nur  den  numerischen  Werth  der  rechten  Seite  derselben  mit  den 

Cotangenten  der  darin  vorkommenden  Winkel  zu  multipliciren,  und  uro 
die  Aenderungen  in  Be/.uü:  auf  die  Secunde  zu  erhalten .  diese  Produkte 
mit  206Ü65"  zu  dividiren;  für  die  im  Nenner  vorkommenden  Winkel 
müssen  tlberdies  die  Zeichen  uragekehrl  werden.  Auf  diese  Art  ergab 
sich  mit  Weglassung  des  constanten  Gliedes 

Jl  rs  — 0"'004571rf[T(3),— a;(4),]+0'"19551(5[43)3— ar(2),] 
-0 .08539  d  [x{i )j— j;(4}a]— 0 .  i  06fi5<>L42)«— *(t)4] 
Dieser  Ausdruck  giebt 

ik(3),  =  —0.004571  h(f]3  —  —0.19551 

^(4),  =  H.0.00i571  fc(3)3  =  H-0.19551 

Jt(1),  =  — 0.088Ö9  Jk(1)4  =  -I-0.10GG5 

k[i)i  im  -I-0.088&9  »  — 0.t0665 

Bs  werden  fiemer 

(JTS}«  s  ik(3)i  »  —0.004571 

(jr,4)i  B  r\  '  K^)i  H-  ik(4),  »  -1-0.004119 
(ir,a),  s  .  jk(3)t  -t-  .  Jk(t)  =  -|-«.000«05 
(ll,6)t  s  /,  .  K3)i  -I-  ^'i  •  K*)  '►0.000441 
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—  0.08K59 

K^j  = 

-1-0.08809 

(i»/.2), 

h[%,  = 

— o.ioö;ii 

(itf,3)3 

/C|  3  = 

-1-0.19551 

(3/,  1)4 

= 

H-0.10665 

—0.10665 

und  biemit 

R  8  0.0066477 

Ferner 

(IM)    »  -1-0.005420 

(ÜM)  s  —0.007079  (ir.ir,1)  »  — 0.00$733 

(f/r,Jir)  =  -1-0.004679  =  +0.003404 

(/FJV)  =  —0.000596  (/F.jr,3)  =  +0.00U49 

(?,jir)  »  +0.001966  (F,ir.4)  »  +0.005421 

(YIM)  »  +0.012437  (F/Jlf.5)  ^  +0.011940 

S  =  0.0037170 

und  das  gesachte  Gewicht 

P  =  341.2 
104. 

Wenn  in  einem  Dreieckfinetse  mehr  Winkel  beobachtet  worden 
and,  als  hinreidiend  und  nolhwend%  am  ndbst  Einer  Seite  dieses  NetB 
vollsUlndig  berechnen  zu  können,  so  können  die  verschiedenen  Stocke 
desselben  auf  mehr  wie  Eine  Art  berechnet  werden.  Wenn  aber  die 
Winkel  dem  hier  entwickelten  Yerfohren  gemäss  ausgeglichen  worden 
sind,  so  muss  jede  mögliche  Berechnungsart  irgend  eines  Stttckes  dieses 
DreiecksBOtBes  nicht  nur  auf  den  nemtichen  Werth  desselbeii  fainfyhran, 
sondern  auch  das  Gewicht  der  Bestimmang  desselben  moSs  bei  jeder 
Berechnangsart  denselben  Werth  l)ekommen.  Um  zu  zeigen,  dass  dieses 
m  Ufcif  Thal  der  fall  ist,  werde  ich  das  erste  und  das  letzte  der  vorher- 
.  gehenden  Beispiele  aui  andere  VVeiäe  berechnen  wie  im  Vorhergehenden 
geschehen  ist. 

Man  findet  leicht,  dass  man  dem  Ausdruck  des  Winkels  (3j(1)(ö) 
auch  die  folgende  Form  gel>eo  kann, 

(3)(1)(5)  —  180*  0'  r528  +  «(1)»  -  «(2)»  +       —  «(8)» 


7^0  A.  Baksm,  1460 

und  es  ist  an  sich  klar,  dass  hieraus  derselbe  wahrscbeinlicbste  Werth 
dieses  Winkels  hervorgehen  niuss  wie  oben.  Wir  brauchen  uns  daher 
nur  mit  der  Here^^hnung  des  GewicbU  dieser  UesUmmuDg  zu  beschäf- 
tigen. Es  werdea  hier 

(lf.3)»      k(3),  -  -1 
und  hieraus  fiodet  sich  zuerst 

R  =  0.23033 

Ferner  worden 

{I,M)    —  +0.03045 

[ILM]   =     0  (IIM.\]    «  +0.00834 

(///.Af)  s  +0.05023  +0.05824 
{IV Ji)  —0.23035  (/K,M,3)  B  —0.20023 
(F,ir)  SB  +0.9275     (FJir,4)   s  +4.274 

(v/,jir)  B    0        (V/,ir.5)  ^  -0.112 

5  B  0.45643 
P  =  43.47 

mil  dem  im  An.  97  erhallenen  Werthe  UbereinbUmmeud. 

405. 

Die  Dreiecke  unserer  Figur  geben  die  folgenden  Gleichungen 

J<3),  —  ar(2):,  =  180»  0'  0"634  —         +  ar(3),  -  x[2],  + 
«(1)3  —  ji)(4)s  »  480»  0'  0"420  +  d^4)i  —  43),  —  d<3}«  +  «(2)« 

und  es  ist  Idar,  dass  nach  der  Substitution  dieser  Ausdrucke  in  den  Aiis> 

dmck  für  die  Seite  (2)(4)  des  Art.  403  genau  derselbe  Werth  dieser 

Dreiecksseite  wieder  hervor  gehen  muss.  Subslituirl  man  aber  diese  Aus- 
drücke in  den  Ausdruck  für  Ji  desselben  Arl.,  so  bekommt  man 

Jl  s  — 0'"00i57d[x(3),  —  x{4),] 

— 0.19o51d[ic(1),  —  jr(3),  —  ^•(l)^  +  a:(2),] 
+0.088.')9(^[ar(3)i  —  -  +  «(3)4] 
+0.10665d[j<4)4  —  d<2),] 

und  es  vrerden  jeixt 


Digitized  by  Google 


461] 


von  DSM  IfSTBODB  DBR  BLIDI81BN  QoAmUTK  etC 


734 


k{i\  =  —0.19551  ik(!),  =  -h0.302lü 

fc(3),  =  +0.:äl7958  /t(2),  =  —0.^9075 

/t(4)i  =  —0.08402  *(3}4  >i  -|-O.088o9 

Hieraiu  eiigabeD  ach 


ferner 


(i»f,1), 

— 0.1 95o1 

(JI.JJl 

+  (r.z ;  'Jo.j 

— ü.üoöHO 

+0.0o446 

r  1  •  f^Wi  +  a  t  •  «(4), 

+0.1 1661 

-T-U.  OUZ  1  O 

(M  9\ 

—  U. .19075 

+0.08859 

Jt  —  0.026806 

m 

—0.088441 

(JIM) 

+0.013500  (//.Af.l) 

—0.00771 1 

{IHM) 

+  0.0();U55  (///.M.«) 

—0.010213 

(/V.ilf) 

H-0.üöiä44  (/V,J/.3) 

+0.027108 

{V.M) 

+0.022413  (F..tf,4) 

+0.005424 

{YI,M) 

+0.045Ü48  (V/.M,5) 

+0.011941 

S  =  0.023877 

P  =  344.3 
mit  dem  Art.  4  03  bis  auf  0.4  Obereinstiminead. 

406. 

Ein  ganz  anderer  Ansdrack  tsür  dieselbe  Dreiecitssetle  ist  der  fol- 
sende, 

 «'''[g(«)i-a'(*!ä-t-J(«)4-g(<)«-«"»'>*)8inIxrVi-x(1)t-o"<oo]   ,  , , 

der  auch  aus  der  Fjgur  leicht  za  erhalten  ist.  Snbstituirt  man  hierin 
die  wahrscheinlicbsten  Werthe  der  Richtungen,  so  bekommt  man 

log  (2)(i)  =  4.2713762.8 
(2j(4)  =  48679'"973 

bis  aof  Unbedeutendes  wie  oben.  Es  wird  aber  jetzt 

AkhuMlI.  d.  K.  B.  OMflllidl.  d.  WtMMiah.  Xni.  53 
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—  0.172ö1fJ(j-i4.,  — 

—  O.OI.iU;W(jr;3}4  — 

und  folglich 

=  ft(4)j  =  +0.1 28M 

*(4)j  s  -0.17251  »  +0.UU4 

=  +0.28973  A  .r  ,  =  —0.14144 

il((2),  :»  —0.41814 

Hieraus  bekonuul  oian 

=  k  \\  =  H-  0.17251 

{M.4),  =  fef»,  .  —0.17251 

(itf.a),  =  r)",  .  /;»,  «  —(8.90693) 

=  d'\  .  /t(4),  =  — (9.10260) 

{M,i)i  ^  k{i)2  a  +0.28973 

ik(2)2  «  —0.44814 

(Jf.4),  =  /?"*,*(2),  +  *(4),  =  +(9.38049) 
(¥.1)«  »  ft(1)4  »  +0.14144 

(jr.3)«  =  ft(3)«  «.  -.0.14144 

Ä  =*  0.042766 

=  +0.008179 

(//.M)   =  — 0.011  ;U6  =  _.0.0093K» 

(//fj/y  =  —0.03:^806  i///,.V,2)  =  — ü.03ö492 

{IV,M)  =  +0.000005  (/V..W.3)  =  -0.011716 

(V,M)    —  —0.223522  (V,Af.4j    =  — 0.2I8Ö4!) 

{VI,M)  «  —0.1 17261  (V/.M,5)  =  —0.003109 

S  n  0.039833 
P  =  341.2 

mit  den  vorhergehenden  Bestimmungen  dieses  Ge>vichts  Ubereinstim- 
mend. Ich  mache  darauf  aufiiu'rksain ,  da.ss  in  allen  diesen  Gewicblen 
eine  einzelne  Beobachtung  irgend  einer  Richiuug  die  Einheit  bildet. 

107. 

Uon  auch  den  Inhalt  des  Art.  81  durch  etu  Beispiel  zu  erttolem 
soll  die  Maopertuis^tche  Gradmessang  dfeaeu,  die  ich  bekanntlich  kon 
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nach  dem  Erscheinen  der  Gaussischen,  oben  mehnnaU  angezogenen 
Abhandlang  theils  nach  dem  in  dieser  gegebenen  Verfahren,  theils  nach 
einem  eigenthomltchen .  welches  mit  dem  hier  im  Art.  28  n.  f.  erklärten 
identisch  ist,  berechnet  hebe.  Bei  dieser  Gradmessung  sind  im  Ganzen 
i  8  Bedingungsgleichungen  vorhanden ,  und  k;h  habe  daher,  den  Ganssi- 
schen Vorschriften  folgend,  ein  System  von  18  Gleichungen  auflösen 
mUsiicn.  Unter  diesen  Gleichungen  beflnden  sich  aber  vier  locale,  und 
zwar  die,  welche  ich  uiil  7,  L,  M,  0  bo/cichnet  liabe*),  und  die  (loiii 
Art.  81  zufolge  von  den  übrigen  ,t;eliennl  werden  können.  Wenn  ich 
damals  diesen  Satz  ani;(nvandt  halte ,  so  hJttfe  ich  ein  System  von  nur 
14  Gleichungen  aufzulösen,  und  daher  eine  weil  kürzere  Rechnung 
gehabt. 

Es  gnUgt  fUr  den  hier  zu  verfolgenden  Zweck  Mos  Eine  Station  die- 
ser Gradmessong  zu  behandeln,  und  hiefür  wühle  ich  diejenige  aus,  die 
Rosenbei^  mit «  bezeichnet  hat*^}.  Die  auf  dieser  Station  gemessenen 
"Winkel  lassen  sich  durch  die  folgende  Figur  anschaulich  machen, 


und  haben  nach  der  Redoction  derselben  auf  den  Horizont  die  folgenden 
Wenhe. 

•)  S.  SchuDJ.  Aslr.  Nadir.  B.  IX.  p.  2 »5. 
**)  S.  Schuu).  Astr.  Navlir.  fi.  VI.  Nr.  \H  ii.  IIS. 
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53» 


Digitized  by  Google 


734 


[164 


CnH  »  34*5r  3*63 

Anll  s=  «4  32  16.30 

AnK  —  95  23  5i.43 
llnK  =  73  58  5.64 
KnT  =  87  44  ld.40 

Man  sieht ,  dass  zwischen  diesen  Winkeln  eine  Bedinguiigsgieicbung 
vorkomml,  zufolge  welcher 

ilfijr  SB  AnB  -4-  BnK 

sein  mnss,  und  es  ist  diese  die  ich  a.  a.  Orte  mit  J  bezeichnet  habe. 
Ich  bezeichne  nun  die  fünF  Uichtungen  nC,  nA,  nH,  /lA',  «7*,  bez.  mit 
(1),  (2),  (3j,  (4),  (5),  nehme  dafür  die  vorlflufigen  Wertbe 

(1)  =s     0»  0'  0" 

(2)  =a    40  24  47.33 

(3)  =    31  57  3.63 

(4)  =  105  55  9.27 

(5)  =  193  39  28. G7 

an,  and  bilde,  indem  ich  die  daraus  folgenden  Winkel  von  den  beobach- 
teten abziehe,  wie  oben  erklärt  worden  ist,  die  folgenden  Werthe  der 
l,  und  zugleich  lege  ich  jeder  Richtung  das  Gewicht  ^  1  bei.  Biemit 
entsteht  die  folgende  Tafel,  die  den  bez.  zweiten  Tafeln  des  vorher- 
gehenden Beispiels  ähnlich  ist. 


Nr. 

(II 

(») 

1 

[*) 

p 

p 

1 

000 

O'OO 

'  1 

2 

2 

O'OO 

0.00 

1 

i 

3 

0.00 

O'OO 

1 

2 

4 

0.00 

O'OO 

1 

2 

5 

-1-13.755 

-13.755 

2 

+13^55 

"o*öö~ 

3*765 

O'OO 

O'OO 

Q 

2 

3 

3 

1 

Der  Richtung  (1)  ist  deshalb  der  letzte  Platz  gegeben  worden,  weil 
sonst  nicht  die  im  Art.  7G  Ix  zoichneten  Coeflicienten  btttten  Null  ge- 
macht werden  können.  Durch  die  Ausdrflcke  des  gen.  Art.  findet  sich 
non 
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(/>/')  =  0.    (p/)  =  0 

(p>T-f,  (pjpT-i.  (p'pO-o 

iV  =  iV'  =  iV"  =  yj,   N'"  =  AT-'  =  0 

(iia;=l.5.  (aA)=0.  'ar)=0,  (a</)=    0,     (ae)=    0,     («/;=-»- 1  ;i  7 Öö 
(66j=2.  (i»c)=0,  (W;=    0,     (6e)=— 0.5,  (6/)«  0 

{cc)^%  (cJ;i=— 0.3,  (tc]=    0^    (c/)=— 13.755 
{dd}^    0.5,  (Jf)=s    0.  0 
(ee)s    0.5,  (eQs  0 

(/Qs  378.4 

und  hiemil 

(66.1)  »  2      .   (6i,<)  »  0 
KS)  =  5       .   (ci,2)      —  1 3*755 
(<U»3)  s  0.375  .   (dl.3)  s  —  3.438 
(m.4]  =  0.375  .   («1.4)  =  0 

(//.5j  »  1S6.4 

log  /  =  0.962iJ»  ,  log  r  =  0.8373  ,  log  X"  =  0,9623 
log        9.3980  ,     log  /  '  =  9.3980  ,    log  f  =  9.3980 

und  alle  übrigen  Grossen  dieser  Gattung  sind  Null.  Hieraus  folgen  nun 
die  Verbesserungen 

v(1)  »  0 

w(8)  .  -h  o^n 

w(3)  »  0 
w{i)  «  ~  9.17 
ii>(5)  «  —  9.17 

Addiit  man  diese  zu  den  angenommenen  Weillien  der  Richtungen,  so 
erhall  mau  diese  wie  folgt 

y{])  =      0»  0'  0" 

y{rj  =    10  24  55.50 

y(3)  «    31  57  3.63 

y(4]  a  105  55  0.10 

y(5)  B  193  39  19.50 

die  nebst  den  obigen  Werthen  von  [aa^.  (hb,\),  (cß,2),  otc  und  (i" ,  y"\ 
d",  in  dem  zvveileu  Tlieil  der  Auflösung  anzuwenden  sind.   Aus  den 
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vorstehenden  Werthen  der  y  erkennt  man  leicht,  wie  vorher  g^hen 

wenleu  konnte,  dass  die  Winkel  CuH={3)  —  (1)  und  KnT=  (5)  —  (4) 
unveräniJeit  geblieben  sind,  um!  die  Verbesserungen  sich  zu  gleichen 
Theilon .  aber  mit  verschudeiH  ii  Zeichen,  auf  die  Übrigen  drei  Winkel 
ersti  ecken.  Wenn  auf  einer  Station  mehr  wie  Eine  locale  Bedingungs- 
gleichung vorbaadeo  ist,  dann  findet  der  letzt  genannte  Uiustand  nicht 
mehr  stall. 

In  unserem  üeisjiiel  kommen  ausserdem  noch  drei  Stationen  vor, 
die  auf  dieselbe  Weise  behandelt  werden  können,  so  dass.  wie  oben 
angeführt,  io  dem  zweiten  Xheit  der  Auflösung  nur  ein  System  von  14 
Gleichungen  aufzulösen  ist,  wodurch  die  Arbeit  weseotlicb  abgekürzt 
wird.  Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  auf  den  Stationen,  auf  weldien 
keine  locüle  Hedin^ungsgleichungen  vorhanden  sind,  die  Winkel  als  Un- 
bekannte beibehalten  werden  können ,  und  nicht  in  die  Richlongen  auf- 
geUtet  zu  werden  brauchen,  nur  muss  man»  wenn  ttbrigens  aUe  Beob- 
achtungen für  gleich  gut  gehalten  werden  können,  das  Gewicht  der  Win- 
kel setzen,  wenn  wie  oben  das  Gewicht  der  Richtungen  =  1  an- 
genonunen  worden  ist. 

b)  Zweites  Verfahren. 
108. 

Das  im  TtN'hergehenden  gegebene  Terfiihren  zur  Ausgleichung  der 
Winkel  eines  Dreiecksnetzes  ist  einer  Abänderung  fähig,  die  ich  nicht 

unterlassen  will  hinzuzuRlgen. 

Wenden  wir  uns  zu  den  Cdeicliunfjon  ;'61)  des  Art.  69,  und  entfer- 
nen in  den  Ausdrucken  der  Cucfliiientcn  derselben  Alles ,  was  sich  auf 
die  BedinguDgsgleichung  (56)  bezieht,  mit  anderen  WorteD,  setzen 
wir  darin  iV^iV'  =  JS"  =  etc.  =  0 ,  hierauf  werden 

[aa]  =  0  —  ipp) 

(ab)  =      —  {/);>') 

{ac)  «      —  ipp") 

etc. 

(66)  «  0'  -  ipp) 

{6c)  »      -  ip'p') 
etc 

(6/j  =  (A.'j 
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icc)  =  0"  -  (py) 

etc. 

 elc^  

wo  (fi;)).  (/i^'),  eCc.  (fietelbeii  sind  iwie  vorher.  Aber  au6  dem  Art  74 
Ibigt  jt'tzt 

(«fl)  -I-  {a6)  -+-  {ac)  -h  ...  B  0 
(a6)  -4-  (66)  H-  {6c)  +  ...  s  0 

(oc)  -h  (6r)  -I-  (cc)       ...»  0 
elc.  etc. 
uod  zufol^  des  Art.  68  ist 

(tr)  -f.  (ir')  4-         4-  ...  =  0 

Die  Summe  der  Gleichungen  (61)  ist  also  identisch  Null,  woraus  folgt, 
dass  jede  derselben  in  den  übrigen  enthalten  ist.  Die  (61)  kann  man 
aber  auch  wie  folgt  schreiben, 

\{aa)     {ab)     [acj  +  ...\x  H-  (a6)(x'— x)  -4-  (ac)(j:"—x)  +  ...  a=  (h) 

\  iab)  -h  (66j     (6c)  -h ...  j x  H-  (66)V— x)  H-  (6c)(a?''— x)  -h  ...  «  (te') 

|(ac}  -+-  (6c)  ■+■  (cc)  -h  ...jj;  -+-  (6c)(x'— x)     (ccj(x'— a;]         =  (ia;") 
etc.  etc. 

Zufolge  der  obiü;cn  Bedingungsgleichuiii,'en  sind  hier  allo  CoefHcienlen 
von  jr  gleich  Null ,  .r  vprsThwindot  dahnr  aus  diesen  Glnichuni;en,  und 
bleibl  völlig  willkührlich,  wie  auch  die  Natur  der  Sache  mit  sich  bringt. 
Es  entsteht  hiemit  ein  System  von  Gleichungen,  welches  nur  die  Unter- 
schiede x  —  X,  x"  —  X,  etc.  enthielt ,  und  von  welchen  wieder  jede  in 
den  übrigen  enthalten  ist.  Denn  mit  Zusiehoog  der  vorstehenden  Be- 
dingungsgleichongen  erkennt  man,  dass  auch  nach  der  Entfernung  der 
mit  mulliplicirten  Glieder  die  Summe  der  Gleichungen  identisch  Null 
ist.  Aber  jetzt  ist  die  Anzahl  der  Gleichungen  um  Eins  grosser  wie  die 
Anzahl  der  Unbekannten ,  und  man  kann  also  Eine  Gleichung  weglas- 
sen. Lisst  man  die  erste  weg,  so  bekommt  man  das  System 

(66)(.r'— j-j  ■+■  {bc)[x"—x)  -+■  {bJ){x"'—Xj  -h  . . .  =  [bf) 
(6c)(x'— j;)       {cc)(x"^x)  H-  (c(/)fT"'— J-)  +  ...  =  {h") 
{bd){x^x)  -f-  (cd)(j:"— «)  -h  {dd}{j;  '—x}  +  ...  «  {Ix") 
etc.  etc. 

aus  welchem  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  die  Unbekannten  a^'^dr,  tt" 
x"^x.  etc.  bestimmt  werden  können. 


(«7) 
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109. 

Bei  der  Anwendung  der  Gleichungen  (67)  sind  auf  jeder  Station 
wieder  dieselben  Tnfelchen  zu  bilden,  wie  im  Art.  84  u.  d.  f.,  auch  sind 
die  Grössen  /  (pp'),  etc  nebst  {//)  ganz  eben  so  zu  bilden  wie  vor- 
her, nur  die  Coefficienlen  (66).  [bc],  etc.  sind  nach  den  Ausdrücken  des 
vor.  Art.  zu  berechnen,  und  man  kann  statt  dieser  Bezeichnung  sogleich 
(2,2.i).  (2,3,1),  (3,3,2).  etc.  etc.  einfuhren.  Es  wird  daduroh  eine  Ueber- 
einstlmmung  mit  dem  Vorbeigehenden  zu  W^e  gebracht.  Die  Rech- 
nung giebt  wieder  die  Grossen  die  im  Vorhergehenden  mit  fp(r)«  und 
tf[r),  bezeichnet  wurden ,  wenn  man  auf  jeder  Station ,  in  Bezug  auf  die 
Richtungen,  deren  Verbesserung  eliminirt  worden  ist,  jene  Null  macht, 
oder  diese  Richtong  so  Ifisst  wie  man  sie  vorlaufig  angenommen  hat. 

Da  in  den  Bedingungsgleichungen,  die  das  Dreiecksnelz  liefert  nur 
Unterschiede  der  Richtunf.'on  vorkommen,  so  sind  jeUt  in  deu  Dillt  ii'u- 
tialen  derselben  die  Coeflicienten  der  oben  bezeichnelen  Richtungen 
gleich  Null  zu  machen,  und  die  Folge  davon  isl,  dass  auch  die  betref- 
fenden zweiten,  mit  z(r),  bezeichnelen,  Verbesserungen  iNuil  werden. 

110. 

Es  scheint  mir  angemessen  das  im  Vorhergehenden  ausgeftihrle 
Beispiel  auch  durch  das  hier  gegebene  Verfahren  /u  hrliiiiideln ,  v\ob^ 
es  aber  gnügen  wird,  die  einzelnen  Resultate  kurz  anzu^jeben.  , 

Resultate  der  Ausgleichung  auf  den  Stationen. 

Station  (t). 

y{\)t  =  63M4'10"000 
ir(2),  =  r'549.  y(2)t  =  96  2ä9  ö;3.ö49 
tt»(3),  =  ■+■  0.4«3  ,  yfß),  =  308  .51  37.483 
tr(4),  =  —  0.134  ,  y  4),  =  213  58  10.866 
ffifl),  SS  +  0.f;i7  ,  if'n\  =  106  T)  29. (H 7 
«(6)i  s  —  0.302  ,  t/  6),  =  269  57  22.698 
(/^,6}  s  132.862 

(9.17609) 
/?,"'-+  {8  1 408:?; .  y,"'»* (8.96173) 
^,"  =  +  (9  :;iS09).  (9  62332).  (9.6S2I Si 

(9.66883),  //-^(9.924t0),  di'—i- (9.94563),  <i'«>-i-(U.89042) 


« 
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{%Xi)i  s  10.0  (a,a,4)i  »  (1.39590) 

(3.3,8)t  ^  (1.33630)  ,   {bM)i  ^  (0.84881) 
(4»4,3),  »  (1.40206)  . 

Stition  (2). 

y(l),  »   27»56'  roOO 

fv(2),  =  -h  0*302  ,    1/(2),  =    45  16  36.302 

ip(3)2  =  H-  1.301  .    y(.3)2  SS    64  53  37.301 

tt.(4)a  =  _  0.171  ,    y(4)j  =  342  17  M.829 

(//.4)  =  14.077 

=  +  (9.43073)  ,    ßi"  —  +  (9.57719  .    y^"  —  +  (9.7833Gj 

(2,2,1),  =  (0.74036) ,    (3,3,2)2  =  (1.1 2788) ,    (4,4,3)2  =  (1.09384) 

Station  (3). 

y(1)3  =  179H3'  9  000 

ip(2),  =  —  0"319  ,    y(2)3  s=  243  iö  34.G81 

w(3),  s  ^  0.102  »   y(3),  s  268  36  49.898 

(«,3)  s  2.121 
»  +  (9.61881) 
(2,2.4),      (1.17124),    (3,3,2)3  »  (0.89040) 

Station  (4). 

y(\),  m    88*37' 44*000 

»(2)4  =  —  nes  ,    1/  2),  =  128  57  68.835 

w(3)4  s  +  0.679  .    j/(3)4  =  170  26  40.679 

(//.3)  =  14.080 
ß,"  =  (9.64573) 
(2,2,1)4  =  (0.93785)  .    (3,3,2)4  =  (0  69646) 

StaUon  (5). 

y(1)5  =  252"  Ö9' 37  "000 

ip(2),  -s  —  1"528  ,    j/{2),  =  276  32  l." 
ip(3).  B  H-  0.781  ,    y{3)i  =:  359  40  37.781 
{U,S)  »  6.652 
:s  (9.74036) 
(2,2,4)»  1-  (4.00000) ,    (3,3,2)»  «  (0.69680) 
Die  Werthe  der  Winkel ,  die  sich  aus  den  vorstebenden  Rjchtungen 
ergeben ,  ao  wie  die  Summen  der  Feiilrnjuadrate  stimmen  mit  denen, 
die  die  vorhergehende  Methode  eiigeben  hat,  tiberein ,  wie  ans  der  Ver- 
gleicbang  mit  dem  Art.  89  hervor:;eht;  die  Werthe  der  HtllfegrOssen 
siod  verschieden,  wie  nicht  anders  sein  kann. 
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1  lt. 

Die  Büi  echnunc;  der  u(m\  geschieht  hier  durch  denselben  Ausdruck 
wie  im  vorhergehenden  Verfiibren,  oemKcb  durcb 

wobei  hier  ausser  den  im  Art.  9ü  beigefügten  Benierkuiiiien  noch  ans?e- 
tmhrt  werden  kann,  dass  jetzt  in  diesem  Ausdruck  immer  ii''(i),vOza 
setzen  ist.  Dieselben  a.  a.  0.  aogefbbrten  Beispiele  geben  bier 

u{i)t  »  —  ifibB  «  v{\)t  »  —  O'ISI  ,  -I  +  0'I60 

u{9)t  »  —  0.708  ,  u{i)t  -I  —  0.565  ,  »(4),  «  -ff-  O.UO 

»(U).  =  —  0.322 .  fi(S)s  «1  —  0.36S  . 

ti(81)i  a  —  0.508  , 

die  gleichwie  die  tt'(r\  und  y(r),  von  denen  des  ersten  Verfahrens  ver- 
schieden sind.  Aber  ans  demselben  Grunde,  aus  welchem  in  beiden  Ver- 
führen die  Unterschiede  der  y(r),  einander  gleich  sein  müssen .  müsstMi 
auch  die  Aggregate  Mi'm), -♦- tt»V), ,  die  denselben  Gruppen  von  Gyris  an- 
gehören ,  in  beiden  Verfahren  einander  gleich  werden,  die  Richtung  mag 
in  der  betr.  Gruppe  beobachtet  sein,  oder  nicht.  Z.  B. 


Zweites  Verftbreo. 

a^0.1 58— 0.302s—  0.460 
8»— 0.158  0  s— 0.138 
s— 0.1 58+1 .540»-h  1.391 
»—01 68+0.483^-h  0.325 
.—0.158—0.134»—  0.292 
SS— 0.508  0  as-.  0.508 
0.151     0     SS— 0.151 


Erstes  VeriUiren. 
ti(1  ),H-if<a)]a-hO"571  -0^1 1 1  »H-0''460 
«((1)i-l'iK4),ssH-0.571— 1.0308—0.459 
tt(1)i+tt(l),8+0.571— 0.728s— 0.157 
«(1  ),+w(2),sH-0.571  +0.821  s-h  1 .392 
fi(1  ),+»<3)ts+0.571  — 0.245B+ 0  326 
ti(1),+fr(i),=:+0.571—0.H62B— 0.291 
m(21  ),-f.Mj(1  ),=+ 0.220— 0.728=—  O.öOS 
«{I )2+tt<  1  )2=+0.06^>  —  0.t\  3=—  0.151 
„(|)2_,p(:i)2=-4-(>  002t+ 1  .Ö87  =  -|-  1.1  49  I  =—0.  U I  -Hl  .301  =+  1 .1 50 

Niehl  nur  die  Aggregate  u{m),^x{r),t  soodem  auch  die  u(m),  selbst  sind 
bei  dem  gegeoivlIrtigeD  Verfahren  eben  so  wie  die  Winkel,  oder  die 
Unterschiede  der  Richtongen,  bestimmte  Grossen. 

Die  BedingangsgleicfattDgen  bleiben  nun  eben  so  wie  sie  im  Art 
91  aufgestellt  worden  sind,  und  nach  der  Substitution  der  vorstehenden 
Wertbe  der  ff{r)„  ergeben  sich  dieselben  Werthe  der  F[!),  F{II),  etc. 
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Dio  DHierentiale  der  Bedingungsgleichungen  ,  die  im  Art.  92  enthalten 
sind  ,  erleiden  daher  keine  weiteren  Veränderungen  als  dass  die  Glieder, 
die  mit  fKlji,  M^^-  d[\)i  niulliplicirt  sind,  weglallen.  In 

der  nn  Art.  93  ce£tel)enen  Zusammenstellung  der  Cftefficienlen  dieser 
Gleichungen  ntuss  man  jetzt  die  erste  Z(Mle  jeder  Abüieilung  der  Tafel 
s;rh  hinweg  denken.  Zur  Berechnung;  der  r./l,  ergehen  sich  jetzt 
die  folgenden  Ausdrücke,  die  mehr  oder  minder  abgekürzt,  auf  alten 
Stationen  Geltung  haben ,  und  durch  die  Yerlauächung  der  Zahl  i  oiil 
//,  Jü^  etc.  auf  alle  BediDguDgagleicbuogeo  anzuwenden  sind. 

,(8./).  «  q{ij). 

,(3J),  »  i»;.9(«./).+  9(3./). 

»  ßrM^J).  +  ^'.«(a,/).  +  9(4.1), 

fiibj],  =  ß; .  7(2./),  -I-  y;  .9(3,/}.  +    .  ^(i,/). 


Die  beiden  letzten  kurzen  sich  ab,  weil  q{a,lj  und  q[b,I]  Null  sind.  Die 
Hcc'huuug  gab 


r 

t 

log  vlr,m$ 

log  »{r,Jn, 

1  log,(r,Fi), 

2 

1 

0. 

0.  » 

l  _ 

9.81470 

3 

0.  )i 

9,17609 

9.1760911  0. 

8.99079 

9.S8926 

i 

8.96417» 

8.14082 

9.99395 

19.93799» 

9.90910 

9.91385 

a 

9.62331>» 

o,r)i8no 

9.1^002 

8.78509« 

0.77880 

0.GG080 

6 

9.92410» 

9.6C883 

9  61894 

8.630  lÜN 

0.00527 

994010 

2 

2 

0.40289 

0.05406 

3 

0. 

9.69181» 

9.48979 

i 

9.78336 

0.  II 

9.37606 

9.80784 

2 

3 

0.  n 

0. 

3 

9.76GG^ 

Ü.Ü188I 

2 

4 

0. 

0.  n 

3 

9.64373 

9.74639 

!).2Ü0?S« 

i 

5 

0.  II 

0. 

9.70523 

3 

9.6S32S 

9.74036 

9.17325» 

113. 

Zar  Berechnung  der  /'(r,/).,  etc.  dienen  jetzt  die  folgenden  alige- 
meinen  AuadrOcke, 
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=  Q{^j},+r:Q{u\+  y:-qm),+ y:q  . 

rnj\  =  Qia,J],+ €: .Q  h  l  , 

in  weichen  die  0(2./}, ,  elc.  dieselbe  Bcdontiing  haben  wie  in  dem  er* 
sten  Verfahren,  und  <h'e  auch  aur  alle  6«dingong6gleichangen  auHEa* 
dehnen  sind.  Fttr  das  Beispiel  eiigab  sich 


r 

S 

lo',-  QirJif 

log  Q  rJI], 

lop  Q  r.ni), 

lost  Q{r,IV), 

log  Qlr,  F;, 

log  Q{r,Vr,, 

2 

\ 

9.00000 

9.00000» 

8.84470 

3 

8.66370» 

7.83979 

7.83979» 

8.66370 

7.65449 

7.95296 

1 

7.862  Mn 

7.03876 

8.89189 

8.85593n 

8.80704 

8.81179 

a 

8.22742« 

H.li>?10 

7.78412 

7.38919« 

8.38290 

8  27399 

h 

9.07020h 

8.82002 

8.77013 

7.78129» 

9.15646 

9.09120 

2 

2 

9.66253 

9.3l37ir 

3 

9.25964 

8.56393n 

8.36191 

K 

8.68752 

8.90446» 

8.28022 

9.74200 

2 

3 

8.82876» 

8.82876 

3 

8.87622 

S. 72841 

2 

4 

9.06215 

9.06215« 

8.75753« 

8.94927 

9.04993 

8.30432» 

i 

9.00000« 

9.00000 

6.70523 

8.95642 

9.04356  ' 

1  - 

8.47645i^ 

« 

r 

t 

Ion  nr, II], 

'  log/Ir,///). 

log  fr.n, 

log  flr.r!). 

2 

1 

8.83288« 

9.13431 

S.84806n 

7.36078 

9.15129 

8.81953 

3 

9.18673» 

8.83288 

8.74  839 

8.52349 

9.44907 

9.40492 

4 

9.08039« 

8.81798 

9.123.39 

8.89365« 

9.30588 

9.26185 

a 

9.038Ö8// 

8.81 015 

8,71475 

7.85406« 

9.13210 

9.05945 

h 

9.07529» 

8.82002 

8.77013 

7.78129« 

9.15646 

9.09120 

2 

8.58784 

8.48134« 

0.65088 

0.3(Uh;', 

3 

9.01731 

8.68752« 

8.3990 1  n 

8,734 1 7 

4 

8.68752 

8.90416» 

8.28022 

8.71200 

2 

3 

8.5581 4n 

8.95260 

3 

8.87623 

8.72844 

2 

4 

9.18960 

8.84799» 

8.85336« 

3 

8.94927 

9.04993 

8.50432p 

¥ 

8.70nGn 

9.20629 

8.05697» 

3 

8.9Ö642 

9.04356 

8.47645» 
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114. 


Die  Berachnung  der  CoefficieDlen  der  Endgleicbangen  wird  hier 
eben  so  aosgeftthn  wie  in  dem  ersten  Verfobren.  Eft  ergab  sich 


*  1  (^/) 

tf.//) 

_ .  - 

{i,Vl) 

0.41981 

—0.10421 

—0.05229 

—0.099  IS 

—0.1 4096 

—0.19780 

i 

0.36660 

—0.12073 

H-0.002S9 

-4-9.1831S 

-1-0.06600 

/// 

0.46821 

—  0.12928 

H-0.02412 

-1-0.17104 

IV 

0.36980 

—  0.080:i6 

—0.06841 

V 

1.44453 

+0.71131 

VI 

0.47808 

Vergleicht  man  diese  CoolTIcionten  n  it  denen  des  Art.  9ö,  die  das 
erste  Verfohren  gegeben  hat,  £;o  wird  man  findcD,  dass  sie,  abgesehen 
von  den  kleinen  Unlerscliieden  der  letzten  Stelle,  die  von  den  Fchiero 
der  letzten  Stelle  der  angewandten  Lf^arithmeo  herrühren,  mit  diesen 
identisch  sind,  obgleich  die  HtlKiigrOssen.  die  zu  ihrer  Berechnung  ge- 
dient haben,  in  beiden  Verfahren  sehr  von  einander  verschieden  sind. 
Es  ist  dieses  kein  Zufall»  sondern  es  Issst  sich  leicht  zeigen,  dass  die 
Endgleicbangen  identisch  dieselben  werden  müssen ,  wie  man  auch  das 
Torhergehende  Verfahren  eingerichtet  haben  mag. 

Wir  brauchen  also  die  Endgleichnngen  nicht  von  Neuenti  aufzulö- 
sen .  sondern  die  Werthe  der  Unbekannten  (/).  {II),  elc,  die  im  Art.  95 
gefunden  wurden,  haben  auch  liier  (ieltung. 

Auch  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Fehler- 
quadrate wird  dieselbe,  die  durch  das  erste  Verfahren  gefunden  wurde. 

115. 

Um  die  Werthe  der  letzten  Verbesserungen  z{r\  zu  finden,  dient 
nun  wieder  die  allgemeine  Gleichung 

in  weldier  aber  die  Werthe  der  f{rj)^t  etc.  angewandt  werden  müssen, 
die  das  gegenwärtige  Verfahren  gegeben  hai.  Bs  folgt  von  selbst  dar- 
aus, dass  alle  z(1)^a  0  sind.  Wir  bekommen  nnn 


Digitized  by  Google 


744 


P.  A.  Hambii, 


[174 


z(r<i  =  —  0"033  ,    2(2),  =  —  0"585  ,    2(2),  =  +  0"488 
2(3),  =  —  0.547  ,    2(3)2  =  -4-  0.i90  ,    «(3),  =  -h  O.o46 
2(4),  =  H-  0.352  ,    2(4),  »  +  Ü.404 
2(a),  a  —  0.144 
{(6),  »  —  0.174 

4-  1"33?  ,    2(2)5  =  +  0"703 
s(3)«  =  —  0.153  .    z{^)i  =  -h  1.258 

imd  zieht  man  diese  tod  den  im  Art.  140  enthalteneD  Wertheo  der  y{r\ 
ab»  so  ergeben  sich  die  folgenden  wahracheinlichBlen  Wertbe  der  Rich- 
tungen. 


63M4'1<r000, 

27«55'  rOOO 

*(«)« 

96  S9  da.58il . 

a-i2)2 

43  16  35.887 

308  51  38.030  , 

64  53  36.811 

S15  58  1G.S14. 

;r(4}, 

342  17  11.425 

ar(a), 

106  5  29.761  . 

269  57  22.872  , 

179" 43'  9  "000  . 

S8^i7  44  000 

243  45  34.193  , 

128  57  .57.503 

43), 

268  36  49.352  . 

«(3)4 

170  tu  40.832 

»  262*59' 37"000 
a<2)5  a  276  32  44.769 
«(3)ft  —  359  40  36.523 

Vergleicbt  nun  die  luerans  folgenden  Winkel  mit  denen  det  Art. 

96.  die  durch  das  erste  VeH^hreo  erhalten  worden  sind,  so  wird  maa 

eine  Uebereinstitnmung  finden,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lasst. 

Will  lii.iii  uuch  die  wahrscheinlichsten  Werlhe  der  a(m)^  kennen  ler- 
nen ,  so  dient  dazu  wieder  der  Ausdruck 

fUr  welchen  die  Bemerkungen  des  Art.  1 1 1  wieder  gelten. 

Die  Berechnang  der  Gewichte  ist  bei  dem  gegenwürtigen  Yeriah> 
ren  im  AUgemetneii  dieselbe  wie  beim  ersten  Verfobren,  nur  ftwto  m 
Besag  auf  die  der  Winkel  jp(r),— c(1),  eine  Aoanabme  statt.  Da  dii*8e 
Winkel  gegenwärtig  die  Oobekannlen  selbst  sind,  <o  ftlh  4ie  Bereeb* 
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nnng  der  Grüssen  in  deren  Bezeichnung  M  vorkommt  w«g»  and  es  ist 
nach  den  Ausdrücken  (l(»r  Arit.  44  u.  48  zu  verfahren. 
AJs  Beispiel  soll  hier  das  Gewicht  des  Winkels 

berechnet  werden,  welches  im  Art.  97  nach  dem  ersten  Verfohren  schon 
berechnet  warde.  In  der  hier  eingeführten  Bezeichnung  giebl  der  Art. 
44  sogleich 

^  /'        (8,«,«;,  ^  [3,l,t]^      (4,4,«}i      [fl,a,4)|  [bMlt 

und  aas  dem  Art.  48  bekommt  man 

/T(«./FJ).  «  A»./F),  +         .  (4), 
etc.  etc. 

etc.  etc. 

/(2.iV,a)»  =  /•(i./v.g},  +  .  (4), 

elc.  etc. 
etc.  elc. 


worans 


=       f/ft      *f     (////4i     ^    im  in«.  WC» 


(/,/)  ^  (//,//, <J  ^  (///,///,«^ 
folgt.  Das  Gewicht  P  wird  hierauf 

p  =,  J  

Für  unser  Beispiel  bekommt  man 

}r(2)|  »  0.13625 
A2./),  »  -  0.06807  ,   A2,/F.3),  s  -  0.01777 
/(2,//.1)i  .  +  0.41934  .    f(2,V,4),  «  +  0.08540 
/(2,///.2)i  =  —  0.03215  ,   f[ijl,5)i  «  —  0.00217 
^(2),  =r  0.06200 

und  biemit 

P  ^  13,47 

wie  im  Art.  97. 

117. 

Bs  8oH  als  sweiles  Beispiel  Uer  nooh  das  Gewicbt  von 
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berechael  werden,  welcher  Bogen  niil  dem  Ai^greijiU  »;  l)i -♦- j  I  )j  des 
ersten  Verfahrens  identisch  ist.  Das  Verfahren  des  vor.  Art.  ist  liier  niebl 
zulässig,  sondern  es  aiuas  stall  Uü»seu  das  aiigemeine  Verfahren  ange- 
wandt werden.  Da  hier 

=  -  ix(2),' 
ist,  so  wird  Jlsa  ^^^^j^),  und  fblglich 

und  ferner  wird 

(M.2),  =  fe(2),  =  ^  i 
(Jf.3),«/ir,".*{ä),-- (9.3178) 
Uiemii  wird  zuerst 

mit  dem  Art.  101  übereiostimnieod,  obgteicli  die  HttlbgrOsseo  hier  ganz 
andere  Werthe  haben  wie  dort.  Mao  erbttlt  ferner 

[IM]  »  +  0.01809  .    (//,Af)  »  —  0.0U84 
{IHM)  =  {IV,M)  =  (VJf)  =  {VI,M)  0 
wie  im  Art.  101  ,  und  hieraus  folgt  schon  ohne  weitere  Forlsetzung  der 
Rechnung,  dass  dasseliie  Gewicht  wie  dort,  nemlich 

P  67.37 

erhalten  wird.  Man  sieht  hieraus,  dass  beide  Verfobren,  ungeachK4 
ihrer  Verschiedenheit ,  flir  die  Winkel ,  die  Übrigen  bestimmten  Bogen, 
und  Ibr  die  Gewichte  dieselben  Resultate  geben,  wie  auch  nicht  anders 
sein  Icann. 

118. 

Vergleicht  man  diese  l)('iden  Verfahrunk'sarteu  in  Bezug  auf  die 
Arbeil,  die  sie  veruisachen  mit  ciiuinildr ,  so  sclicint  das  Ürtheil  darulxT 
sich  zu  Gunsten  des  *  i  ^lrn  \  <  li  ilii  eu»  zu  neigen.  Das  letzte  Verfahreü 
führt  freilich  in  seinem  letzten  l'heil  auf  eine  geringere  Anzahl  von  Aus- 
drucken wie  jenes,  indem  in  den  für  die  und  t  auf  jeder  Station  Ein  Aus- 
druck weniger  vorhanden  ist,  dagegen  sind  aber  die  zu  berechnenden 
Hulfsgrössen  in  diesem  Verfahren  zusammengesetzter  wie  in  dem  Vor- 
hergehenden ,  da  sie  aus  einer  grösseren  Anzahl  von  Gliedern  bestehen. 
Mir  scheint,  dass  die  Gesanuntwirkung  dieser  beiden  .  einander  entge- 
gengesetzten ,  Umstände  zu  Gunsten  des  ersten  Vedahreos  ausföllt.  Bs 
kann  übrigens  Jeder  bei  der  Ausgleichung  eines  UreiecksnebEes  sich  ohne 
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vergebliche  Mühe  ein  Urlheil  (ll'er  <lie  relalivt;  Kurze  dieser  Leiden  Ver- 
fahi  unirsartcn  bilflen,  denn  Niclits  hindert  sio  tintcrmisclil  anzuwenden. 
Mail  liOnn  ohne  Naclilhril  Im  das  Rcsullal  it  il Cuiisren  Stalifinen  die  eine, 
und  auf  anderen  Stationen  die  andere  dieser  beiden  Yerfahrungsarteo 
aDweoden. 

§•  5.  Amielnm  in  im  Vtrlcrgeliaiici  »twidtdtoi  VcHUhrtn  tmt 
im  Fall,  in  welcliMi  aelir  wie  Eine  Crvndlinif  ^enessen  worden  ist, 
•der  mau  das  Dreiecksnelz  au  ein  beuackbarttü  anseUiessen  will. 

Im  Vorheiigebendeo  ist  immer  aDgeoommen  worden,  das«  in  dem 
Dreiecksnetz  nur  Eine  Seile  gegeben ,  oder  mit  anderen  Worten  nar 

Eine  Grundlinie  gemessen  worden  sei,  wir  wollen  aber  jetzt  zur  Be- 
iraclitung  des  Falles,  wo  zwei  oder  mehr  Grundlinien  gemessen  wor- 
den sind,  fibergeheu.  Nehmen  wir  zuerst  zwei  gemessene  Grundlinien 
an,  dann  ist  klar,  dass  ausser  den  im  Vorhergeiicnden  erkluiten  Bedin- 
gungsgleichungen noch  Eine  vorhanden  ist.  Diese  kann  ioiiuer  auf  die- 
selbe Form  gebracht  werden  wie  die  zweite  Gattung  der  übrigen  Bedin- 
gungsgleichungen«  nur  statt  des  Gliedes  s  t  tritt  das  Vcrhaltniss  der  beiden 
Grundlinien  ein.  Die  neue  Bedingungsgleichong  ist  daher  immer 

»in  fasW  — gf»)]  sin  [a;(c)  ^x(d\]  .  * 
sin  [a;(a')-x(6')]  8ltt[«(c')-»W')i  .  •  •  ^ 

wenn  B  nnd  B  die  beiden  gemessenen  Grundlinien,  und  «(<i),  x{b),  x{c), 
etc.  s{a%  «(6'),  x{e\  «(d*),  etc.  gewisse  gemessene  oder  beobach- 
tete Richtungen  sind.  Wenn  mehr  wie  zwei  Grundlinien  gemessen  wor- 
den sind,  so  kommen  noch  mehrere  Bedingungsgleicbungen  wie  die 
vorstehende  hinzu,  und  zwar  ist  die  Anzahl  dieser  dritten  Gattung  im- 
mer K(m— 1),  wenn  m  GmndUnien  gemessen  worden  sind. 

Wenn  z.  B.  in  dem  oben  behandelten  Beispiel  die  Linien  Seeberg- 
Inselsberg  und  Warte-Wachsenburg  unmittelbar  gemessen  wören,  so  • 
würde  ausser  den  angetulirten  sechs  Bedingungsgleichungeu ,  noch  die 
folgende  siebente  vorhanden  sein, 

sin  •a:(3;i-a;(<)i-0"U0]  sin  [g(8)3-.a;(»3-0"äl  ♦]    _  ^    ^  Q 

WO 

B  *m  Seite  (Warte-Wachsenbnrg) 
B  ■=  Seite  (Seeberg-Inselsberg) 

AUmII.  «.KS.  OMriltck.  d.  ViMMiMk.  XlH.  51 
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sind,  und  diese  Bedingungsgleichung  hätte  sofort  den  ttbrigeo  sechs  da 
Art.  91  hiDzogefbgl.  and  ebeo  so  behandelt  werden  mOsseD. 

420. 

Bleiben  wir  bei  der  Amiahme  von  swei  gemessenen  Grandlinien 
stehen,  da  das  Hinzakommen  von  mehreren  nnr  die  WIederfaoluDg  des- 
selben Verfehrens  verlangt.  Nachdem  die  AosgteiclMiigen  auf  den  Sta- 
tionen ausgelulirl  worden  sind,  sind  in  die  Bedingungsgleichuog  des 
vor.  Art.  nicht  nur  die  Wcrthe  tler  Ricliluni^pn ,  die  im  Vorhergehenden 
mit  »/''»y.  hezoichnel  N^urdf-n  sind,  .sijiidi  in  am  h  die  durch  die  MeiMun 
i^en  i^elnndtinfn  i  i  llie  der  Grundiiuien  B  und  /)  zu  subslituiren.  Diese 
Gleichung  wird  nun  im  Allgeuieineo  so  wenig  wie  die  Übrigen  Bedtn- 
gangsgleichungen  den  Werth  Null  geben,  sondern  statt  dessen  einen  an* 
tleren .  den  ich  den  früheren  Bezeichnungen  analoj^  F{li  nennen  werde. 
Die  Einheit  von  sei ,  wie  oben  bei  den  tthnlichen  GfOssen,  die  sie- 
bente Stefle  des  BriggSsehen  L<^rithmii8. 

Darcb  die  Diflerenliation  unserer  Gleiehoag,  oaehdein  sie  auf  die 
fcigariihmische  Form  gebraeht  worden  ist,  erhallen  wir 

^colg  Wa)—  £{b)\d[Ma)^x{b)]+  y  cotg  [js{c)'^x{d}]6  [«(c)— <(fjl  ... 

-^cotg(x(flV^W-<0-^0]->tgWeV«(^^^ 

und  In  dieser  Form  ist  diese  Gleidiung  als  eine  der  Gleiefauagen  (30)  der 
aligemeinen  Aufgabe  xa  betraeirte»*  and  den^iesissa  eben  so  sn  behan» 
dein  wie  im  Vorhergehenden  von  den  übrigen  Bediogungsgleichungen 
f^ezeigt  worden  fet.  Damit  in  den  Verbesserungen  der  Itiohtaogen  wie* 

der  die  Secunde,  und  in  den  Verbesserungen  dB  und  dB'  der  Grund- 
lini<m  dieselbe  Einheit,  in  welcher  diese  ausgedrückt  sind  zur  Binheit 
.  werde,  ist  mit  Hurk^^iclit  auf  die  schon  festgesetzte  Einheil  von  F{B),  M 
dem  Zehniiiilliüntachen  des  Moduls  der  Briggisohea  Logarilhmeo.  nnd 
rsi^Oü^CS"  zu  setzen.  Es  wird  daher 

log  JT  M  6.63778 
logr  s  5.3fUa 

Die  Coeffidenten  der  Verbesserungen  der  Richtungen  werden  also  eben 

so  berechnet  wie  üben  in  den  Bedingungsgleichungeo  zweiter  Gattung. 
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iii. 

Man  wUfde  nun  die  Auflösung  der  voiiiegeodeD  Äufj^abe,  blos  mit 
dem  Untersohiede,  dass  zu  den  UnbekaDaleo  der  vorhergehefiden  Auf- 
gabe* in  welcher  nur  Eine  Grandlioie  Toratisgesetzt  islt  beidea 
netten  Unbekannten  dB  nnd  dff  binzngekonnaen  tind,  nach  den  im  Yor- 
heigebenden  abgeldtetenBrkIfirnngen  und  Voraohriften  rationel  zu  finde 
Itabren  können,  wenn  nicht  noch  eine  Bedingung  zu  erflillen  wure,  die 
ao  beschalllni  iat,  dasa  aie,  gegenwärtig  wenigaleas,  gar  nicht  eritollt 
werden  kann. 

Das  Mesaen  eines  Winkels  (oder  emer  Richtung)  und  das  Messen 
einer  Grundlinie  sind  zwei  ginzikih  von  einander  versdiiedene  Opera- 
tionen, die  eine  dweeie  Vergleichung  ihrer  relativen  Genauigkeit  gär 
ncht  zulassen ,  alter  dennoch  muss  man .  um  die  im  vor.  Art.  erhaltene 

Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Übrigen  Bedingungsgleichungen  der 
Aufgabe  weiter  behandeln  zu  kooneu,  ein  Maass  tier  lelaiiven  Genauig- 
keit zwischen  Winkel-  oder  Kichtnngsmessungen  und  Gnindlinienmes- 
suugen  kennen ,  laUem  lu  derselben  sowohl  die  wahi  isclieinlithslen  Ver- 
besserungen dieser  wie  die  jener  die  Unbekannten  sind.  Man  niuss.  mit 
anderen  Worten ,  den  Kehler  der  Grundlinienniessunj^en  kennen,  der 
dieselbe  Wahrscheinlichkeit  besitzt, -wie  der  Kehlr^r  von  einer  Secunde 
in  den  Winkel-  oder  Richtungsmessungen,  und  hieraus  die  Gewichte  be- 
stimmen, welche  dB  und  dB  beizulegen  sind,  während  die  Gewichte  der 
Winkel-  oder  Richtungsmessuogea  gleich  Eies  gesetzt  werden. 

Von  den  mittleren  Fehlern,  womit  die  Messungen  verschiedeoer 
Grundlinien  behaftet  sind,  lässl  sich  im  Voraus  nur  wenig  sagen.  Von 
Zwei  Gnindlioien ,  die  unter  völlig  gleichen  Umstunden  gemessen  sind, 
ISsst  sich  mit  Gewissheit  behaupten,  dass  der  mittlere  Fehler  der  län- 
geren grösser  sein  muss,  wie  der  der  kürzeren,  denn  die  Fehlerquellen 
wiedei-holen  sich  bei  jener  öfterer  wie  bei  dieser,  aber  dass  die  mllile^ 
ren  Fehler  solcher  Grundlinien  ihren  Langen  proportional  sein  sollten, 
wie  zQweflen  behauptet  worden  ist,  muss  bestritten  werden.  Wenn  an- 
genommen werden  durfte,  dass  bei  allen  möglichen  Fehlerquellen  (Reiche 
positive  nnd  negative  Fehler  gleiche  Wahrscheinlichkeit  hatten,  so  Wörde 
man  die  mittleren  Fehler  mehrerer  noter  völlig  gleichen  Umstanden  ge- 
messenen Grundlinien  den  Quadratwurzeln  aus  Ihren  Langen  proportio- 
nal setzen  können ,  aber  diese  Annahme  ist  auch  nicht  in  aller  Strenge 

Ö4* 
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richtig,  da  es  Fehlerquellen  t'iebt,  die  stels  in  deiiiselbeu  Sioae  wirken, 
z.  ß.  die  Fehler  der  Etaloiiiruiiij:  der  Messstangen. 

Um  die  Wahrscheinlichkeit  irgend  eines  gegebenen  Fehlers  in  der 
Messung  einer  Grundlinie  ntit  annehmbarer  Annäherung  bestimnieD  zu 
könoen,  müsste  man  diese  Grundhnio  zu  vielen  wiederiiolleo  Malen  ge- 
messen haben,  aber  solche  Wiederholungen  dieser  Messungen  liegen 
gegenwärtig,  wenigstens  öffcnllich,  gar  nicht  vor,  und  die  Schwierig 
keii  derselben,  so  wie  der  Zeit-  und  Kostenaufwand,  den  sie  erfordern, 
veranlassen  die  Annahme ,  dass  sie  so  bald  noch  nicht  in  der  im  Allge- 
meinen ei'fbrderlichen  Ausdefanong  vorhanden  sein  werden*^.  Man  kann 
daher  atich  nicht  die  zur  rationellen  Anwendung  der  Gleichungen  des 
vor.  Art.  erforderliche  Bestimmung  der  Gewichte  der  Messungen  der 
Grundlinien  in  Bezug  auf  die  der  Winkel'  oderBichtongsmessongen  aus- 
fahren, und  moss  daher  vor  der  Hand  von  der  strengen  Beautzuog  der- 
selben absehen. 

m. 

Der  Fehler  in  den  Messungen  der  Grundlinien,  die  mit  den  besfen 
Apparaten  und  der  grössten  Sorgfalt  ausgeführt  sind,  dessen  Wahr- 
scheinlichkeit der  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  von  Einer  Secunde 
in  den  Winkel-  oder  Richtiingsnicssiingon  gleichkommt,  ist  gewiss  ein 
sehr  kleiner  Xbeil  eine«  Meters ,  und  bezeichnet  man  ihn  fUr  die  ver- 
schiedenen Grundlinien  mit     ,  ~r,  etc.  Meter,  so  werden  etc. 

grosse  Zahlen  sein.  Don  Vorhergehenden  zufolge  mflssen  nun  den  Be- 
stimmungen der  Grundlinien  die  Gewichte  p^,  p'^,  etc.  beigelegt  werden 
wenn  man  den  Bestimmungen  der  Richtungen  das  Gewicht  s=  i  beilegt. 

Aber  im  Laufe  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  treten  diese  Gewichte  in 

die  Nenner  der  Coenicienteu  der  Gleichungen  ein,  und  es  wird  dadurch 
bewirkt,  dass  in  den  Endgleichungen  die  CoefGcienten  der  Verbesserun- 
gen der  Gniiuilniien  mit  weit  kleineren  CoefBcienten  bchaHel  sind,  wie 
die  (]  I  Hjchtungen  oder  Winkel.  Die  Verbesserungen  der  Grinullinien 
werden  daher  selbst  sehr  klein,  und  äussern  eine  geringe  Rückwirkung 


*)  Dem  Vmiehmen  nach  besitzt  die  Stprnwarle  Pulkowa .  a!<  f  ehmvitc!  ffir 
die  angehenden  (ieodiiten  .  ein«  Probebasis  nebst  den  dazu  gehörigen  Mt  Hsapjt.^ralen. 
Es  würde  gewiss  von  Nutzen  sein ,  wenn  die  dauiil  gewonneucu  brlahruii^eii  ver- 
Mfefitlidil  ward««. 
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aut  die  der  Richtungen  oder  Winkel,  und  können  daher  ohne  erhebliche 
Fehler  in  den  letzteren  zn  veranlassen,  übergangen  werden;  man  kann, 
mathematisch  zu  reden ,  die  Gewichte  der  Grundlinien  in  Bezug  auf  die 
der  Winkel  oder  Richtungen  nnendhch  gross  setzen ,  wodurch  die  Ver> 
besserungen  jener  Null  werden.  Die  Gleichung  des  Art.  119  nimmt 
hieraof  die  folgende  Form  an, 

-fcotg(j;(aO-«(fcXat*(«V#0]-7COtgW^^^  -  0 

und  wird  den  Bedingungsgleirhungen  zweiler  Gatluiig  völlig  ähnlich. 
Die  Auflösung  unserer  Aufgabe  besitzt  nun  die  Figenschafl,  dass  nicht 
nur  den  Bedingungen  zwischen  den  Wink«  In  d  .^selben  vollständig  Gniige 
geleistet  wird,  sondern  auch  alle  gemessenen  Grundlinien  genau  darge* 
stellt  werden. 


Meter 


1S3. 

Es  wird  nicht  nndienhch  sein  das  Vorhergehende  mit  einigen  Bei- 
Bpielen  der  dnfachsten  Art  zu  eriflutem.  Bs  soll  zuerst  das  Dieiecksnetz 
aas  einem  einzigen  Dreieck  bestehen ,  in  welchem  alle  drei  Winkel  und 

zwei  Seiten  gemessen  worden  sind.  Ich  nehme  an,  dass  man  erhalten 

habe 

a  =  40«  0'  O'OO 
=  65  0  0.00 
y  s=  75  0  3.00 

a  mm  1000.000 
b  s  1109.978 

und  dass  die  Seite  a  dem  Winkel  a,  die  Seile  b  dem  Winkel  ß  gegen- 
über liege.  Hier  finden  zwei  Bedingungsgleichungen  stall,  neoilich, 
wenn  der  sphüriscbe  Uebers(;huss  übergangen  wird, 

n-^  li  -h  y  —  180°  =  0 

sin  a  a  a 

"iiM  r  ^ 

Die  Substitution  der  vorstehenden  Werthe  hierin  giebt 

F(i)  =  +3*00  .   F{ll)  =  +41 

und  durch  die  Diflerentiation  erhalt  man,  mit  Weglassnng  der  Aende- 
rung^  von  a  und  b^ 
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H-  26.092dte  —  9.%iSdß  +  4t  s  0 
und  hieraus  eatsteht  die  folgende  ZusamiDen.stellung 


r 

tt 

+  1 

39951) 

ß 

^\ 

r 

-hl 

0 

Sct/.l  man  nun  das  Gewicht  der  Wiokcl  s=  I ,  so  werden  j^r,/)  »s  /(»*«/)• 
u.  s.  w-  und  folglich 

(/./)  =  3  ,    (/./i)  =      5.274  .    {HU)  —  726.02 
woraus  man 

(/)  «  -|-0''7979  ,    (//)  =  +;8.59862) ,    W  4.021 
und  hiemit 

=>  +r794 

«  +0.408 

=:  +0.798 

beitommt.  Die  wahrscheinlichsten  Werlbc  der  Winkel  werden  also 

o  =  39"  Ö9'  58"206 
^  SB  64  59  59.592 
.  /  a  75    0  2.202 

wahrend  die  Seiten  oder  Grundhmen  unverttndert  bleiben. 

121. 

Es  soll  jetzt  dasselbe  Beispiel  mit  der  Abiinderuog  vorgenommen 
werden,  dass  [lir  die  relative  Genauigkeit  ilor  Messungen  der  Winkel 
und  der  Gruiidlinifn  einf  Hypothese  aidi^eslelil  \\\vi\.  IrMJem  ich  an- 
nehme, dass  Eine  Secunde  Fehler  in  den  Winkehiiesbuiigen  dieselbe 
Wahrscheinlichkeit  habe  wie  der  Fehler  von  einem  halben  Millimeter  in 
der  Messung  einer  Grundhnie  von  Tausend  Metern  Länge,  meine  ich 
eine  Hypothese  aufgesteHt  zu  haben,  die  wohl  zuweilen  mit  dem  wahren 
Sachverhalt  übereinstimmea  kann ,  lasse  Ubrigeoa  Jedem  unbeoommeii, 
dafUr  eine  andere  einzuführen,  wenn  grossere  Erftbningen  im  Meeaen 
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von  Grundlinien  dafUr  sprühen  sollten.  Da  meine  Annahme  hypothetisch 

ist ,  so  soll  sie  für  beide  GruodUoiea  uuveründert  gelle».  Die  erste  Zu- 
sammensteliuDg  wird  jetzt 


r 

9ir,i) 

a 

-|-(1.399r)i) 

ß 

—(0.90202) 

Y 

H-i 

0 

a 

0 

— (3.G3778) 

b 

a 

+(3.48857) 

wü  die  fi  und  b  gegenUljerstehenden  Zahlen,  dem  Art.  l:^ü  gemäss,  die 

M  M 

Werthe  von  —     uod  -i-     sind.  Da  der  obigen  Hypothek  zufolge 

das  Gewicht  der  GrundÜDien  ^  (2000)*  gesetzt  werden  muss,  wahrend 
das  der  Winkel  k  i  igt,  so  ergiebt  sich  die  folgende  ZusammenstelluDg 


r 

fir.n 

f{r,n} 

a 

+i 

ß 

+i 

—(0.99202) 

y 

-1-1 

0 

a 

0 

—(7.03572—10) 

b 

0 

-•-(6.88651-10) 

Hiemil  werden  nach  and  nach 

(/,/)  =  3  ,    (/,//)  »  -1-15.274  ,    (//.//)  =  733.11 

(/}    =  +  O'SOOl 
(//)  =  -|-(8.59390) 
W   »  4.010 

z(a)  =  -M''785.  z{a)  =  — 0*^000044 
S(fi  BS  4-0.415  .  2{b)  -f-0. 000030 
«0)  1^  -1-0.800  , 

et  =  39*59'  58*215  ,      a  »  1O0O**O00044 

/?  =  64  59  59.585,       6  k  1409.977970- 

=  75    0  2.200 

Diese  Wei  ihp  der  Winkel  sind  keine  volle  Ilundertslelsecunde  von  den 
vorher  erliallenen  verschieden ,  und  die  Aenderungen  der  Grundiinten 
höchst  unbedeutend.  Auch  die  Summe  der  Fehlerquadrate  hat  sich  un^ 
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bedeotend  verkleioert,  indem  sie  nur  0.0  H  kleiner  geworden  isl,  wie 
bei  der  vorheiig^ngeneo  Behandlung  dieser  Aufgabe. 

126. 

Um  einen  zusammengeseUleren  Fall  vorzofilbren  oebme  icb  an, 
dass  im  Dreiecksnetze,  welcbea  die  folgende  Figar  darstellt,  die  einge- 
schriebenen Winkel  und  Seiten  gemessen  seien,  die  ich  so  gewählt  habe, 

dabä  uur  drei  Bcdingungsgleichungeu  vorhanden  sind. 


Die  erhaltenen  Werthe  seien  die  folgenden, 


a 

W  O'O'OO 

ß 

65    0  0.00 

Y 

7  5    0  3.00 

d 

45  0.00 

OG  ;^o  0.00 

c 

1  1  1  40  0.00 

e 

MI    0  0.00 

a 

1 000"'000 

b 

1409.978 

d 

1353.067 
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Die  beiden  ersten  Redintiimgsiilcichunaen  sind  nun  dieselben  wie  im 
vorhergeheuden  Bekpiel,  und  die  dnlte  wird 

i>in  Y      ^      f    <(   ^  Q 

sin  o  sin  (J-I>i)  sin  B  a 

Ferner  wird 

F(7)  =  +3"00  ,    ¥[11)  —  -Hil  ,    V[\U\  =  -27 

—  (I.390.'.iif)a  +  (0.7514ü}()y  -h  (1.59i(i7}dd  +  (0.36283}d« 

—  (0.92i44jdf  —  (t.544ö8}<}6  —  27  s  0 

und  man  bekommt,  wenn  die  Seiten  unveränderlich  angenommen 
werden. 


r 

a 

-hl 

-4-(1.399;ii) 

—(^39954) 

ß 

H-l 

0 

r 

-1-1 

0 

+(0.75142) 

d 

0 

0 

^.(1 .59267) 

0 

0 

-|-(0.36283) 

0 

0 

—(0.92244) 

e 

0 

0 

— (1.54458) 

(/,/)  «  3 


(/,//)  =  +15.274  ,    (/,///)  =—    19  4Ö0 

{il,U)  =  .    illJU)  =  -  ß29.63 

(///.///)  »  3496.9 

(/)    wm  H-0'9045 
(//)  s  H-(8.88837) 
(///)  s  +(8.66273) 
4.642 


*(/)  = 


w  = 

+r69i 
+0.1 4a 

+  1.164 


z(d)  = 
z{A  = 

z(6)  = 


+1''801 
+0.106 

— 0.;585 
—1.612 


und  die  wahrscheinlicbsten  Werthe 

a  s  39«  59' 58*309  . 
/?  B  64  39  39.855  . 
r  I-  73   0    1.836  , 


d  B  29*44'  58''199 
€  «  66  29  59.894 
C  «114  40  0.385 
»  31    0  1.612 
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Nituiut  man  auch  auf  die  Aenderuugen  der  Seiten  oder  <  >i  un  llinien 
dieses  Beispiels  Rücksicht,  und  niminl  das  Gewicht  derselben  eben  so 
an  wie  oben,  so  ergeben  Mch  die  folgenden  Zuöauinjensleiliugen 


Qir.l) 

i  Hr./) 

/f.//) 

.39954) 

—(1.39950 

-h(l. 39954) 

—(1.39934) 

-hl 

(0.99202) 

0 

-hl 

-(0.99Ä0«) 

0 

y 

-hl 

0 

-h[0.7;i142) 

-hl 

0 

-h(0.75U2) 

0 

0 

H-(1.Ö9267) 

0 

0 

-h(1  59267) 

0 

0 

-l-(0.3G2H3) 

0 

0 

-h(0.362S3} 

%» 

0 

0 

— (0.92244} 

0 

0 

—(0.92244) 

fj 

0 

0 

—(4.54458) 

0 

0 

—(1.54458) 

a 

0 

—  Iii  6:177 

-h(3.63778) 

0 

—(7.03372) 

-h(7.03572^ 

b 

0 

-h(3. 48857) 

0 

0 

-h  (6.88651) 

0 

d 

0 

0 

—  (:5.:)Or)30 

0 

0 

(/./) 


iUI)  = 

(//.//)  = 


4-15.274 
733.11 


(llMi) 
{II Uli) 
(/)    s  -|-0'9065 
(//)  «  -|-(8.88453} 
(III)  s  -|-(8.66071) 
W    =  4.626 

2{S)  =  H-n92  . 
zff)  =  H-0.106  , 
=  -0.383  , 
z{e]  =  —1.604 

uod  die  wabrscbeioUcfasien  Wertbe 


—  19.430 
—634.35 
3504.2 


-».r68i 

+0.154 
+1.165 


z{a) 
z{b) 
z(d) 


— 0*^000335 
+0.0000590 
—0.0000367 


a  8  39«$9'58'319  , 

/f  8  64  59  39.846  . 
/  s  75    ü    1.835  , 


C  =  III 
0  SS  31 

a  as  1000'"00003:^o 
h  «  1409.9779410 
d  »  1353.ÖÖ70367 


(»SB    29*  44'  58*208 

t  =i    66  29  59.894 
40  0.383 
0  1.604 
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Diese  Werthe  der  Wickel  sind  von  denen  des  vor.  Art.  höchstens  0''01 

verschieden ,  und  die  Verbesserungen  der  Seiten  oder  Grundlinien  sind 
wieder  sehr  klein.  Auch  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  durch  die 
Zuziehung  der  Aenderungen  der  GroDdlinien  nur  0.016  kleiner  ge- 
worden. 

4  27. 

Das  Messen  vod  mehr  wie  Einer  Grandlinie  in  einem  Dreiecksnetze 
trdgt  wesenllicb  zur  genaoercD  Bestimmung  der  eiDzeloen  Stücke  des- 
selben  bei,  und  darf  daher  nie  in  einem  Nelze  von  bedeolender  Aua- 
dehnung nnteriasaen  werden.  In  der  Ausgleichung  des  Dreiecksnetzes 
spricht  sich  diese  grossere  Genauigkeit  dadurch  aus,  dass  die  Gewichte 
der  Unbekannten  grosser  werden»  and  die  YergrOsserung  dieser  kann  in 
einzelnen  FMIen  bedeutend  werden.  Um  bievon  ein  Beispiel  zu  geben, 
will  ich  annehmen,  dass  in  dem  Dreiecksnetze,  welches  im  Vorher- 
gehenden zum  Hauptbeispiel  gedient  hat.  und  im  Art.  I)  1  ahgebildet  Jbl. 
die  beiden  Seiten  (1)(3)  und  (2)(4j  direct  gemessen  worden  seien.  Aus- 
ser den  bisherigen  sechs  Bedingungsf:! Eichungen  erhalten  wir  je!7f  eine 
siebenle,  und  dte.se  ist  die  im  Art.  1  03  erliallene  Relation  zwisciien  den 
beiden  eben  genannten  Seiten ,  die  aber  jetzt  wie  folgt  gestellt  werden 
muss, 

sin  [a;  3)|-j[i  |-0"«tOi  gin  [x'3}3-xii]3-0"iii]    * 

sio  {x(i}i-r'i..i-0"HO]  sin  lxf81«-a:M'4-0"«ir  (V\3]  * 

Um  diese  Sache  möglichst  kurz  hohandein  zu  können  will  ich  anneh- 
men .  dass  die  ftlr  diese  beiden  Seiten  oder  Grundlinien  erhaltenen 
Werthe  dieselben  seien  die  a.  a.  0.  erhallen  wurden,  woraus  die  Folge 
ist,  dass  die  oben  für  die  Winkel  dieses  Dreiecksnetzes  erhaltenen, 
wahrscheinlichsten  Werthe  sowohl  wie  die  Summe  der  übrig  bleibenden 
Fehlerquadrale  dieselben  bleiben  mtlssen. 

Das  Differential  der  eben  aufgestellten  neuen  Bedingnng^letchung 
ist  nun 

-I-  l.0627()x(4)i— l.0627dj-(3),— 20.596r)x(l)2-|-i!(»..)90dj-(4)2 

—  15.454  rfi:(2)3-H45.454<^T(.'?)3+24.794(Jj:(1)4— 24.79i(»i-(2),-^l.l-0 

indem  die  Substitution  der  Werthe  der  y{r)^  des  Art.  89  in  diese  Bedin- 
gungj^leichang 
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F{VII)  =  —21.1 

gtebl.  Die  Tafeln  der  Artt.  93  u.  94  bekommen  jetzt  in  Bezug  auf  die 
Den  eiogeführte  Bedingungsgleichung  die  folgenden  Zusttlze, 


r 

i 

log  9  r,  177). 

log  ii(r,F//). 

logfir.VU), 

1 

2 
3 
4 
a 
b 

1 

0.020  i  Im 
0.02641 

0.02011» 
9.98535 
9.14832 
9.01038 

8.68071» 

8.88316 
7.64415 
7.80770 

7.38719» 

8.54988» 

8.0:?007 

7.880.)0 
7.80770 

1 

2 
3 
4 

2 

1.31378» 

1.31378 

1.31378» 

1.31378 

9.92461» 

9.90906 

9.92461« 

9.21 035 
9.90906 

1 

2 

3 

3 

1.6ö7ö7n 
1.65757 

1 .65757» 
1.65757 

0.21572» 
0.53379 

0.21572» 

0.53379 

1 

2 

3 

4 

1.39436 
1.39436» 

1.39436 
1.39436» 

0.34363 
0.SIS35» 

0.34363 
0.81  SI35» 

1 

2 

ä 

3 

und  liieraiu  ergeben  sich  die  folgenden  Weithe  der  Coeffidenten  der 
BndgleichaDgen,  die  denen  des  Art.  95  hinzaznfbgen  sind, 

(/,V//)  =+1.2003.  (V.VIf)  =-1-0  4577 

(//.V//)  =  —1.6457,  [VIVII]  =  H-i.SOOO 

(UIMI)  =  -1-1.0885,  (V//,F//}  =  359.35 

{IV,VII)  =  —0.1398 

Die  Ergänzung  der  Auflösung  der  Endgleichungen  giebt  nun 

(7)|  8  —(0.47740) .      (7)«  s  —(0.06444) 
(7]s  =  -|-(0.S9SI34) .      (7)t  =  —(9.97330) 
(7)a  =  -(0.24687)  ,      (7).  s  -(4.83334) 
(y//.F//,6}  K  (S.19962) ,   At  —     «  0.000001  ^  0 
iVIJ]  =  -1-0.00024  ^  0 
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die  sich  (Jen,  auf  ähnliche  Weise  bezeichneten  Grössen  des  Art.  9ii  an- 
schliessen.  Aus  diesen  Weithon  von  (V7/)  und  H-  —  Rr,,  welche  =  0 
zu  erachten  sind,  zeiijt  sich  liie  obige  Behaupliini;  heslUligt,  das.s  sowohl 
die  Werthe  der  Unbekannten,  wie  die  Summe  der  Fehlerquadrate  un- 
verändert bleiben. 

129. 

Im  Art.  103  fandeo  wir  das  Gewicht  der  Seite  Warte- Wachsen- 
barg,  oder  in  sofern  dieselbe  aus  der  Seite  Seeberg- Inselsbergi 
oder  (4)(3},  bestimiot  wird,  ss  341.2,  es  folgt  aber  aus  dem  Art.  5f, 
dass  dieses  Gewicht  jetzt  unendlich  gross  gefunden  werden  moss.  Um 
zu  zeigen,  dass  die  Rechnung  es  jetzt  in  der  That  so  giebt,  ist  zu  be- 
merken, dass  dem  im  Art.  103  erhaltenen  Werihe  von  8  der  Werth  des 
GliedflS 

{vn.vii) 

hinzugeltlgt  werden  mnss,  und  die  Rechnung  weiter  keine  Aendorimg 
erleidet.  Nun  findet  man  aber  leicht  aus  den  vorhergehenden  Zahlen- 
angaben 

(f//,jr)  s  -1-1.54558,    {WMQ)  »  +0.68116 

hieraus 

-^ä'f  =  0.Ü0Ä9301 
und  wenn  man  diesen  Werth  dem  a.  a.  0.  Air  5  erhaltenen  hinzuftlgt 

S  —  0.006C477  =  n 

folglich 

P  «  CO 

wie  es  sein  muss. 

430. 

Um  an  einem  Bdsptel  zu  zeigen  wie  gross  die  VcrgrOsserung  des 
Gewichts  anter  Umstanden  werden  kann,  soll  das  Gewicht  der  Seile 

Seeberg  -  Warte,  oder  (1)(2),  in  Bezug  auf  die  Sdte  Seeberg -Inselsberg, 

o(lcr{1)(3),  l)crechnet  werden.  Der  Ausdruck  ist.  mit  Weglassung  der 
sphürischon  UcbcrschUsso ,  die  hier  nicht  in  nelrachl  kommen .  da  die 
genaue  Berechnung  der  Seite  selbst  für  uusera  Zweck  überflussig  ist, 

fi\/a\  _  wn  lJiija-3?(«)3]  »'»  :-ri*;&-J(<;ai  /|\/q\ 


Digitized  by  Google 


760  P.  A.  EMBiii,  im 

Da  hieraus  mil  ausreichender  Genauigkeit 

log  (l)(2)  i.09d01 

fblgt.  so  giebl  die  DiffereDtiatUMi 

J2  »  ooDSt  H-  0^89241        —  (1),]  -f.  Q'^iBTIBidHi),  —  (l^j 
—  0.079774<>|(3)j  -~  (l),]  -  0. 007235^1  (3)s  — 

folglich 

{MA}t  =  -4-0.079974  .  (^.2)3  =  -4-0.029241 
(Af,3)2  =  —0.079974  ,  {Mj),  =  —0.137781 
(iJf,4)j  =  — (8.2Ü3I5)  ,  (Af,2)s  =  -fr.0.145016 
(M,4),  =  —  0.29241  .       {M,n\  =«  —0.007235 

=  0.0038990 

(/.iV)    =  —0.001507 

{UM)   sx— 0.005319,       ill.M,\)  0,005588 

(UI,M)  -I  -4-0.04  4220  ,  (UIJi,%)  ^  +0.01 4  898 

(1V,M)  «  -».0.003884  .  (/FA3)  »  -1-0.007640 

1.  -1.0.000564  ,  (F.ir.4)   «  -1-0.002903 

(Ff^if)  ^  »0.004330  ,  (f/.ir.5)  »  —0.008790 

S  »  0.0025438 
i»  M  738.0 

Dieses  ist  das  Gewicht  der  Seite  Seeberg -Warte,  wenn  ujao  annimmt, 
das.s  nur  die  Grundlinie  Seeberg  -  Inselsberg  vorhanden  ist,  nimml  man 
hingegen  an,  dass  auch  die  Grundlinie  Warte  -  Wachsenburg  gemesMO 
worden  ist,  so  kommeo  zu  deo  vorslebenden  GrOsseo  ooch 

{Va,M)  »  -0.12806  .   (VUJifi)  »  -1-0.41955 

htDXu,  und  es  werden 

S  =  0.0036054 
P  =  4105 

also  das  Gewicht  beinahe  sechs  Mal  grösser. 

Im  Allgemeinen  verhält  sich  diese  Sache  so.  De»kt  man  sich  ein 
am  einer  grrissen  Anzahl  von  Dreteckea  bealebendes  Netz  und  nur  Bioe 
gemessene  Grundlinie,  so  werden,  unter  sonst  gleichen  Ümatln- 
den.  die  Dreiecksseilen,  die  in  der  Nibe  der  Grandlinie  liegen,  die 
grüsslen  Gewichte  bekommen,  je  weiter  aber  eine  Dreiecksseile  von  der 
Grundlinie  enHbrnt  ist,  desto  kleiner  wird  ihr  Gewicht  ansftUen.  Stelll 
jnan  sich  nnn  vor,  dasa  mOgUcbst  weit  von  jener  entli»mt  eine  zweile 
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Grundlinie  gemessen  werde ,  so  werden  zwar  die  Gewichte  aller 
Dreiecksseiten  vergrössert  werden,  aber  die  bedeutendste  VergrOssemog 
der  Gewichie  wird  die  Dreiecksseiten  treffen,  die  in  der  Nahe  der  zwei- 
ten GroDdlinie  liegen,  ond  vorher  die  kleiosten  Gewichte  bekamen; 
eben  so  verhall  ee  eicb  wenn  mehr  wie  cwei  Grundlinien  gemessen 
wofden  sind. 

MH  dem  Vorhersehenden  steht  der  Fall  in  der  engi^ten  Beziehung, 
dass  man  ein  auszugleicbendcs  Dreiecksnelz  an  c  in  lieiiachharles,  schon 
ausgeglichenes,  anschliessen  will.  Man  kann  nemiici)  immer  zwischen 
der  .^nschliissseile  des  beiiachharlen  Netzes  und  der  nächsten  Grund- 
linie des  auszugleichenden  eine  Bedingung^leichung  von  derselben 
Form,  wie  die  des  Art.  119,  aufstellen,  in  welcher  im  letzten  Gliede 
statt  der  einen  Grandlinie  die  Anscfalttsslinie  eintritt.  Diese  Bedingungs- 
gleichung ist  den  ttbr^en.  die  das  auszugleichende  Dreiecksnetz  dar- 
bietet, hinzazafttgeii ,  und  eben  so  wie  diese  zu  behandeln.  Da  die  An- 
seblosneite  genau  daiigestellt  werden  mnss,  so  ist  im  Diflerenlial  dieser 
Bedingnng^tcbn^g  das  Diffarentiat  der  Anaobfauseeile  gleich  Null  an 
setzen. 

Die  vorstehenden  Betrachtangen  filhren  uns  auf  einen  Fall  bin,  der 
einer  gleichen  Behandlung  unterworfen  werden  kann. 

Weim  das  aaszugleichende  Dreiecksnelz  sehr  grois  ist,  so  kann  es 
sich  ereignen .  dass  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  so  gross  wird, 
dasa  eine  vdlh'g  ratioiielie  Berechnung  derselben  nach  dm  im  Vorher^ 
gehenden  entwickelten  Verihhren  Ihres  grossen  Cmihnges  wegen  pnk« 
tisch  onanaflihriMir  wird,  und  an  die  Grenze  des  Unmöglichen  streift. 
In  diesem  Falle  kann  man  das  ganze  Nets  in  so  viele  Abtheilongen  thei» 
len«  dass  ftr  jede  derselben  die  Ausgleichung  gewiss  praktisch  aosfhbr- 
bar  wird.  Die  erste  Abtheilong  wird  nun  ohne  Abinderung  so  ausge- 
glichen, wie  im  YoiheiKebendenerklSrt  ist,  für  alle  übrigen  Abtheflungen 
Ihhre  man  aber  die  oben  erklärte  Bedingungsgleichung  ein,  wodurch  be- 
wirkt wird,  dass  die  Anscblossseite  denselben  Werth  bekommt,  wie  in 
der  vorhergehenden  Abtheilung .  und  da  man  annehmen  moss ,  dass  in 
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eineiji  iso  grosse»  Dreiecksnelze  n)ehrere  Grundlinien  ^'einessen  worden 
seien,  so  wird  die  Dodintiiingsgleichung  zwischen  der  Anschlussseite 
und  einer  in  den  vorhergehenden  Abtheilungen  noch  nicht  beouUteu 
Gruiidliuie  ^m^zll^^lell<■li  sein. 

Durch  (!ie»eü  Verfahren  wini  nun  zwar  nirhl  iu  aller  Mrenge  die 
Snmiiic  der  mit  ihren  Gewirblen  miilliplicirten  l'clilerqiiadrate  zu  einem 
Miniinurn  geuiachl,  aher  der  sich  iur  diese  Summe  ergebeode  Werth 
wird  sehr  wenig  grös.scr  sein,  wie  das  Minimum. 

Es  liegt  hier  der  Salz  zu  Grunde,  der  so  hituüg  in  der  angewandten 
Mathematik  benutzt  n\  ii d .  nemiich  in  den  Fitllen ,  wo  sich  der  fitreogen 
Behandlung  einer  Aufgabe  imiibersteigliche  Bindemtsse  entg^en  stelien, 
eine  genSherte  Auflösung  Platz  greifen  zu  lassen. 

Uebrigens  werden  bei  dem  hier  erklfirfeo  Verflifaren  alle  vorhan- 
denen trigonoiDelriscIlen  Bedingung^leichungen  vollslSndig  erfilllt,  und 
man  kann  daher  das  mit  den  obigen  Modificationen  ausgeglichene  Drei- 
ecksnetz fernerhin  eben  so  wie  jedes  andere,  völlig  strenge  ausgeglidiene, 
benutzen. 

§.  6.  IceapitalatieB  der  zur  Ansgleiehnng  eines  Ri  r if  fisnitiff i 
crfMfderiichei  VonchiiAn  ud  F«nielB» 

Es  sind  zwar  im  Voi  Ik  rL(  henden  alle  Vorschrift en  und  Formeln 
zum  angefühlten  Zwecke  ausiiiiirlich  abgeleitet  und  erklärt  worden,  al- 
lein es  ist  nicht  zu  vermeiden  gewesen,  dass  sie  ahgesondcrt  \on  ein- 
ander an  verschiedenen  Stellen  sichbeGnden.  da  dii-  Erklärungen  und 
Beweise  zwischen  denselben  eini:esclialtet  werden  mussten.  Es  scheint 
daher  von  Nutzen  zu  sein .  diese  Vorschriften  und  Formeln  hier  neben 
einander  gestellt  nochmals  anzufUhreo.  Der  grösseren  Einfachheit  wegen, 
und  weil  es  am  häufigsten  so  angenommen  werden  darf,  werde  ich  hier 
annehmen,  dnss  auf  jeder  Station  allen  Einstellungen  oder  Beobachtungen 
dasselbe  Gewicht,  welches  =  1  zu  setzen  ist,  beigelegt  werden  darf, 
aber  den  FoU  nicht  ausschliessen,  dass  auf  verscbiedeDen  Stationen  den 
einzelnen  Beobachtungen  ein  anderes  Gewicht  beigelegt  werden  mnss. 
Sollte  auf  einer  und  derselben  Station  der  Fall  eintreten ,  dass  verschie- 
denen Beobachtungen  verschiedene  Gewichte  beigel^  werden  mfisslen» 
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so  bietet  diese  Al)handlun^  in  ihrem  voriiergegangenen  Inball  das  Ver- 
fahren dar,  welches  anzuwenden  ist. 

434. 

Allgemeine  Vorbereitang  der  Beobachtungen. 

Die einzuftlhrenden  Be/n  imungon  sollen  im  Allgemeinen  dieselben 
sein .  die  im  Vorhergehenden  bei  der  Berechnung  des  Beispiels  ange- 
wandt worden  sind.  Es  sollen  also,  um  das  wiederholte  Hinschreiben 
oft  langer  Namen  zu  vermeiden,  oder  der  Unbestimmtheit  vorzubeugen, 
die  durch  eine  Abkürzung  dieser  Namen  entstehen  könnte,  sowohl  die 
Slaliooen,  wie  die  auf  jeder  dieser  beobachteten  Richtungen  mit  in 
Klammern  eingeschlossenen  arabiscben  Zahlen  bezdcfanet  werden; 
letzlere  sollen  auf  jeder  Station  mit  der  Bins  anfangen,  und  es  solleo 
denselben,  wo  eine  Unterscheidung  nothwendig  wnd,  rechts  unlen  als 
Index  die  Stationsnommem  in  kleinerer  Schrift  angehängt  werden.  Bei 
an^edehnten  Triangulationen  kann  man  sich  ein  fttr  alle  Mal  ein  Ver- 
zeichniss  anlegen,  welches  neben  den  Namen  aller  Dreieckspunkte ,  und 
den  auf  jeder  derselben  beobachteten  RichturiL;»  it .  die  Stations- und 
Richtungsnu[iiiiii  in  (  nilmlt,  woduK  Ii  jedem  [irtliuni  vori^eheufrt  wird. 
Man  kann  auch  diese  Nummern  in  die  Karle  lies  Dieiecksnelzes  ein- 
tragen. 

Es  sollen  nun  namentlich,  wenn  r  die  Richtungs-  und  «  die  Slations- 
ntmimem  bezeichnen,  gleichwie  im  obigen  Beispiel, 

(r)^  der  vorlllafig  angenommene  Werth  irgend  einer  Richtung, 
w{r)^  die  dnrch  die  Ausgleichung  auf  der  Station  erhaltene  Yeibes- 

sening  von  (r)^,  und 
y{r)^  das  Resultat  dieser  Ausgleichung 

bedeuten,  so  dass 

y{r),  =  (0,  ■+■  "'(^), 
wird.  Im  ganzen  ersten  Theite  der  Auflösung  kann  man  die  Stations- 
nummer  weglassen,  nod  sich  begnügen  (r),  w(r),  y{r)  zu  schreiben,  wenn 
nur  die  Stationsnammer  ein  fur  alle  Mal  angegeben  wird. 

135. 

Nachdem  auf  irgend  einer  Station  die  Messungen  (oder  die  Beob- 
achtungen der  Richtungen)  vollendet  dnd,  kann  man  in  Bezug  auf  diese 
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schon  den  ersten  Theü  der  AnflOsoDg  unserer  Au%abe.  nemlicb  die 
Ausgletchnng  auf  dieeer  Station ,  auslllkren«  oluie  das«  man  die  VoUen- 
(lung  der  Messungen  auf  den  andern  Stationen  abzuwarten  braucht. 

Da  die  Beobachtungen  selbst,  von  Gyrus  zu  Gyras,  immer  80  aos- 
gefllhrt  werden  uiUssen .  dass  verschiedeue  l'uukte  des  Kreises  des 
Theodolilen  in  Anspruch  günommeu  werden,  so  besteht  die  erste  Arl)€il 
darin,  d;iss  man  zu  den  Originalbeohachtungen  eines  jeden  üyrus  eine 
,<;olihp  coiislanle  Zaiil  addirt,  dass  die  Richlunijen  nach  jedem  Gegen- 
stande, der  eini^escliiiillen  worden  ist,  einander  nalie  gleich  werden;  es 
ist  zweckmässig  diese  Constanten  ausserdem  so  zu  wühlen ,  dass  die 
Richtungen  nahe  die  Azimuthe  iler  Gegenstande  darstellen.  Die  Azi- 
muthe  muss  man  inmier  vom  Sudpuokt  des  Horizonts  nach  Westen  durch 
den  ganzen  Umkreis  zählen. 

Man  theile  nun  alle  beobachteten  Gyn  je  nach  den  in  denselben 
Angeschnittenen  Richtungen  derart  in  Gruppen,  dass  in  jeder  die- 
ser dieselben  Richtungen  ohne  Lucken  enthalten  sind.  Die  Beobach- 
tungen dn^  jeden  Richtung  jeder  Gruppe  ßir  sich  addire  man ,  nelime 
hierauf  eine  dem  Mittel  dieser  Summe  beilau6g  entsprechende  Zahl  als 
voriau6gen  Werth  der  Richtung  an»  und  ziehe  das  entsprechende  Viel- 
fache derselben  von  der  Summe  der  Rrohtungen  ab>  Die  erhaltenen 
Unterschiede  stelle  man  Ihr  die  verschiedenen  Gruppen  von  Gyris  tabu- 
larisdi  so  zusammen ,  dass  jede  Columne  die  Resultate  Einer  Gruppe 
enthalt,  und  die  Beobachtungen  jeder  Richtung,  neben  dem  voriaufig 
angenommenen  Werthe  dieser  letzteren,  eine  Zole  bilden. 

Unter  der  Bezeichnung  p,  p,,  p^,  etc.  stelle  man  jeder  Columne 
die  Zahl  der  Gyri ,  ans  weicher  die  in  derselben  enthaltenen  Summen 
bestehen,  voran,  die  nachher  die  denselben  beizulegenden  Gewichte 
sind ;  auch  fllge  mau  die  ariihinelischcn  Mittel  aas  den  Zahlen  jeder 
Columne  hiu7.u. 

Seien  a,  a,  a",  etc.  die  Surnmen  der  einzelnen  BeobaciiUingen  der 
Richtungen  der  erst  in  Betracht  gezogenen  Gruppe  von  Gyris;  a .  a'.  «* 
etc.,  o^,  o^',  aj,  etc.  etc.  die  Summen  der  weiter  m  Betracht  zu  ziebeoden 
Gruppen, 

o  —  p  .  (1)  =  «  ,    <j'  —  p  .  (2)  =  «' ,    o"  —  p  .  (3)  =  «*  ,  ele. 

=       <  -P,  .(2)«^*',.    ».--P.  .(3)-»"..  elc. 
P«  <-P.. o\  -  p, .  (3)  -  a etc. 

etc.  -etc. 
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S  =  «  -4-  s    -f-  *    -t-  .  .  . 

5  s=  Ä  -I-  *  -f-  «*  -I-  . .  . 
etc. 

und 

M  »      ,   M'  —      I   M"  «      t  6(c* 

wosD  M,  «, .  m^,  ete.  die  2ahl  der  Richtmigeii  biseidineii,  die  ia  Jeder 
Gruppe  eingeschoitteo  worden  sind,  dann  wird  die  TafU  den  Mgenden 
Inhalt  bekommen, 


r 

Vorl.  Wttib«.  1  KutM  d,  Be«b.  u.  die  Sammeo  diessr. 

etc. 

etc. 

f1) 

(2) 
(3) 
etc. 

•         •  • 
m        m  m 

... 

etc. 

» 

8 

'» 
< 

etc. 

8 

elc. 

etc. 
elc. 
etc. 
etc. 

S 

~sr 

elc. 

# 

etc. 

WO  aber  in  den  verschiedenen  Golomnen  die  Stellen  derjenigen  Summen 
leer  bleiben  werden,  die  den  Richtungen  angehören,  die  in  der  betr. 
Gruppe  von  Gyris  nicht  eingeschnitten  worden  sind.  Beispiele  dieser 
Taüri  findet  man  in  dem  Art  84  u.  d.  t 

Die  Summirangen ,  die  hier  vaitengt  werden,  mOssen  sorgfältig 
ausgeführt  werden,  aber  in  Folge  der  vorangegangenen  Vorbereit ungon 
sind  sie  eiafach,  da  man  bei  jeder  Hichlung  nur  auf  die  Secunden  und 
deren  Bruchtheile  Rücksicht  zu  nehmen  braucht,  und  am  häufigsten  auch 
die  Zehnersecunden  entweder  gar  nicht,  oder  höchstens  ihre  Unter- 
schiede 7A1  beachten  nfUhig  hat.  Bei  der  Besliuiinung  der  vorlaufigen 
WerLtie  clof  Uiclii un-cii  ist  nur  daraul  /u  .sehen,  dasfi  sie  ohnge(^r  dem 
Mittel  der  eben  genannten  Summen  entsprecli  n 

Den  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Entwickelungeu  und  Elrklft- 
rnngen  zufolge  sind  nun 
j»l  a  s  —  Jf .  pV  -  ^  -  M  ,  pl'  ^  »'  -  M  ,  etc. 

p,r,  =  <-lf,.  |,;-,=:s', etc. 

V.K^K-K^  P/.- etc. 

ete.  ete. 

55« 
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Diese  Unterschiede  trage  man  in  eine  zweite  Tafel  ein,  die  anf  ent- 
fregengesetzte  Weise  anzuordnen  isl  wie  die  erste,  nemlich  so,  dass  jede 
boobachtele  Hichtuni;  ihre  Culumue  bt^komiiit,  und  die  Resultate  einer 
jeden  Gruppe  von  Gyris  eine  Zeile  bilden.  Jeder  Gruppe  ftige  man  die 

schon  oben  erklärten  Gewichte,  nebsi  den  P  und  den  Quotienten  y  bei, 

nnd  ia  ihrem  unleren  Tbeile  setze  man  die  (Ir)  und  die  Q  an.  Aach 
versehe  man  jede  Groppe  von  Gyri«  mit  seiner  laufenden  Nummer.  Der 
Inhalt  dieser  Tafel  ist  also  der  föigende, 


Nr. 

(8) 

(S) 

elc. 

1 

3 

etc. 

Pl^ 

P}. 

Pl 
etc. 

pl' 

pl'. 

pl'. 

etc 

v.r 

etc. 

etc. 
elc. 
etc. 
etc. 

/' 

P. 

P„ 
etc. 

P 
P 

P 

etc. 

:  P 

P\  P. 

PV-P 
etc. 

[Ix] 

[Ix) 

etc. 

Q 

Q 

0' 

elc.  1 

in  welcher,  wie  in  der  ersten  Tafel ,  die  fntsprecheniit n  llen  leer 
bleiben  werden.  Auch  von  dieser  Tafel  üiidet  man  in  deui  Art.  84  u. 
d.  f.  Bei.'^piele. 

Dein  Vorhergehenden  zufolge  isl  nun 

(ir)  =  p/  -h  Pl  -i-pI  +  .  . . 

etc. 

swiscfaen  welchen  die  Bedingungsgleichung 

(h)  {l^)  +  (ir')  -f.  .  .  .  =  0 
slatlfindet.  Die  P.  P ,  elc.  bestehen  aus  dem  Produkt  des  betreffenden 
p  in  die  Anzahl  der  in  derseHxm  Zeile  vorkommenden  beobachteten  Rich- 
tungen, und  die  Q,  Q\  etc.  sind  die  Summen  der  p,  fllr  welche  in  der 
betreffenden  Columne  beobachtete  Richtungen  vorhanden  sind.  Zur  Con- 
trole  kann  hier  die  Bediogui^i^Ieicbung 

P  +  p^.p+  etc.  =  0  +  <y  +  0^'  -I-  etc. 

benulzt  werden. 
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136. 

Es  sind  hierauf  die  folgenden  Coeflicjenten  zu  berechnen, 
[pp)  s  der  Summe  der  Quotienten  -y-  aller  degeoigeo  Gruppen  von 
Gyris,  in  welchen  die  Richtung  (i)  eingeschnitlen  worden  ist« 
[pp  )  =  der  Summe  der  Quotienten  ^  derjenigen  Gruppen ,  in  wel- 
chen die  Richtungen  (1)  und  (2)  beide  eingeschnitten  worden 
sind. 

[pp")  SS  der  Summe  u.  8.  w.  RichtoDgen  (1)  und  (3)  beide  u.  8.  w. 
etc. 

(pp)  =  der  Summe  u.  s  w.  Riehtnng  (2)  u.  s.  w. 
{pp")  =  der  Summe  u.  s.  w.  iüchlungua      und  (3)  beide  u.  s.  vv. 
etc.  ♦ 

[py)  !=:  der  Summe  u.  8.  w*  Richtung  (3)  n.  8.  w. 
etc. 

bis  alle  auf  der  Station  eint^eschnittenen  Richtungen  ersdri^ft  smd.  Zur 

Conlrole  dieser  Rechnung  dienen  (he  Gleichungen 

{pp)   +  (pp)  -H  (pp)  -I-  .  .  .  ^  Q 

{pp)  ■+■  {v'v)  +  [pp")         =  0' 
(pp")      (pp")  -h  (p  pI  +  = 
etc  elc. 

Die  allgemeinen  Vorbereitungen  der  Beobachtungen,  welche  beiden  im 
Vorliergehenden  entwickelten  Verfiihrungsarien  gemeinschaftlich  sind, 
können  hiemil  als  beendigt  betrachtet  werden,  und  es  muss  nun  jedes 
Verfahren  besonders  vorgenonunen  werden. 

137. 

Erstes  Verfahren. 

1)  Erster  Theii  der  Auflösung,  oder  die  Ausgleichung  auf  den  Stalioneo. 

tt)  Wenn  auf  der  Station  in  jedem  Gyrus  alle  Richtungen  eingeschnitten 
worden  sind. 

Die  allgemeinen,  im  Vorhergebenden  erklSrten,  Vorbereitungen 
fSillen  bis  auf  die  erste  derselben  weg.  die  sich  darauf  beschrankt ,  dass 
man  zu  den  Origiiialbeobachtuogen  eines  jeden  Gyrus  eine  solche  cou- 
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slanle  Zahl  ad  lirl.  wodurch  die  Beobachtungen  einer  jeHon  Richtung 
nahe  einander  i;lfich  %s erden ,  und  nahe  die  Azimuthe  flarstellen.  Mao 
nehme  liierauf  aus  den  Beobachtungen  einer  jeden  Richtung  das  arith- 
metische Mittel;  diese  Mittel  sind  ohne  Weiteres  die  mit  y{r)  zu  bezeich- 
nenden Resultate  der  Ansgleichnng  aaf  solchen  Stationen.  Nenot  man 
ferner  die  Anzahl  der  einzelnen  Gyn  p,  so  tat  das  Gewiehl 

I»  .  {i^)  s  (2.2,1)  -  (3,3.8)  -  etc. 

welche  Grossen  im  zweiten  Tlieile  der  AaflMog  gebranoht  werden. 
Es  wird  hier  öberdies 

(//.n)  =  0 

Wenn  auf  einer  Station  nur  zwei  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind,  so  tritt  immer  der  gegenwartige  FaU  ein,  der  daher  im  Folgeoden 
nicht  betrachtet  zu  werden  braucht. 

Wenn  auf  der  Station  nidit  in  jedem ,  oder  in  keinem «  Gynis  alle 
Richttmgen  eingeschnitten  worden  sind,  so  sind  vor  Allem  alle,  in 
den  Arft.  434 — 136  eridftrten,  Vorbereitungen  ausznfllhren,  und 
darauf  die  folgenden  Berechnungen  vorzunehmen. 
a)  Wenn  auf  der  Station  drei  Richtungen  eingeschnitten  worden 
sind, 
rechne  man 

M  =  V  (ppypp'yp'p") 

^  "  im '  ^'  ■  IST  •     ■  -wr 

(2.2.1)  =  0'  -h  iV'>  -  ipp) 

(3.3.2)  =  Q  =  A"»  —  {pp") 

zu  deren  Controle  man  auch 

(3.3.2)  »  N''SN 

rechnen  kann,  wo       a  A'  +  N"  ■+■  N'"  ist.  Hierauf  werden 

"(^)  -  Mf 

»l')  =•  MST 
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IV  deren  Controte 

^ .  w(4)  -h  N' .  N" .  10(3)  =  0 

dient.  Die  Grosse  {ISj  mied  am  dienlichsteii  nach  dem  folgenden  Aus- 
druck beredmet, 

+  etc. 

dessen  Anordnung  semen  Grund  in  dem  lohaH  der  im  Art.  1 35  erkltlr- 
ten  zweiten  Tafel  findet.  Endlich  wird 

(Ä.3)  s  (II)  ^  (&)  .  »(1)  -  [Ix)  .  w{^)  -  [Ix")  .  w{Z) 
_  {ix]'  (te']'  

Ausser  den  sf(3)  werden  auch  die  Coefficienten 

(1,4),    (2,2,1),  (3,3,2) 

im  zweiten  Theile  der  Anflftsung  gebraucht  werden 

6)  WeDD  auf  der  Station  vier  Richtungen  eingeschoitten  wor- 
den sind. 

Die  drei  Grossen  A,  N\  N"  werden  wie  unter  a)  berechnet,  und 


N' 


N 

hierauf 


(ij)  =  0  +  jy»  -  ipp) ,   2.2,1)  =  0'  -I-  N''  -  ip'p) 

(i,4.1)  =  A"iV"'-(p>") 


(3,3,»)  »  ö'+iV^-C/pT  .   (4.4,4)  «  (T     iV-^  -  (pT) 

(3.4.2)  »  iV-JV"  -  (py)  , 

(8,18)  «.  (k")  ,   (i.U)  -  {«O 

Zur  CoDtrole  dienen  hier 

(4,4)  =  iV2'iV 

(2.Ä.4)  +  (2,4,4)  I-  N':^N 

(3,3,2)  +  (3,4,2)  «  ti^SN 

(2.4.4)  +  (3,4,2)  +  (4,4,4)  *  iV"'23y 
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wo^'N^N+N'  +  N"  ^N"'isL  wild  TO  unter  «)beredinel. 
Ferner 

*  [«,11 
(ö,<)  =  iU)  +  {\,l)x 


(4,4.2)  =  (4,4,1}  -H  (2,4,1)/ 
(4.i.2)  »  (4./.1) 


»1 


woraaf 


 (».*>«)        «"^  _  _  (».t.« 

—       (M,t)  ♦    *  " 

(4,4,3)  »  (4,4,2)  +  (3,4,2)/- 
(4,/,3)  =  (4.J,2)  -I-  (3,/,2)  r 


^  n'f2]  /      -I.  ,X 

«  «,(3)  «  + 
-«<4)« 

werden.  Zur  Controle  dient  hier 

N,  w(4)  -I-  JV' .  »(2)  +  ir  ,  w{B)  +  iV"  .  »(4)  i-  0 

Im  zweiten  Tbeile  der  AoflOsang  werden  ausser  den  y(1 ).  etc.  nur 

(4.1).   (2.2,1).    (3.3,2).   (4.4,3),   f.  f 

gebraucbt. 

c)  Wenn  auf  der  Station  fUnf  Riditiuigen  eingesdinitten  wor- 
den sind. 

Die  dj  ei  Grössen  iV,  iV,  iV"  werden  wieder  wie  unter  a)  berechnet, 

aui^scrdeni 


und  luerauf 
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(1.1)       Q^JS'-  ipp)     ,    (2,2.1)  =  0'      N''  -  ipp) 

(2,4,1)  =  N'iV  -  (ppI 

(2.5.1)  =  N'N"  -  ip'p") 

(1,/)  =  ftr]  (2,/,1)  = 


(3,3.2)  =  0  -h  iV"^  -  (pY)  .  (4,4.1  =  (?  "  H-  A""'  -  (;/>'") 

(3,4.2)  =  N-iT'  —  (pVT      .  (*.^^1)  =  —  (pV) 

3,5.2)  =  N"N"  -  (|»>T      .  (4,i,1)  =  (te'") 

(3,/,2)  (i^") 


(5.5.1)  =  0'^  +  iV"*  -  (pYO 
(5.1.1)  »  (te'O 

BH  deran  Gontrole  die  Gldcbungen 

(1,1)  ^  NSN 

(2.2.1)              +  (2.4,1)  H-  (2,5,1)  »  ÄT'^W 

(3,3,2)  H-  (3,4.2,      (3,5,2)  =  N"^N 

(2,4.1)  H-  (3,4,2)      (4.4.1)  +  (4.5.1)  =  N'"^-N 

(2,5,1)      (3.5,2)  H-  (4.5,1)  +  (o.ö.l)  =  r^^'iV 

dienen,  wo  =  iV  h-  iV'  -h  N"  +  ^  '  ■+■  ist.  {U}  wird  immer 
wie  unter  a)  berechnet.  Ferner  werden 

(«.1)  =  (/0  +  (i.i)/ 


*  _  _  '«Ali     ^  _  ^   («■<■«). 

(4,4,2)  =  (4.4,4)  +  (2,4,1)/' 

(4,5.2)  =  (4,5.1)  +  (2,5,1)y" 

JU.2)  =  f4./.1)  +  (2./.I)/ 

(5.5.^2)  =  (5,5,1)  +  (2.5,  l)r 

(5./,2)  =  (5,f.i)  -h  r2./,nr 

m    =  {«.1)  H-(2./,1)r 


v"'  M         t».«'»)  J"»  _  _  (3  '  ?          v"*          —  t*'*»*) 

'  (».».«1   '  *^  (3,3,«J|  •     *  (M.B) 

(4,4.3)  —  (4,4.2)  -h  (3.4,2)/" 

'     (4.5,3)  =  (4,5,2)  +  (3,5,2)r 

(4,U)  =  (4,/.2)       (3./,  2)/" 

"(5,5,3)  =  (5,5.2)  +  (3,5,2)r 

(5./,3)  =  (5,/.2)  +  (3,/.2)  r 


(IkZ)    =.  (tf,2)  +(3.i,2)/ 
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A"  =  —  (*.«.«)  ^  (*.M) 

(6.5,4)  =  (6,6.3)  +  (4,6,3)*"' 
(6./.4}  »  (6./.3)  +  (4,/,3)** 


(tt,4)    »  («.3)    -h  (4,/.3)/ 


~  (5.5.*) 

{U/6)    =  («.4)    H-  (5,/.4)/ 

/r  =  y*.     =  <r    +  (TT 


worauf  man 


-  tt»(1)  =  X 

-  «»(S)  =    /    +  xT'  +  xT 

-  M3)  =         +  xT  +  X  y'^ 

-  »(5)  =  / 
bekommt,  und  die  Glelchang 

i^r.        -h  iV'  .  ir(2)  H-  N"  .  ur(3)  +  iV'"  .  w(4)  +  iV"  ie{5)  =  0 
lar  Gontrole  dient.  Ansser  den  y(1),  etc.  werden  noch  die  Coeffidenten 

(2,2,1),    (3.3,2).    (4,4,3).  (5.5.4) 

in  dem  zweiten  Thcile  der  Auflösung  gebraucht. 

Ans  dem  Vorhergehenden  Ittsst  sksh  schon  vollkommen  erkennen, 
wie  verfUiren  werden  muss,  wenn  auf  der  Station  mehr  wie  ftiof  Rich- 
tangen  eingeBehnitlen  worden  sind.  Zur  dentlicfaereD  Uebersicbt  will 
ich  jedoch  noch  die  Ansdrttcke  fUr  die  fi,  y,  etc.  die  hinzakommen,  fUr 
zwei  Falle  anführen. 

d)  Wenn  auf  der  Station  sechs  Richtungen  eiogeschnitten  worden 
sind, 

80  kommen  zu  den  vorhergehenden  aboUcben  Ausdrücken  noch  die  fol- 
genden hinzu 

ys     <H-e/  H-ey 
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e)  Wenu  auf  der  Staticm  äeben  Wcbtuiigeii  eingeschoitten  worden 
sind, 

80  kommen  zu  den  Toibergelienden  Sbniicfaen  Auadrtlcken  noch  die  fol- 
genden hinzu 

=  r  r/f 

*  =  c   +  c « 

u.  s.  w.  wenn  mehr  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind. 

In  Bezug  auf  die  N  ist  zu  bemerken ,  dass  ihre  Berechnung  unmög- 
lich wird ,  wenn  zufillUg  eine  oder  zwei  der  drei  Grössen  (pp')t  ijtp^, 
{pp)  Null  sind.  Aber  in  diesem  FaUe  kann  man  durch  Aenderuog  der 
zuerst  angenommenen  Reihenfolge  der  Richtungen  immer  bewirken, 
dass  die  N  bestimmbar  werden.  Auch  kann  man  oftmals  dieses  dadurdh 
möglich  machen,  dass  man  ohne  die  Reihenfolge  der  Richtungen  zu  Sn- 
dern,  die  oben  mit  Jf  bezeichnete  WurzelgrOsse  aus  anderen  {pp)  bil- 
det*). 

Die  auf  den  verschiedenen  Stationen  erhaltenen  Werlhe  der  (//,«), 
\vü  n  die  Anzahl  der  auf  der  Station  eingeschnittenen  Richtungen  be- 
zeichnet, werden  addirt  und  ihre  Summe  mit  bezeichnet.  Hiebei 
kann  indessen  eine  ModiUcatioa  eintreten,  die  im  nttchsten  Artikel  er- 
klart werden  wird. 

Will  man  ausserdem  noch  die  Werthe  der  t*,  u  ,  u^,  etc.  kennen 
lernen,  so  dienen  dazu  die  Gleichungen  ((iä),  die  unter  den  hier  statt- 
findenden Annahmen  allgemem  ausgedrackt  werden  können.  Bezeich- 
nen wir  mit  m  die  laufende  Nummer  irgend  einer  der  Gruppen  von  Gy- 
ris,  und  mit  ti(fn),  oder  schlechtweg  «(m)  den  derselben  zukommenden 
Werth  voQ     so  bekommen  wir  allgemein 

*)  So  h%ue  tarn  B.  B.  im  Art.  84  oJme  die  Biehtunapn  (a)  oad  (4)  nil 

der  zu  vertaufcben 

nnd  demzufolge 

Jf 


(fj^O  •  (pp'") 


M 


N 

setzen  können,  wodurch  derselbe  Zweck  erreicht  worden  wlr6. 
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[S04 


tt(m)  s  — 


in  Mrelchem  Ausdnidc  aber  nur  diejeDigen  v(r]  aa^enominen  werdeo 
dürfen,  die  in  der  betr.  Gruppe  von  Gyris  wirklich  beobachleten  Rich- 
tungen zukommen.  Man  kann,  wenn  man  es  für  ntfthig  halten  sollte, 
sich  dieser  Grössen  zur  Conlrolinmg  der«  wie  oben  gezeigt  worde,  be- 
rechneten Werthe  der  (//,»}  bedienen ,  dem  man  findet  aus  dem  Voihei^ 
gehenden  leicht,  dass  auch 


ist,  wo  das  eiae  Summenzcichen  sich  auf  die  auf  der  Station  vorhaode* 
nen  Gruppen  von  Gyris,  und  das  andere  sich  auf  die  vorhandenen  Rich- 
tungen bezieht. 


Im  Art.  133  ist  des  Falles  Erwähnung  geschehen,  in  welchem  den 
Beobachtungen  verschiedener  Stationen  verschiedene  Gewichte  be%e- 
legt  werden  mOssen;  dieser  soll  jetzt  In  Betracht  gezogen  werden. 

Wenn  auf  allen  Stationen  dasselbe  Instrument  und  dieselben  Beob- 
achter, oder  gleich  gute  Instrumente  und  Beobachter  von  gleicher  Qua- 
lität verwendet  worden  sind ,  so  liegt  in  der  Regel  kein  Grund  vor  die 
Boohachlungeu  irgend  einer  Station  für  mehr  oder  minder  genau  zu  hal- 
ten als  die  der  andern  Stationen,  und  man  kann  allenthalben,  wie  im 
Vorhergeheudeu  augegeben  ist,  das  Gewicht  jeder  einzelnen  Beobach- 
tung =  1  setzen.  Sind  dagegen  auf  verscliiedeueu  Stationen  Instrumente 
oder  Beobachter  verschiedener  O^f'htSt  verwendet  worden,  oder  ist 
beides  (!{'r  Fall  gew  esen .  so  sind  aus  diesem  Grunde  die  Gewichte  der 
Beobachtungen  dieser  Stationen  zu  modificiren.  und  ul)erhau[)l  die  Beob- 
achtungen der  verschiedenen  Stationen  in  Bezug  auf  das  ihnen  beizule- 
gende Gewicht  in  verschiedene  Gattungen  zu  theilen.  Man  l<finn  dem- 
ungeachtet  bei  der  Ausführung  der  im  Vorhergehenden  erklärten  Rech- 
nungen auf  allen  Stationen  den  einzelnen  Beobachtungen  das  Gewicht 

beilegen,  und  die  einfachen  Aenderongen,  die  vorzunehmen  sind« 
bis  zum  Beginn  des  zweiten  Theiis  der  Auflflaung  verschieben.  Um  diese 
Aenderungen  zu  ermitteln  kann  man  auf  die  folgende  Weise  verehren. 

Man  muss  sich  eine  möglichst  grosse  Anzahl  von  unabhängigen 
Beobachtungen  vowhiedener  Winkel  verschaffen,  und  diese  Beobacfa* 


{//,n)  » 


138. 
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tiingen  müssen  ablheiluogsweise  mit  deDselbea  Instrumenten  umi  den- 
sell)en  Beobachtern,  die  zur  Triangulation  verwendet  worden  sind,  au8- 
f^efilbrl  worden  sein.  Wenn  die  Triangulation  von  nicht  zu  kleiner  Aus- 
ilehoung  ist,  so  kOnnen  die  bei  derselben  beobachteten  Richtungen  zu 
diesem  Zwecke  dienen. 

Aas  den  Beobachtangen  einer  jeden  Gattung  und  eines  jeden  Win- 
kels nehme  man  das  arithmetische  Mittel,  ziehe  dieses  von  einer  jeden 
einzelnen  Beobachtung  ab,  und  berechne  daraus  auf  bekannte  Art  das 
Quadrat  des  mittleren ,  zu  befllrchtenden ,  Fehlers.  Man  nehme  nemlich 
die  Quadrate  der  eben  genannten  Unlersrhie«Ie ,  addire  diese,  und  di\i- 
dire  deren  Summe  mit  der  Anzahl  der  Bt  uhachtungen  weniger  der  An  - 
zahl der  Unbekannten  .  welche  letztere  hier  fUr  jeden  ^\  in kcl  =  2  ist. 
Aus  den  so  für  jedt?  der  \ er.schied»  nen  rialtunijeii  \oii  lieul>ai  lilun_i|;cn 
erhaltenen  Kesultalen  neliiiie  man  wieder  die  arithmetischen  Mittel,  wor- 
auf die  umgekehrten  Verbttltnisse  dieser  die  Verhältnisse  der  den  ver- 
schiedenen Gattungen  von  Beobachtungen  beizul^enden  Gewichte 
geben. 

Man  habe  zum  Betspiel  bei  einer  der  vorhandenen  Gattungen  von 
Beobachtungen  für  die  verschiedenen  Winkel  die  Summen  t\  8\  etc. 
der  Fehlerquadrate  erhalten ,  wobei  die  Anzahl  der  Beobachlmigen  die- 
ser Winkel  m,  m\  ln^  etc.  seien .  dann  setze  man 

**  —  "SIT  •    *  ~  m^t  »    "  —  » 

und 

u-t'u'-^u"-t-  etc. 
„  _B   j_  

wenn  n  die  Anzahl  der  u  bedeutet. 

Fttr  eine  andere  Gattung  der  vorhandenen  Beobachtungen  habe 
man  ebenso  erhatten 

^'  —  - 
fUr  eine  dritte  Gattung  von  Beobachtangen 

ii^-u„''i-uj'+  eUs. 

a.  s.  w.  wenn  eine  grössere  Anzahl  von  Beohachtun.itsgattungen  vor- 
handen ist.  Bezeichnet  man  nun  mit  \,  n, ,      etc.  das  jeder  einzelnen 
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Beobachtung  dieser  vanchiedeDen  BeotMchlungsgaUufigeR  beizvlegeede 
Gewicht,  so  werdet 

ä»,  «      ,    ff„  =  ~  ,  etc. 

Je  grosser  die  Anzahl  von  BeobachtangeD  ist,  die  man  auf  diese 
Art  QDterSDCht  bat,  desto  sicherer  wird  das  vorstehende  Resultat. 

Ist  daher  vorUiufig  bei  deo  Ausgleichungen  auf  den  Stationen,  auf 
jeder  derselben  das  Gewidit  der  einzelnen  Beobachtung  =  1  gesetzt 
worden,  so  bleiben  zwar  fUr  diejenigen  Stationen,  auf  welchen  die 
Beobachtongsgattung,  weldier  v  zugehört,  vorhanden  ist,  alle  nach  den 
vorangegangenen  Ausdrucken  berechneten  Grossen  unverUndert,  aber 
auf  den  Stationen ,  auf  welchen  andere  Beobacbtungsgattongen  vorhan- 
den sind .  müssen  einige  der  nach  dem  Vorhergehenden  erhaltenen 
Grössen  inil  Zahlen  t,  ,  tt.,,  etc.  mulliplicii  l  werden. 

Die  Grössen,  die  dieser  Verbesserung  bedürfen,  sind  die  Coeffi- 
cienteo 

(1.1)..  (2.2.1\.  (3,3,2).,  etc.  und  (tt,n), 

statt  deren  man  in  den  tblgendcn  Hechniingen  die  Produi&le 

(4,4},.9v.,  (2.2,1)«.»,,  (3,3.2)«.3v.,  etc.  {lkn),,n, 

anwenden  muss,  wenn  JV'denjenigen  Werth  der  ig, ,  «r»,  elc  beieiehnet, 
welcher  den  Beobachtungwi  der  Station  «  sukommt.  Weüer  ist  aus  die- 
sem Grunde  keine  Aenderung  vorzunehmen. 

4  39. 

2)  Zweiter  TheU  der  Auflösung. 

Dieser  ftagt  <d«mit  an,  dass  man  die  Bedingungsgleichungen,  die 
das  Dreiecksoetz  darbietet  ermittelt  und  au&tellt;  ich  vwweiae  daftr  auf 
den  Inhalt  des  Art.  91 .  In  die  Bediogungsgleichnngen  sind  die  Resul- 
tate der  Ausgleichungen  auf  den  Stationen .  oder  mit  anderen  Worten 

ilic  Bögen  y(r)j  zu  substituiren ,  und  die  Resultate  dieser  Substitutionen, 
nuch  der  Reilieufolge ,  in  welclier  mnii  die  BedingUDgsgleicbungen  au^ 
gestellt  bat ,  mit 

F(/),  F(//),  F(///),  etc. 

zu  bezeichnen.  Ausserdem  sind  die  Differentiale  der  Bedingungaglei- 
chungen  zu  bilden«  und  die  CuefTicienten  derselben  nurocnsch  zu  be- 
rechnen; ich  verweise  hiefUr  auf  den  Inhalt  des  Art.  92,  und  wieder- 


» 
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hole  dabei ,  rJass  man  die  Coefticiotjteii  jt-tier  lieiiiui^'ungsgleichung  ins- 
gesamtut,  uebst  dem  dazu  gehörigen  F .  vor  ihrer  Anwendung  mit  jeder 
beliebigeo  Zahl  multipliciicn  darf.  Man  kunn  diese  EigeDSchaft  dazu 
benutzen  mp  entweder  die  Goefficieoten  der  SeitengleichungoD ,  die  ge- 
wöhnlich ursprünglich  grosser  sind ,  als  die  der  Winkelgleichungen,  die- 
sen ohngefilbr  gleich  zn  maclieBt  <Mler  umgekehrt  die  Coefficienten  der 
Wiokelgleichttngen  denen  der  Seitengleicbangen  obngeftlbr  gleicb  zu 
machen.  Diese  Coeffidenten  sind  labulariscb  zusammen  zu  stellen,  und 
ihnen  die  Bezäcbnung 

T  ' .  '    ^{^  f^^)s '  etc. 

zugeben,  in  welcher  ;  die  Richtungsnummer,  t  die  Stationsnummer, 
und  /,  //.  ///,  etc.  die  Nummern  der  Bedingungsgleicbungen  sind.  Der 
Art.  93  giebt  ein  Beispiel  dieser  Zusammenstellung.  Es  werden  femer 
a)  Wenn  auf  der  Station  alle  Richtui^ien  in  jedem  Gyros  eingeschnit- 
ten worden  sind, 

etc. 

f(2J).  «  0(2,/). 
f(3./).  .  0(3./). 
etc. 

Diese  Ausdrücke  sind  durch  allmdhlige  Vertauschung  der  /  mit  den  //, 
///,  etc.  auf  alle  Bcdingungsgleichungen  auszudehnen,  auch  ist,  wie  in 
allen  folgenden  ähnlichen  Ausdrücken,  wo  nöthig,  auf  die  Im  vor.  Art. 
erklärte  Zahlen     Rttcksioht  eu  nobmen. 

Wenn  anf  der  Station  nicht  in  jedem,  oder  in  keinem,  Gyros  alle 
Bichtongen  eingesohiiitlen  worden  sind. 
a)  Wenn  auf  der  Station  drei  RiditungeD  eingcschnilleo  worden 
sind, 


Digitized  by  Google 


178  l>.  A.  HAMStK.  [208 

fi{2J\  «  9(2,/). 
,^(3,/).  =  j^{3,/). 

die  auch .  wie  ebeo  erklärt ,  auf  alle  Bediogungsgläduingei)  aii8zadeh> 

nen  .sind. 

b)  Wenu  auf  der  biuiiUQ  vier  Riebtungen  ciDge.NchnU.len  worden  sind, 
so  werden 

=  9(1./), 
'y(2./).  =  7^2./), 

,(4,/}.  =  /?;".7(2,/j.+/;".«(3./),4.9(4./). 
Q{i.I).  =         .     0(1/).  - 

«3.1).  «  Ö(3,/).+  yr.0(4J). 

«  0(4,/). 

die  auch  auf  alle  Bedingungsgleichungcu  auszudehnen  sind. 

c)  Wenn  auf  der  Station  fünf  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  koninii  zu  den  unter  b)  angegebenen,  out  ^^(r,/)«  bezeichneten  Gie- 
sen hinzu, 

»?(5./),  =  /?;.9(2J),+/;\#,/}.-Kr.\9(4^j,  +  g(5J). 
zu  den  Q(r,/).  kommt  hinzu 

«»^  - 

und  die  f{rj)i  werden  nach  den  folgenden  Ausdrücken  berechnet, 


f{tj), «  0(2,/).       +  ßi".  0(4./), + 0(5,/), 

/(3,/).  »  0(3./),  + a""  0(4./).+  y;'.0(5./). 

/•(4./),-  0(M),-*-A^0l5,/). 

/{ö  J).  -  0(5./). 


V 
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die  selbstvoi  viiinilÜch  auch  auf  alle  Bediniruncsgleichungen  ausgedelint 
werden  niUissen  Mud  erkennt  hieraus  vollkoinineu ,  wie  zu  verfahren 
ist,  wenn  auf  der  Slation  mehr  wie  fünf  Richtungen  eingeschnitten  wor- 
den sind. 

Auch  die  numerischen  Werthe  aller  vorstehenden  Hülfsgrössen  sind 
zur  Erlangung  einer  klaren  Uebersicht  tabularisch  au&usteUen,  wie 
obea  am  Beispiel  gezeigl  worden  ist. 


UO. 

Die  Berechnung  der  Coefficienten  der  Kndgleichungen ,  die  nun  an 
•  die  Reihe  kommt,  iianu  au  [viererlei  Weise  ausgeführt  werden.  Bezeich- 
net man  diese  Coefficienten  mit  (fj\  (fjf),  etc.  (IIJ!),  etc.  etc.,  wo  die 
rOmischeu  Zahlen  sich  wieder  auf  die  Hedingungsgieichungeu  beziehen, 
so  werden  erstens 

(/,/)  ^-10(1,/),  -1-0(2./),    .i?(2,/),  +0(3,/),    .,y(3,/),  + 

{IM)  »  ^10(1,//),  .»?(1,/).  -1-0(2,//),  .17(2,/),  -1-0(3,//),  .#,/),  + 
(/,///)   -  -2*{0(1 ,///),. -1-0(2,///),. ^/(2,/),  +Q{3JlI),.7j{3,I),  -f 

etc.  etc. 
(//,//)    =  ^10(1,//),  .';(^//),  -^0(2,//),  .i?(2,//), -hO(3.//),  .»/(3,//),  -h 
(//.///)  =  -:i{0(1,///)..»2(i.//},  -1-0(2,///),. 1^2.//}, -l-0:3.///},.Ji^3,//),  -I- 

etc.  etc. 
i^UUil)  =      1 0(1  MI)s.  n  (<  MI)s+Q{iJU), .  ij(2,///),4-0(3.///), .  /A3.i// 

etc.  etc. 

etc.  etc. 

bis  alle  Bedingungsgleichungen  erschöpft  sind.  Die  zweite  Art  diese 
Coefficienten  zu  berechnen  ergiebt  sich  aus  der  ersten ,  wenn  man  darin 

die  0  und  die  tj  mit  einander  verlauscht.  Rechnet  man  diese  Coefficien- 
ten auf  diese  beiden  Arten  ,  so  wird  dadurch  nichts  weiter  conlrolirt, 
wie  die  Divisionen .  durch  welclie  man  die  Q  erhalt.  Die  dritte  Berech- 
nuogsart  geschieht  durch  die  folgenden  Ausdrücke, 

(/,/)    »  .TlrtU),  .9(3.'). 

{IM)    «  l'lfliA  .qim.^n'ij),  .^(»»11), +«3 J).  .9(3.11),+.. 
etc.  elc. 
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(UM)  =  -s'iAi.//),  .9(1,//), -i-A^,//),  9(2.//), +r'3,/n,  .^(3,//),+...! 

(//.///)  =  ^Ifi^M),  . 9(1 .///),+ A2.//),.1/(2.//i),-H/(3.i/),  .«(3.1//),+  ...l 

etc.  etc. 

(UIM)  -  ^  I A<  MI), ,  q{i  MI).+f{%Ml), .  q{tM),Hi^Ml), .  g(3,///),+ . . .  | 
etc.  etc. 
etc.  etc. 

und  die  vierte  Art  erfasU  man  durch  die  Verfauschuiig  der  f  und  der  q 
mit  einander  in  den  vorfitebenden  Ausdracken.  Rechnet  man  diese  Coeffi- 
cienlen  beides  durch  die  erste  und  die  dritte  Art,  so  werden  dadurch 
nicht  blos  diese  selbst,  sondOTi  audi  alle  Hülfsgrössen  des  vor.  Art. 
controlirt. 

Wie  man  sneht  haben  <Ue  AnsdrOcke  für  alle  hier  erforderHchen  * 

Grössen  dio  Eifiensehad ,  dass  sie  slationsweise  l)erechnet  und  aufge- 
stellt weideu  können.  Die  Grössen  des  vor.  AiL  [lieiben  in  Bezug  auf 
die  einzelnen  Slalionrn  von  einander  ab^c.somltM  t ,  für  die  Coefßcienten 
dieses  Art.  niilsscn  die  Resultate,  die  jede  Station  liefert,  addirt  wer- 
den, wie  das  Suiunienzeichen  ^  anzeigt. 


Die  Gleicfaungen,  denen  die  Coeflicienteo  des  vor.  Art.  angehdren. 
sind,  wenn  die  Unbekannten  derselben  mit  (/),  (//),  (U/).  etc.  bezeich- 
net werden ,  die  folgenden, 

{U){I)    +  (/.//)(//)    +  (/,///)(///)  =  Fil) 

(/.//){/)  +  (//.//){//)   +  (lUII)iin)  +  =  F{!I) 

(/.///)(/)  -I-  [lunyji)  -I-  [iUMmii)  4. . . . .  =  F{iii) 

etc.  etc. 

imd  ihre  Anzahl  ist  der  Anziilil  der  Hedingungsgleichungen  gleich.  Ehe 
wir  an  ihre  Auflösung  gehen  ist  eine  wesentliche  Bemerkung  einzo* 
schalten. 

In  jedem  Dreiecksnetze  von  einiger  Ausdehnung  wird  sich  ereig- 
nen,  dass  eine  Anzahl  der  Coelücienten  der  vorstehenden  Endgleichun- 
gen gleich  Null  werden,  und  je  grosser  das  Dreiecksnetz  ist,  desto  mehr 
wird  dieses  der  Fall  sein.  Als  Folge  davon  kttineo  in  diesen  Gleichun- 
gen mehr  oder  minder  grosse  Lücken  eintreten,  so  nemKch,  dass  in  der 
einen  und.  der  midern  derselben  eine  Reihe  von  aufeinander  folgenden 
Coefficienten  Null  werden,  und  hierauf  wieder  einige  vorkommen,  die 
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nicht  Null  sind.  In  Bessng  auf  die  Rtchtigkeil  der  Auflüsting  bat  dieser 
Umstand  nun  nicht  den  mindesten  Einfluss,  aber  man  kann  sich  dessel- 
ben bedienen,  om  die  Arbeit,  die  die  Auflösung  erfordert,  abzukürzen. 

Zu  dem  Ende  ist  nichts  weiter  zu  thun,  wie  die  Reihenfolge,  in  welcher 
man  die  Bedingungsgleichungen  des  Dreiecksnetire«?  zuerst  aufgestellt 
hat,  so  zu  ündem.  dass  die  Coefficienten .  die  nulil  Null  wrnlen,  mög- 
lichst nach  vornp  i^o^chobon  worden,  so  dass  sie  vom  ersten  anfangend, 
eine  möglichst  ununterbrochene  Reihe  bilden.  Es  wird  hiedurch  nicht 
hlos  die  Auflöj?ung  dieser  Gleichungen,  oder  die  Ermittelung  der  Wertlie 
der  Unbekannten  derselben ,  sondern  auch  die  Berechnung  der  Gewichte 
milglicbst  abgekürzt. 

Wenn  es  sich  nun  nur  um  die  Ermittelung  der  Unbekannten  han- 
delt, so  braucht  man  die  Nummern,  die  den  Bedingongsgleichungen  an- 
filnglich  gegeben  worden  sind,  nicht  zu  Andern .  will  man  aber  auch  die 
Gewichte  berechnen ,  so  thut  man  wohl  die  Nummern  der  Bedingungs- 
gleichungen so  zu  Sndorn ,  dass  sie  nach  der  beschriebenen  Versetzung 
wieder  die  fortlaofende  ZahleureSie  /,  //,  W,  etc.  bilden.  Ohne  diese 
Acnderung  würde  man  sich  leicht  in  den  Gliedern  der  Ausdrücke  der 
Gewichte,  die  aufzunehmen  sind  ,  irren  können.  Dass  mit  dieser  Aende- 
rung  der  Nunierirunc;  derBedingungsij;l(Mclu)nij:on  auch  die  entsprechende 
Aenderung  in  der  Bezeichnung  der  UnbeküTiulf n  'Xumcnrung  dieser) 
und  der  Grüssen  des  vorvor.  Art.  einlrelen  muss,  versteht  sich  von 
selbst. 


Die  Auflösung  der  f^ndgleichungen  des  vor.  Art.  ist  die  bekonnte, 
allein  da  die  im  Verlaufe  dieser  Abhandlung  eingeführten  Zwischengrüs- 
sen  derselben  bei  der  Berechnung  der  Gewichte  wieder  gebraucht  wer- 
den, so  wird  es  nöthig,  die  in  den  Artt.  46  u.  40  gegebene  Auflösung 
In  di^r  Recapilulation ,  in  den  hier  eingeflihrten  Bezeichnungen  ausge- 
druckt, mit  aufzunehmen.  Zu  berechnen  sind 


4  42. 


=  - 


ML 


[1,1,       -  ,1,11 

(irjiv  =  {IUI)  + 

illlllA)  =  ll.lll)  H- 
(//./V,1)  »  (/,/F)(2), 


F{IL\)  =  Pill,  + 
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(///.///,  1)  =  {inMi)  H-  (/.///)(3), 

ißlUVA)  »  {IIUY)  +  (/,/F)(3}. 
etc. 

F(///.l)  =  Ji\///)  +  F(i)(3), 

^fWT-  (^V./V)  +  (/JF}{4), 
^  elc. 

F(/V.1)  =  F(/V)  H- F(/)(4), 

etc.  bir 


—  f77;77  ,--  .     {*h  —  —  (//"/t;—  Vi  —  +  (//.//.«^ 

(///JV,2)  =  (///./K.1)  +  (/WV.1X3}, 

elc. 

_Fm^^  F{m,^)  +  F(MI)(3), 

(/K./F,2)  »  (/F./F.i)  +  (//./r.1)(4), 
etc. 

F(/V.g)  =  F(/V,1}  +  F(//.l)(4), 
etc.  bis 

=  4-ft/f,<)9»,  

\*)^  —       (///,///.«;   '  —      —  -I-  {iiijfi^^ 
{IVjyj)  =  (/F,/F,2)  4-  (///.iV.2)(4)a 

Pte. 

F(iV,3)  =  F(/V,2j  +  F(///,2)(4}, 


etc.  bis 

Ä3  =  Ä2  -I-  F(///.8)93, 


 94  -  +  -(Jir7F;ir 

etc;  bis 

Ä«  =  i*3  +  F(/K.3jy4 
etc.  bis 

wenn  q  die  Anzahl  der  Endgleichungea  beieiebiiet. 

Diese  Coefflcienten  habe  ich  so  angesetzt,  wie  ich  die  Berechnoiig 

derselben  auszuführen  pflege ,  und  die  mir  die  einfachste  Wdse  zu  sein 
scheint.   Allein  luan  kann  diei>GO  Ausdrucken  dadurch,  dass  man  die 
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Grössen  (injF!,i),  7//./V,1),  etc..  die  nur  als  Hülfsgrössen  zur  Berech- 
nung derjenigen  (.(lofllcionten ,  die  spater  celMuif  hl  werden,  dienen, 
eliminirt,  scheinhar  emo  küizere  Form  geben,  die  ohgieich  sie  bei  der 
numerischeD  Rechnung  koinon  Vortheil  gewährt,  doch  die  Uehersicht, 
namentlich  wenn  von  den  urtipriinglichen  (loeffirienten  (1,11),  (/,///),  etc. 
{ILm),  etc.  etc.  eine  Anzahl  gleich  Null  sind,  erleichtert.  Diese  Form 
ist  die  folgende ,  in  welcher  alle  Coefficienten  für  fünf  Gleicbuogen  voll- 
standig  ausgeschrieben  worden  sind,  and  die  weggelassenen  etc.  Zei- 
chen leicht  ergAnzt  werden  können. 

(//./7.1)  =  (//,//)  -h(/,/y)(2). 
(//,///,ij=  (//.///)  +{/,///){2), 
[IlUn  2)  =  (///.///)  -f.  (/  ///)(3),  +  {11,111, 1 

(f/iv,\)  =  {HIV)  -f.  y /r){2), 

{iff  fV  r  =  (III  IV)  -h       V3),-|-  f//,/F,1)(3)j 

(/V,iV,3j  =  (iV,/V)  V)(4)t+(/l./V.1}(4)»-i-(/tf./V.2)(i)» 

(//.V.1)  =  (//,V)  -K/,FX2), 

(///,F.2)=  (inj)  '3^  +(//.V,1)(3), 

(/F.F.3)  =  {IV.V)  +(i.VX*)t  '^{llXi){^)2  H-{i//.V.2)ri), 

(y,y,4) « (F,F)     (j,FK5)i  -i-(if.K4)(5)»  -Ki//.y.g)(d)3  ^iv^mu 

fl[//J)=  |f][//)  +J?1[/)(8), 

fT[///.2)  »  F{///)  +  fI/)(3)»  +  F{n,i)i3)2 

F(IF.3)=  F(/F)  +F(/)(4),  -|- F(//.1)(4)j  +  F(///.2)(4), 

F(F.4)=  F(F)   +F(/)(5),  +  F(//.l)(5),  H- F(///,2)(5)3  -hF(/F,3)(5)4 

H5=  F(/)yt  -»-F(//.1)y,    -t- F(///.2)y,  -h  F(/F.3)y,  -hF(F.4)y5 

Es  wird  nun  zunächst  die  vollständige  Summe  der  mit  ihren  Gewichten 
multiplicirten  Quadrate  der  ttbrig  bleibenden  Fehler,  wenn  sie  mit  VF 
bezeichnet  wird, 

W  =  Wo  + 

wo  )F«  die  Samine  ist.  deren  Berechnung  im  Art.  137.  und  bez.  im 
Art.  138  gezeigt  wurde,  und  q  wieder  die  Anzahl  der  Bedingangsglei- 
chongen  bedeutet.  Die  obigen  Endgleichungen  sind  femer  durch  die 
obigen  Recbnongen  in  die  folgenden  verwandelt  wordi^t 

(/,/)(/)  +  (w/x//)  +  {iMim  +  F(/) 

etc.  etc. 
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deren  Auflösung  durch  die  fblgendeo  Ausdrttdie  bewirkt  wird,  die  hier 
auch  ftlr  fllnfGleichungeu  vollständig  ausgcächriebeii  worden  sind. 


/r'\ 

(///), 

SB 

(/V), 

(/),  H-  (/V)..(4). 

[Ith 

{//),  +  (/V),.(4), 

{III), 

(///),  H-  (/V),.(4j. 

(/)» 

{1)2  +  {///). .  (3), 

(//)»4-(/i/)a,(3), 

{//),.  (2), 

(/)  = 

(ir  =  (//), 

(/V)  =  (/K). 


ond  leicht  zu  erkennen  geben,  wie  zu  verfahren  ist,  wenn  mehr  wie 
tont  Gleichungen  vorbanden  sind. 

Man  kann  die  richtige  Ausführung  der  numerischen  AuflOsttog  da- 
durch prttfen.  dass  man  die  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  (/). 
(//  ).  (///),  etc.  in  die  ursprünglichen  Eadglcicbungen  substituirt,  die  da- 
•itirch  er  Rill  f  werden  mlissen. 

Schliesslich  bekoiuiiU  utan  die  z{r],  durch  den  folgenden  allgemei- 
nen Ausdruck, 

und  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Bichtungen  x(r}«  durch  den  fol- 
genden, 

*(»•)•  =  yW.  — 

womit  die  Auflösung  der  Aufi^abe  beendigt  ist. 

Kino  umfassende  (lontroie  dos  ganzen  zweiten  Thoils  der  Auflö- 
sung entspringt  ans  der  Eigenschafl,  dass  die  2(r),,  wenn  sie  mit  utuge- 
kohrtem  Zeichen  stall  der  öx{r),  in  die  Bedingungsgleiehungen  subsiituirt 
werden,  diesen  Gnuge  leisten  mttssen.  Nur  die  Differeniialquotienlen 
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9(r,/>.  q{r,II)„  etc.  bleibeii  dadurch  nnoontroliri,  von  deren  Ricbtigkeii 

nun  sich  daher  auf  andere  Art  Oberzeugen  muss. 

Will  man  ausserdem  auch  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der 
i*(m)j  kennen  lernen,  so  dient  ila/u  dei  Auidjuck 

in  welchem  aber  nur  diejenigen  z(m),  und  w(r).  aufgenommen  werden 
dürfen ,  die  in  der  m'«""  Gruppe  von  Gyris  wirklich  beobachtet  worden 
sind.  Durch  Zuzioliunj^  dieser  Werthe  der  fi^m;,  kann  man  auf  lihnliclio 
Art.  wie  im  Art.  137  in  Bezug  auf  die  Ausgleii  iiungcn  auf  (h?n  Sialio- 
nen  gezeigt  wurde,  den  wie  oben  berechneten  Werth  von  \V  einer  Con- 
trole  unlerwerfeo,  wenn  mau  dieses  liir  nütbig  ballen  sollte. 

143. 

3)  Berechnung  des  Gewichts  irgend  einer  bestimmten  Function  der 

Richtungen. 

Jeder  beslinamleD  Function  der  Bichtongen  kommt  ein  besUmmles 
Gewicht  zu,  welches  durch  die  untoD  folgenden  Ausdrucke  berechnet 
werden  kann.  Unter  den  FoncUoDen  der  Richtmigea,  deren  Gewichte 
verlangt  werden  können,  sind  vorzugsweise  belieMge  Winkel  und  Seiten 
des  Dreiecksnetzes  zu  veratefaeo,  und  diese  kdnoen  zwischen  irgend 
zwei  beliebigen  Eckpunkten  des  Netzes  gedacht  werden;  auch  kann  es 
sich  ereignen .  dass  die  Gewk^te  einiger  der  Aggregate  u(m}«  +x{r),  ver' 
langt  werden.  Die  Winkel  sowohl  wie  diese  Aggregate  sind  an  sich 
linearische  Functionen  der  Richtungen,  und  es  sind  daher  in  solchen 
Fallen  io  dieser  Beziehung  keine  Vorbcreituni;en  zu  (reden,  aber  da  (ho 
Seiten  keine  h'nearischen  Functionen  der  HitliUmyen  sind,  ^u  nuiss  aus 
dem  betrelfenden  Ausdruck  die  Differentialgleichung  zwischen  der  Ver- 
änderung der  Seile  und  den  Veränderungen  der  sie  beslininienden  Rich- 
tungen abgeleitet,  und  die  Coeflicienlen  dieser  müssen  der  ferneren 
Rcchnunc;  unterworfen  werden.  Für  die  Berechnun-  dieser  Coefficien- 
len  verweise  ich  auf  den  Art.  103,  wo  sie  auslUhrhch  erklärt  worden 
ist.  Bezeichnet  man  nun  allgcmeio  die  Veränderung  der  Seite,  oder  des 
Winkels,  oder  des  Aggregats,  wie  oben ,  mit  die  unbestimmten  Aen- 
derungen  der  in  Betracht  kommenden  Richtungen  mit  r)j;(r),,  und  die 
Coeflicientcn  dieser  Veränderungen  mit  l^r)„  so  ist  der  allgemeine  Aus- 
druck für  Jl, 
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wo  (las  oiric  Sutiirnenzeichen  sich  auf  r,  und  das  andere  sich  auf«  be- 
zieht ,  du  sehr  wolil  die  Richtungen  von  mchrereo  Stationen  in  Belracbl 
kommen  können. 

«}  Wenn  auf  einer  oder  mehreren  der  in  Betracht  kommenden  Sta- 
tionen in  jedem  Gynis  alle  Richtungen  eiDgeschnitten  worden  aod, 
so  setze  man  fttr  diese  oberiiaupt 

(J|f.r).  =  lfc(r).,  .^U^^-^- 

pf)  Wenn  auf  dfn  in  Betracht  kommenden  Stationen  sich  solche  be- 
finden,  auf  wpirhen  nicht  in  jodenj ,  oder  in  keinem,  Gjrus  alle 
Richtungen  eingeschnitten  worden  sind  ,  und  zwar 
(\\  Wenn  drei  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  sind  zu  setzen. 

=  Äc(l), 
(Af,2),  =  U%\ 
(Jf,3).  =  fe{3). 

6)  Wenn  yiv&t  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
so  sind  sn  setzen  nnd  za  berechnen, 

{J»f,3),  =  fc(3), 

(Af,4),  =  /j;".k{2).  +  y;"./c(3),  +  ft{4), 

f  Wenn  fünf  Richtungen  einßoschnitten  sind, 
so  kommt  zu  den  unter  6)  angeführten  Grössen  noch  die  folgende  hmzu, 

u.  8.  w.  wenn  Stationen  in  Betracht  kommen ,  auf  welchen  mehr  wie 

fiinf  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind.  Setzt  man  hierauf  zur  Ab- 
ktkrzuüg,  die  unter  u}  ähnlich  bezeichneten  Grössen  wo  nölhig  einge- 
schlossen, 

so  wird  sogleich 

ü  =  2'|0;M,1)..(Af,1),  -I-  Q{m\AM,%  +  0^Af.3),.(3/,3).  +  . . .  { 

womit  der  er§te  Thetl  des  gesuchten  Gewichts  gegeben  ist.  Um  den 
zweiten  Theil  desselben  zu  erhalten,  sind  zuerst  zn  berechnen. 
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{nM)^£\QiMM7i  \M),  -l-Q(Af,2)..,;(2.//),  +0{Af,3),.jy(3,//), 
(lllji)  =  2*|<Kif,<),.fl(4  Ji#),H-<«ir.3)^,(3^^^  ...} 

n.  8.  w.  bu  alle  Bedingungsgleichaii^n  des  DreiecksDetses  erschöpft 
«nd.  Ans  den  voratehendeo  Grossen  ergeben  sich  die  folgenden, 


(UM) 

(///.Af,1) 

{IHM) 

+  (/,iV)(3), 

{lYM) 

etc. 

etc. 

(///Jlf,2) 

{m.iiA)  +  {//,Äf,i)(3)2 

+  (//,M,1)(4), 

etc. 

etc. 

(/F.JIf,3) 

+  (///.Jf,8)(4), 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

statt  deren  man  sich  auch  der  folgenden  Auädriicke  bedienen  kann, 

(//.Af.i)  =  [UM)  (/.il)(2), 
(///.lf,2)  =  {IHM)  H-  {/,A')(3),  -4-  (//.Af.l)(3), 
{/y.Jf,3)  =1  {IVM)  +  {/,Jf)(4),  +  {//4f.4)(4),  +  (l//.lf.2M4), 
etc.  etc. 

Nachdem  man  durch  das  eine  oder  das  andere  dieser  beiden  Sv- 

Sterne  von  Gleichungen  die  Grössen  linker  Hand  berechnet  bat ,  orgiebt 
sich 

und  des  gesacbte  Gewicht  P  wird 

Jd  Bezug  auf  die  Berechnung  der  HüJfsgrOsseo  (l/,lf,1).  {IIIM.i), 
etc.  aus  dcD  (/«If ).  (If.lf),  (///.^).  etc.  kaon  zu  mehrerer  Deutlichkeit 
bemerkt  werden,  dass  sie  genau  dieselbe  ist  wie  die,  wodurch  die 
Grossen  F(Ili),  etc.  der  Bndgleichongen  im  Art.  442  aus  den 

F{I),         F(///},  etc.  berechnet  wurden,  wobei  die  HüllkgrOssen 
(3)i ,  etc.  (3)2,  etc.  etc.  unveründert  dieselben  bleiben. 
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U4. 

Zweites  Verfahren. 

Da  dieses  Verfahren,  dessen  Erklärung  im  Art.  108  anfängt,  sich 
nur  wenig  vom  ersten  unterscheidet,  so  kann  ich  mich  bei  der  Aufstel- 
lung der  an7:uwendenden  Ausdrucke  kurz  fassen.  Der  Hauptuoterachied 
zwischen  des  beiden  VerfiJireii  besteht  darin,  dass  bei  dem  gegenwär- 
tig in  Rede  stehenden  auf  jeder  Station  die  BicbUing,  die  man  ata  die 
erste  bezeichnet  hat,  gftosfiob  aus  der  Rechnung  weggelassen  wird,  und 
statt  dessen  die  Unterschiede  zwischen  den  obr^n  Richtungen  ond  die- 
ser eintreten.  Eine  Folge  davon  ist,  dass  der  dieser  ersten  Richtung  bei 
der  Bildung  der  StationstüfelcheD  beigelegte  beilttaOge  Werth  zum  de- 
finitiven wird,  oder  dass  flir  jeden  Werth  von  $ 

4\\  =  y{]\  =  {\l ,  imd        =  z(i),  =  0 

werden.  Eine  andere  Folge  davon  ist,  das»  man  die  Verbesserungen 
der  genannten  Unterschiede  der  Richtungen  so  hetrachteu  k;inn,  als  wä- 
ren sie  die  VerbesseruDgen  dieser  Hichlungen  selbst ,  und  also  über- 
haupt 

stau 

(r),-0)..  »(r).-iK<), .  Sf(rW(1),,  «H-«(l). .  *(r).-«{<). , 
schreiben  darf. 

Dass  die  Vorbereitongeo  der  Beobachtungen,  die  in  den  ArCt.  1 34^ 
136  erklärt  wurden ,  gegenwärtig  dieselben  sind,  wurde  schon  dort  an- 
geführt, aber  auch  die  Aendemngen  der  (2,2,1)..  (3.3.2),,  etc.  {U,nj,, 
wenn  auf  verschiedenen  Stationen  verschiedene  Gattungen  von  Beob- 
achtungen angenommen  werden  müssen ,  bleiben  dieselben ,  die  im  Art. 
138  erklärt  wurden;  es  braucht  also  in  den  folgenden  Ziisammensiel- 
lungen  darauf  keine  Rücksicht  genommen  zu  werden,  sondern  es  kann 
auf  diese  angezogenen  Artikel  verwiesen  werden. 

145. 

t)  Erster  Xheil  der  Auflösung ,  oder  die  Ausgleichung  auf  den 

Stationen. 

a)  Wenn  auf  der  Station  in  jedem  Gyrus  alle  Richtungen  eiDgeschotl- 

ten  worden  sind. 

Die  Vorbereitung  ist  ganz  dieselbe  als  heim  ersten  Verfahren  in 
diesem  apeciellen  Falle,  und  die  Werthe  der  y{r)  sind  wieder  den  aritb- 
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luetischen  Miltein  aus  den  BeobachtuBgeo  der  eiazeloen  Gyri  gleich. 
Auch  wird  hier  wieder 

(iU)  -  0 

weno  wie  froher  n  die  Anzahl  aller  eingeschnittenen  Richtungen  be- 
zeichnet. Aber  die  übrigen  AbkttrEungen,  die  das  erste  Verihhren  dai^ 
bietet,  fallen  hier  weg.  Die  Gleicbangen,  die  der  erste  Theii  der  Au(- 
lOSQBg  enthalt  sind  zu  bilden ,  und  aufituldsen.  Nor  werden  diese  Glei- 
ch ungen  in  dem  hier  betrachteten  Falle  einfiicher ,  wie  attflserdem.  Nennt 
man  wie  früher,  das  Gewicht  der  einzigen  Gruppe  von  Gyris,  die  jetzt 
auf  der  Station  vorhanden  ist,  p,  so  werden  die  aufzulösenden  Glei- 
chungen 

J>  ^^2)  -  -f  K3)  -  -f  ^4]  -  etc.  -  0 

—  +  p  2=^»(3)  -  -J-w(4)  —  etc.  «  0 

—  -f       —  ^»(3)  -I-  p  ~w{h)  -  etc.  =  0 

etc.  etc. 
deren  Anzahl  »«^1  ist*). 

Die  Werthe  der  Unbekannten  tp(2),  tp(3),  etc.,  die  diese  Gleichun- 
gen geben»  werden  zwar  Null,  aber  die  Werthe  der  Coefficienten 

{%X\).  (3,3,2),  etc.      ß"\  r  \  etc.  etc. 

die  aus  f!e?-  Auf  k  .>uiia  hervorgehen,  treten  im  zweiten  Tlieil  der  Auf- 
hjsim.u;  iitKserer  Aufgabe  eben  so  ein,  wie  in  den  unlen  folgenden  füllen. 
Man  findet  leicht ,  dass  die  analytischen  Ausdrucke  dieser  Coefficienten 
im  gegenwartigen  Falle  die  folgenden  sind, 

(8.5.1)  »  p?^ 

(3.3.2)  = 

(M,3) 



*)  Man  bekommt  nemlich  hier 

Q'  =  Q"  =  Q'  =  etc.  =  /, 
[pp)  =  (/)>")  =s  etc.  »  [pp)  B  etc. 
(y)  =  (ü")     etc.  SB  0 

und  daher  zufolge  dc8  Art.  1 08 

(2.«)  =  (3.3)  wm  etc.  »  (2.2,t) «  (3,3.4) 
(2.3)  ^  (2,3,1)     etc.  äs  etc.  »  - 
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Mir    ly  j-tv  4 

etc. 

die  für  jeden  Werth  von  n  p:dten*\ 

ß)  Wenn  mit' der  Station  nicht  in  jedem  Gyrus,  oder  in  keinem,  alle 
Richtungea  eingeschnitten  worden  sind, 
80  sind  alle  im  Vorhergebenden  a.  a.  0.  erklärten  Vorbereitungen  eben 
so  auszofitbren  wie  beim  ersten  Verfahren ,  und  darauf  die  folgenden 
Berechnungeo  vorzonehmen ,  die  der  Zahl  der  überhaupt  eiDgeBcboilte- 


*)  Ich  rUhre  noch  an ,  dass  die  Unbekannten  der  obigen  Gleichungen ,  wenn 
man  nur  der  rochtcn  Seite  derselben  bez.  m',  m"»  m'",  etc.  8taU  Null  schreibt,  die 
folgenden  einfachen  Ausdnicice  haben, 

wa\         tm'+in*'+m"'+  .  .  . 

•w  =  p  

W\6)  —  

W\k)  —  

etc. 

die  -^ieh  auf  selir  einfarhe  Weise  beweisen  lassen.  Wenn  man  daher,  sfntt  die  arilh- 
inetischei^  Millel  ,\wi  den  Beobachtungen  zu  nelimen  ,  und  diese  den  i/  ')  F'eich  zu 
setzen,  die  vollständigen  Vorbereitungen,  die  im  Vorhergehenden  erklärt  sind,  in  Be- 
zug auf  den  gegenwirligen  Fall  ausfQbrt;  demzufolge  die  ▼orlSufigen  Werttie  (Ij,  (i;, 
(3],  etc.  der  Ricbtungeo  annimmt,  Hir  alle  n  lUcbtungen  die  m\  m",  etc.  die 
Uolerscbiede  zwischen  den  Summen  der  Beobaebtungen  und  den  eotsprecfaeoden  VIei- 
beben  der  (I),  (t),  (3),  etc.  bedeuieo  iüsst,  und  diese  «0  vorbereite!»  dass 

m-l-TO+m+m  •+-...  =  0 
wird,  so  werdeo  die  Ausdrücke  der  Uobekannten, 

a(8)  »  -Elz» 

«(3)  =  üüpü. 

ülC. 

Hiemil  I.isst  sieh  Jeirht  in  Bei  reff  des  gegenwärtig  in  Rede  stehenden  Verfahrens 
der  Beweis»  führen,  dass  diese  Arbeiten  übernüssig  sind,  und  da$s  man  eben  so  wie 
im  ersten  Verfahren  sogleich  die  arithmetischen  Mittel  aus  den  Beobachtungen  für  die 
Werthe  der  ylr)  annehmen  kann ,  wie  eben  veriangl  wurde ;  die  Berpdksicbtigung  der 
oben  genannten  Goelliclenlen  kann  beim  gegenwürtlgen  Verbhren  aber  nicbt 
den  werden. 
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nen  Richtungen  entäprecbeod ,  entweder  abzukürzen ,  oder  weiter  aus- 
zudehnen sind. 

Es  sind  zuerst  zu  berechnen 


(2,2,1)  =Q  - 

(pV) 

(n'n"\ 

\PV  ) 

etc. 

(2,M)  =  (ir') 

(3.3.1)  =  0"- 

■  ipY) 

(3.4,4)  «  - 

etc. 

(3,M)  =  (te") 

(4,4.1)  =  r  - 

etc. 

(4,^.1)  =  {Ix") 

etc. 

(M)  wifi  oben  Art.  437  ohne  Ausnahme. 

In  der  Berechnung  von  (tf)  and  nemlich  die  p/,  die  zur  ersten 
Riditnng  gehören  mit  aubunehmen,  dieses  und,  in  den  Vorbereitungen, 
dte  Mitverwenduog  derselben  zum  aritbmetisdien  Mittel  aus  der  Summe 
der  BeobachtuDgen  einer  jeden  Gruppe  von  Gyris  sind  aber  bei  dem 
gegenwartig  in  Rede  stehenden  Vorfiibren  die  eini^;en  FUle,  in  welchen 
Grossen  die  dieser  Richtang  angehören .  in  die  Rechnungen  eintreten. 
Aus  den  obigen  Coefficienten  entstehen  nun  die  folgenden  Gleichungen 

;2.-2.1>(2)  +  (2,3,1)ip(3)  +  (2.4.1)tt>(4)   =  (2,/.1) 

(3,3,rir^3)      (3,i,1)H?{4)  -h  =  (3,/,1) 

(2,4.1)w(2)  -I-  (3,4.1)w(a)  +  (4,4,1)w(4)  +  ...,  =  (4,/,1) 
etc.  etc. 

von  welche  die  unter  a)  erhaltenen  einen  speciellen  Fall  bilden.  Die 
AnflOsnng  dieser  Gleichungen  ist  durch  die  folgenden  Ausdrucke  ausso- 
Aihren, 

p  ~    (t.t.i) »  r  =■         »  » (t.t,4) .      z  —  ti,t,f) 

(3.3,2)      (3.3,1)  (2,3,1)/ 

(3,4.2)  =  (3,4,1)  -I-  (2.4,1)/f 

(3.5.2)  =  (3.5.1)  -I-  (2,5.1)/ 
etc. 
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(4.4.2)  =  (4,4,1)  -h  (^4.1)/' 
(4.5.2)  =  (4,5,t)  +  (2.5J)/" 


etc. 


(4.Z,2)  =  (4,/,f)  -h  (2,l,i)r 

"(5,5,2)  »  (5,0.4)  -fr.  (2.6,1)<r' 

elc. 


etc.  bis 

»  («)  +  (2,M)/ 


f        (M,!)»     —    (».8.jr      *  (MST 
(4,4,3)  -  (4.4,2)  -h  (3,4,f)y'" 
(4.5,3)  =  (4.5.2)  +  (3.5.«)/' 


etc. 


iW)  =  (4.1,«)  +  (3./.«)/' 

(5.5.3)  =  (5.5.2)  +  (3,5.2}()r" 
elc. 

(6,/.3)  »I  (5./.2}  -I-  {SX2)r 


etc.  bis 

(«.3)  =  (tt,2)  +  (3,i.2};r" 


(5,5,4)  =  (ö.o.a)  -f.  (4.5,3)r 
elc. 

(ä,A4j  =  (5,/,3j  +  (4,/.3)r 
etc.  bu 

(tf,4)  =  (tf.3)  -I-  (4.1.3)/ 
 «  ISÄ^T 


etc.  bis 
(«.ö)  =  («,4)  +  (5.l.4)x'' 


Ferner  sind  zu  berecbneo 


etc.  bis  (0,») 


/—    r  +d'V 
ete. 
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worauf  uian 

-  «-(2)  =  X  +  X^'      Xf  +        -I-  .  ,  . 

-  «»(3)  =  f     +  xY  -H  XV  +  . . . 

-  Wi)  =  /  +    + . . . 

-  «  (5)  =  /     +  .  .  . 
etc.  etc. 

erhalt.  Wenn  auf  der  Staiioo  drei  Richtaogen  eiageschnitten  worden 
sind ,  so  kommt  im  zweiten  Tbeile  der  Auflteong  ausser  den  y(r)  und 
den  Divisoren 

(a,8,1).  (3.3,«) 
ohne  Ausnahme  noch  die  GrOsse 

in  Betracht.  Wenn  vier  Ric]iliiiii!;eii  eingefichnitteu  worden  sind,  so  kom- 
men ausser  den  y(r)  und  deu  Divisoren 

(3A2).  (4,4,3) 

noch  die  Grossen 

f\  f\  r 

in  Betracht.  Wenn  fünf  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind ,  so 
kommen  ausser  den  y(r)  und  den  Divisoren 

(2,2.1  j.  (3.3,2).  (4,4.3),  (5.5,4) 

noch  die  Grössen 

f.    f.  /\ 

in  Betracht,  u.  s.  w.  Man  erhult  schliesslich,  mit  Ausnahme  der 

«  (r).  +  Vf{r), 

Die  Summe  sowohl  wie  die  «(m),  werden  eben  so  berechnet,  wie 
l)ei  (lein  eisten  Verfahren,  wobei  nur  zu  bemerken  ist,  Uass  hier  immer 
die  tt'(i),  =  ü  sind. 


a6. 

2)  Zweiter  Theil  der  Aufiüsung. 

Die  Bedingungsgleicbungen  werden  wieder  eben  so  vorbereitet  wie 
bei  dem  ersten  Verfohren,  nur  werden  in  denselben  alle 

d(l>  B  0 
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gesetzt,  wodurch  die  damit  multiplicirtcn  Glieder  wegfallen.  Ks  brau- 
chen Diin  hier  die  beiden  Falle  unler  a)  und  ,i  \  niclii  von  euiauiler  ud- 
lerschieden  zu  werden,  da  die  Rechnunc:en  in  jedem  derselben  keinen 
Unterschied  darbieten.  Alle  Ausili  Ui  kc  inUaseii  allfjemein  aufgestellt 
werden,  da  jetzt  von  keinem  Giiede  derselben  im  Voidus  behauptet 
werden  kann,  dass  es  Null  wird.  Ks  sind  zuerst  für  jede  Station,  fUr 
welche  alle  q  nicht  Null  sind,  die  folgenden  Ausdrücke  zu  berechoeo, 

etc.  elc. 

hierauf 
und  dann 

fi^J).  -  «2.').  +  Ä".0(3,/),  +  A^W./).  +  A".0(6,/).  -I-  . . , 
f(3,i).  =  0(3./),  +  r;'.0(i./),  +  ^".0(5.1).  + . . . 

«4./).  «  Q(i/).  +  C.0(5./),     .  .  . 

f  (5  J).  -  +  .  .  . 

etc.  etc. 

Alle  diese  Grössen  müssen  durch  allmählige  Verwandelung  der  /  m  //, 
///,  elc.  wieder  wie  iiu  ersten  Verfahren  auf  alle  BeiiaigungügleichuDijeo 
ausgedehnt  werden. 


U7. 

Die  BBrechnung  der  Coefhcienlen  der  Endgl<tichungen,  und  die 
Auflösuttg  dieser  wird  nun  hier  genau  eben  so  ausgeiührl  wie  im  ersten 
Verfahren,  weshalb  ich  in  dieser  Beziehung  auf  den  Art.  140  u.  f.  v«^ 
weise.  Schliesslicb  wird  wieder  allgemein  mit  Ausnahme  tod  s(I), 

»od  mit  Ausnahme  von 
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womit  die  Auflösung  tlor  Anli^ahe  beemii.ijt  isl.  Auch  die  Berechnung  der 
wahrscbeiDliehslen  Werthe  der  ti(m),  wird,  wenn  man  diese  kennen  zu 
lernen  wUnschl,  nach  dem  im  Art.  i  42  angeAlhrten  Ausdruck  ausgeführt. 

448. 

3}  Berechnung  der  Gewichte. 

Da  im  Allgemeinen  hier  die  Berechnung  der  Gewichte  eben  so 
ausgeftlbrt  wird  wie  bei  dem  ersten  Verfahren ,  und  nur  die  Aendening 

eintritt,  dass  alle,  etwa  vorkommenden,  sich  auf  die  Hichtungeu  be- 
ziehenden Grossen  wegzulassen  sind ,  so  brauchen  die  Ausdrucke ,  die 
im  Art.  143  vollständig  angegeben  sind,  nicht  wiederholt  zu  werden. 
Aber  eine  Gattuns?  von  Fallen  ist  vorliaiuien,  in  welcher  die  Berechnung 
der  Gewichte  anders  gefuhrt  werden  kann,  und  daher  die  sich  darauf 
beziehenden  Ausdrücke  hier  aufzunehmen  sind.  Es  sind  diese  die  Falle, 
in  welchen  das  Gewicht  irgend  eines  der  Winkel  «(r),  —  «(1),  verlangt 
wird,  die  anders  behandelt  werden  können,  weil  im  gegenwttriigen  Ver- 
fahren diese  Wmkel  die  eigentlichen  Unbekannten  der  Auljpbe  sind. 
Die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke  Air  die  Berecbnnng  der 
Gewichte  der  Unbekannten  selbst  sind,  durch  die  hier  eingeführte  Be» 
Zeichnung  ausgedrttdct,  die  folgenden. 

Es  föUt  nun  nicht  nur  die  Aufstellung  der  Function  J2,  sondern  es 
fallen  auch  alle  Grössen  weg ,  in  deren  Bezeichnung  der  Buchstabe  M 
vorkommt.  Zuerst  ist  die  Grü.sse  ,T(n,  zu  berechnen,  die  für  verschiedene 
Werthe  von  r  verschiedenartige  Ausdrücke  bekommt. 

Fur  r  »  2  ist 

für  r  SS  3  ist 
fiir  r  s  4  ist 
fitr  r  K  5  ist 

u.  s.  w.  wenn  auf  der  Station  mehr  Richtongen  emgeschnitlen  worden 
sind.  Ferner  sind  Air  jeden  Werth  von  r,  mit  der  Atisnahme  r  ae  1 ,  zu 
berechnen, 

57 
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f[rMU),  =  ffrJU),  +  f{rj),  .  (3), 

firJY,\),  =  /-(r./V).  +  A^/}.  •  t*}. 
etc. 


/-(r./i/.ä),  =  f(r,///,1).  +  /-fr,//.!).  .  (3), 

f{r,IV,%),  =  Ar./F,4).  +  A'-.'/.^}.  .  (*)« 

etc. 


ete. 

die  auch  auf  dieselbe  Weise  aufgestelll  werden  kOnDen,  wie  < 
GrOflsen  des  Art.  i  43,  nemNch 

({rMl^X  =  ({T  UT),  +  Ar./).. (3).  +  A^'/A^),  •  (3)2 
Ar.iV,3),  =  Ar./V).  +  A'-./J.-Wi  +  A»".//.!}-- C*)^  +  A^/'A^),.  (4), 
etc.  etc. 

uDil  jedenfalls  tort^^esetzt  werden  müssen  bis  allü  Uedingungsgleicbangen 
erschöpft  sind.  Es  wird  hierauf 

^^^*        ii.h  (///./w.«;  (/»•./»'.»} 

und 

p  =:   ^  

wenn  wieder  P  daa  geauchie  Gewicht  beseidiDet. 


§.  7.  Bercduiiuig  der  nittlrmi  Frhlpr  der  durch  das  rerhcrgdieBdc 

Vcrfahrea  crhalteaca  Meudtate« 

149. 

Es  sind  mehrere  Ausdrücke  zur  Berechnung  des  sogenannten 
wahrscheinlichen  Fehlers  einer  Bestimmung  vorlianden,  aber  von  diesen 
nur  der  fo^eode  in  allgemeinem  Gebrauch, 

wahrscheinl.  Fehler  »  0.67445 

Nvo  IV  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  muHiplicirten  Quadrate  der  , 
übrig  gebliebenen  Fehler,  und  m  die  Anzahl  der  Bestimmungen  oder 
Beobachtungen  bedeuten.  Ausserdem  hat  Gauss  noch  den  BegritF  des 
mittleren  zu  befiirchtenden  Fehlen,  den  man  häufig  auch  schlechtweg 
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den  mitllereD  Fehlor  Dennl,  ao%eBtelU,  uod  durch  den  folgenden  Aus- 
druck  definirt, 

niiul.  z.  bef.  Fehler  =  l/-r^ 


wo  VF  und  m  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorher,  und  •  die  Anzahl 

der  von  einander  nnabhitngigen  Unbekannten  bezeichnet. 

Ohne  mich  in  eine  Discnssion  der  inneren  Gründe  einzulassen,  auf 
Nvolrhcn  diese  beiden  Ausdrucke  Ijcnihen,  will  ieh  blos  die  nuiiuMisclien 
W  erilie,  die  daraus  in  verschiedenen  Fallen  hervorgehen,  mit  einander 
vergleichen. 

Je  grösser  m  bei  unverändert  angenommenem  Wertbe  von  n  wird, 
desto  mehr  nahem  sich  die  Werthe  der  beiden  Ausdrücke  einander,  die 
beide,  wenn  m  b  oo  wird,  den  Werth  Null  geben.  Bei  sehr  grossem  m 
in  Bezug  auf  ii  können  daher  achon  die  Besnltate  beider  Ausdrücke  (ttr 
einander  gleich  erachlet  werden.  Während  dieses  an  der  oberen  Grenze 
stattfindet,  bildet  sich  an  der  unteren  Grenze  ein  ganz  davon  verschie- 
denes Verhalten.  Betrachten  wir,  um  dieses  zu  z«gen,  den  extremen 
Fall  ms»,  nemllch  den  Fall,  in  welchem  die  Anzahl  der  vorhandenen 
Beobachtungen  oder  Bestimmungen  der  Anzahl  der  von  einander  unab- 
hängigen Unbekannten  gleich  wird.  Die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate öchliesst  diesen  Fall  nicht  aus,  denn  die  Gleichungen  und  sonstigen 
Ausdrücke,  auf  welche  sie  fUhrt,  finden  in  demsolben .  wie  man  oben 
gesehen  hat.  ohne  Abänderung  volle  Anwendung.  Es  niü.ssen  daher 
auch  die  beiden  hier  aufgestellten  Ausdrdckc  des  wahrscheinlichen  uod 
des  mittleren  Fehlers  ihre  volle  Geltung  behalten. 

Da  aber  jetzt  allen  vorhandenen  Beobachtungen  vollkommen  GnOge 
geleistet  wird,  so  bekommt  man  VF  s  0,  und  folglich  wird  nach  dem 
ersten  Ausdruck  auch  der  wahrscheinUche  Fehler  dieser  Bestfanmung 
=  0,  welches  gewiss  unrichtig  ist.  Im  Ausdruck  des  mittleren  Fehlers 
hingegen  wird  nicht  nur  VF  s  0,  sondern  auch  m  as  n,  und  der  Aus- 
druck giebt  daher  in  diesem  Falte  den  mittleren  Fehler  s  das  ist 
unbestimmt.  Dieses  ist  das  richtige  Resultat,  denn  in  dem  Falle,  der  jetzt 
betrachtet  wird ,  kann  man  weder  den  wahrscheinlichen  noch  den  mitt- 
leren Fehler  bestimmen,  sie  bleiben  daher  beide  unbestimmt. 

Aus  diesem  Grunde  mus.s  in  den  Füllen,  in  welchen  m  nicht  viel 
grösser  ist  wie  n,  der  Ausdruck  des  nuttleren  Fehh  i  s  sne  genauere  Be- 
stimmung gewahren,  wie  der  des  wahrscheinlichsten  Fehlers,  und  da, 
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wie  wir  s?('sehpn  iiabcn,  hoido  Ausdriicko  he\  wach^i mh m  m  m  gleiphen 
Werlhcn  hinstrcben,  so  i>t  in  allen  Füllen  BerecbouQg  des  mittleren 
Fehlers  der  des  wahrscheiuiichen  vorzuzieheo. 


Aus  den  vorstehendeo  Gründen  soll  in  der  Anwendung  auf  unser« 
Haupiaufgabe  nur  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  durch  den 
Ausdruck 


betrachtet  werden.  Die  Berechnni^  der  Grüsee  W  ist  schon  oben  ge* 
zeigt  worden,  und  daher  hier  nur  die  Berechnung  von  m  and  n  %n  er- 
klären. Da  die  Resultate  der  Einstellungen  der  Richltingen  anf  den  ver- 
schiedenen Stationen  mit  l  n^ist  angehängten  Strichen  beseichnet  worden 
sind«  50  ist  klar  dass 


Die  Unbekannten  unserer  Aufgabe  sind  einestheils  die  Richtungen  und 
andemtheils  die  ti ,  die  der  Anzahl  der  überhaupt  vorhandenen  Gruppen 
von  Gyris  gleich  sind.  Da  aber  auf  jeder  Station  nur  die  Unterschiede 

der  Richtungen  von  Einer  derselben  fest  bestimmbar  sind .  so  ist  von 
der  Summe  der  r  und  der  u  die  Anzahl  der  Stationen  abzuziehen,  und 
da  die  hieraus  hervi^iiehende  Anzahl  von  UnbekannteD  durch  the  De- 
dingungsgleichungoD  von  einander  in  Abhängigkeit  stehen,  so  ist  noch 
die  Anzahl  der  Bedingungsgieichungen  davon  abzuziehen.  Die  so  er- 
haltene Zahl  ist  n.  Bezeichnet  man  nun  durch  ein  der  Bezcichnuni;  der 
betr.  Grösse  vorgesetztes  A  die  Anzahl  aller  Grössen  dieser  Gattung, 
so  dass 

[AI)  die  Anzahl  aller 

(As)  die  Anaabi  aUer 

(Au)  die  Anzahl  aller  u,  folglich  die  Aazahl  aller  Gruppen  von  Gyris, 

(As)  die  Anzahl  aller  Stationen, 

[Ah)  die  Anzahl  aller  BedingungsgleichuDgen 

bedeuten,  so  wird,  wenn  zur  Abkürzung 


m  SB  der  Anzahl  aller  vorhandenen  l  ist. 


D  »  [AI)  -h  {.\s)  -+-  [Ab)  —  [Ax)  —  (Aa) 


gesetzt  wird,  der 
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*)  und  da  dieser  Ausdi-iick  den  mittleren  Fehler  einer  Beobachtung  der 
Gattung  giebl,  deren  Gewicht  =  i  gesetzt  worden  ist ,  so  giebt  er  in 
seiner  Anwendung  aof  das  eben^aosgeAtbrle  Haaptbeispiel  den  m.  f, 
einer  eimelnen  BeobadUnng  einer  Riebtang,  indem  das  Gewicht  einer 
solchen  Beobaebtung  ^  1  angepommen  worden  ist. 


151. 

Wenden  wir  nun  den  eben  abgeleiteten  Ausdruck  auf  dieses  Bei- 
spiel an,  so  erhalten  wir  aus  den  Art.  95 

W  s  i1 2.636 


Die  Anzahl  der  /  ist  auf  den  Sta- 
tionen 

(1)   .   .   .   .  Ö7 

(2) 


(3) 
(4) 
(5) 


S1 

9 
9 

6 


und  die  Anzahl  der  Gruppen  von 
Gyris 

 %i 

 8 

4 

 4 

 3 


(Af)  =  m 

und  ferner  sind 

(Ax)  —  i9  .    [As]  SB  5  .    (Ab)  =  e 

folglich  D  =  oi,  und  hieraus  bekonuhl  man  den 

m.  f,  einer  einzelnen  Beobachtung 
einer  Richtung  »  1  "984 


(All)  s  40 


*)  Man  kann  b«iiMrk«a,  data  di«Mr  Amdrudi  in  dm  von  Gaiws  in  aeiaam 
SoppleniHitum  tbeaiiae  comb.  alc.  für  den  dort  bebandeltan  spedellen  Fall  gagebenen 
öbergebt ,  weon  man  die  erforderlichen  Bedingungen  einlQbrl.  Der  Gaussiseha  Am- 
dniek,  hl  die  liier  eingeführte  fieieidinung  übersetzt,  ist 


■Ib, 

und  die  Bedingungen  de«  von  Gauss  bebaiidellen  Pall(>s  «ind 

f^M)  =  (As)  ,     (.irj  =  (-in 
1<  ührt  man  diese  in  die  Ausdrücke  de^  Textes  ein,  so  wird 

D  =  (Ab] 

und  der  vorstehende  Ausdruck  geht  daraus  hervor. 
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WiU  man  anob  die  iniMleren  Fehler  der  Renillate,  für  welche  oben  die 
Gewichte  berechnet  worden  sind,  kennen  lernen,  ao  dient  daiu  der 
Auadruck 

in.  f,  i?p^ 

wenn  F  den  mittleren  Fehler  der  Beobachtungen ,  denen  das  Gewicht 
=  1  beigelegt  worden  ist,  —  hier  den  oben  gefundenen  m,  f.  — .  nod 
P  das  Gewicht  des  betr.  Resultals  aus  den  Beobacbtangen  bezeichnen. 
In  den  Artt.  97  bis  103  ergaben  sich  für 

den  Winkel   (3)(1)(5)     das  Gewicht  s  43.46 

»      »        (5X2)(3)  »  »  «  34.8 

»        {5)(3){2)  »  •  =15.58 

das  Aggregal  14(1)3+^^(1  ).•,  »  »  =  07.37 

n       »        M(8)2H-a?(4jj  »  '>  =  ÖO.ÜU 

die  Seile     (1)(3)  »  »  =  341.2 

und  der  vorsiebende  Aosdruck  giebt  daher  der  Reibe  nach  die 

m./:  s  0*541 
=  0.430 

=  0.336 

=  0.5Ü3 
SB  0.242 
=  0.281 
=x  OH  07*) 


*)  Gaaa«  bat  in  adner  eben  angezogenen  Abhandlung  in  B«tug  auf  «aine 
Triaiqsiilalkm  bareduiat  und  gatanden,  den 
m.  ^  dar  Salta 

Falkanbarg-Brailfcaiti  »  0*4  SO» 
und  leb  haba  apllar  für  dietelb«  THaogulalioD  nach  dan  ob^en  Pennabi  baradinal 
und  gaAindan,  dan 

m.  f.  des  Winkels 

Wilseda,  Faikenberg,  Wulfsoda  «  0"380 

und  den 

m,  f.  des  Winicels 

Uauselbcrg,  Wulfsode,  Faliienlierg  as  0''353. 
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452. 

Ausserdem  ist  im  Art.  130  noch  das  Gewicht  der  Seite  (1)(8)  nii> 
(er  zwei  Annafameo  berechnet  worden.  In  der  Annahme  der  einzig  ge- 
messenen Grundlinie  (1}(3)  wurde  dasselbe  k  738.0,  und  in  der  An- 
nahme, dass  die  zwei  Grandlinien  (1)(3)  und  (2) (4)  gemessen  worden 
seien  s  4105  s^efimden.  Wendel  man  den  obigen  Ausdruck  hierauf  an, 
so  iindct  üiau  tur  die  Seite  (1)(2)  im  ersten  Falle  den 

m.  f,  s  0"*0730 

und  in  dem  zweiten  Falle  den 

m.f.  »  0'"0f30 

Dys  Hinzukommen  einer  zweituD  Grundlinie  hat  also  die  Geuauigkuil 
dieser  Seile  um  mehr  wie  das  Doppelte  vergrüssert. 

Ich  bemerke  hiezu ,  dass  strenge  genommen  für  den  Fall  der  zwei 
Grundlinien  der  m.  f.  einer  Richtung  von  Neuem  hatte  berechnet  werden 
müssen,  da  wegen  des  Hinzukommens  von  noch  einer  BedinguQgs- 
gleichung  der  Nenner  D  des  bez.  Aasdrucks  sich  um  eine  Einheit  ver- 
grössert.  Da  dieses  jedoch  hier  nur  einen  unbedeuleoden  Einfluss  auf 
das  obige  Resultat  hatte  äussern  können ,  so  habe  ich  keine  Rücksicht 
darauf  genommen,  und  der  oben  angagebene  zweite  m.  f.  der  Seite 
(1)(S]  ist  ein  Weniges  grosser,  wie  er  strenge  genommen  sein  wurde. 

§.  8.  Naelln«  n  icr  tIMiliMhe  Hitemdugw«  MMkm 

AMunÜDg. 

153. 

Ich  bin  darauf  aufmerksam  gemacht  worden ,  dass  in  der  in  der 
Ueberschrift  angezogenen  Abiiandlung  kein  Verfahren  angegeben  ist, 
durch  welches  man  mit  erforderlicher  Sicherheit  in  einem  schon  aus- 
geglichenen  Dreiecksnetze  lange  geodätische  Linien  bestimmen  könne. 
Bs  ist  richtig,  dass  dort  kein  Verfahren  fiir  diesen  Zweck  beschrieben 
ist,  aber  die  dort  gelösten  Hauptaufgaben  bilden  die  Grundlagen,  nicht 
nur  dazu,  sondern  auch  zu  vielen  andern  Aufgaben ,  und  es  würde  zu 
weit  gefiihrl  haben,  wenn  ich  diese  alle  btttte  mit  aufnehmen  wollen. 


Dlgitlzed  by  Google 


P.  A.  Hansbn« 


Ich  will  indess  hier  die  Auflösung  der  oben  genannten  Aufgabe 
1><  n.  obi^leich  sie  so  nahe  liegt,  dass  Jeder  sie  sich  hiilie  entwickeln 
kunnen. 

Die  folgende  Figur  soll  irgend  ein  Dreiecksnetz  darstellen,  in  \:(  I- 
cheni  die  Winkel  schon  ausgeglichen  sinil ,  und  in  dem  die  Eudpuukte 
mit  den  Zahlen  ^i)  bis  (1 )}  bezeichnet  sind. 


In  diesem  Dreiecksnetze  habe  ich  mich  begnO^,  \Aob  die  HavpC- 
dreiecke  aoftonehmen,  und  dag^n  die  Richtangen  oder  Diagonalen, 
die  man  mit  eingeschDilleo  hat,  um  die  zur  Auif^letchong  der  Winkel 
erforderlichen  Bediogongsgleichungen  zu  erhallen«  weggelaaseo.  Diese 
letzteren  sind  flir  den  jetzt  zu  verfolgenden  Zweck  im  All^meinen 
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aberflilssig.  und  sollteD  m  m  der  Anwendung  in  einzelnen  Psllen  nOtz- 
.    lieh  werden  können .  so  kann  man  sie  ohne  Weiteres  auch  aufzeichnen 
und  anwenden. 

454. 

Ich  nehmo  nun  an,  dass  an  den  Punkten  (1)  und  (7)  dieses  Droi- 
ecksnelze.s  die  Polhöhen  und  das  Aziniudi  einer  der  dort  zusammen- 
laufenden Dreieeksseiteu  astronomisch  beslimnit  sei ,  und  man  die  Pol- 
hohe  von  (Ij,  so  wie  das  Azimulh  der  geodaiiscben  Linie  am 
Punkte  (t)  auf  den  Puokt  (7)  geodätisch  ubertragen  wolle,  om  diese 
Grössen  mit  dem  am  Punkte  (7)  astronomisch  bestimmten  zu  vergleichen. 

Zu  dem  Ende  ziehe  man  die  geodätische  Linie  (!  :{ 4),  und  betrachte 
das  sphäroidiscfae  Dreieck  (1)(2X^)>  in  welchem  die  Seiten  und 
(S)(4)  nebst  dem  eingeschlossenen  Winkel  bekannt  sind.  Man  berechne 
dieses  Dreieck  erst  beiläufig,  indem  man  es  als  sphSrisch  oder  gar  als 
eben  betrachtet,  woxa  die  Anwendung  von  höchstens  ftanfeteHigeD  Lo- 
garithmen mehr  wie  ausreichend  ist.  Man  erhHlt  hiemit  hinreichend  ge- 
naue Data  um  nach  den  Ausdrucken  des  Art.  128  der  angesogenen  Ab- 
handlung die  Unterschiede  zwischen  den  sphSroidischen  und  den  sphä- 
rischen Winkeln  mit  erforderlicher  Genauigkeit  berechnen  zu  können. 
Durch  den  bez.  Unterschied  verwandele  man  den  spliaroidisclien  Winkel 
(1)(2}(4)  in  den  bez.  sphärischen,  und  berechne  bi^uf  durch  die  sphä- 
rische Trigonometrie  die  Seite  (1){4)  und  die  l>eiden  anliegenden  Winkel 
mit  hinreichender  Schörfe.  Die  gefundene  St'ilc  bedarf  keiner  Yerbe.s- 
serung.  aber  die  beiden  uul  berechneten  Winkel  werden  dureh  die  oben 
genannten  vorher  berechneten  Unterschiede  auf  ihre  Warthe  aut  den 
Sphöroid  hingeführt. 

hl  tk'Ui  Dl*  iri'ke  i'1}f5)f4)  sind  nun  wieiler  zwei  Seiii  Ji  lu  lisf  dem 
eingeschlossenen  \V  mkel  l)ekanni .  und  nachdem  dieses  aut  die  uemliche 
Art  behandelt  worden  ist,  werden  im  Dreiecke  (l)(äj(7)  zwei  Seiten 
nebst  dem  eingeschlossenen  Winkel  bekannt,  aus  welchen  auf  die  nem- 
liehe  Art  die  veriangte  geodätische  Linie  (1)(7)  nebst  dm  beiden  anlie- 
genden spbtlroidisclien  Winkeln  erhallen  werden. 

Aus  der  Polhöhc  des  Punkts  (1)  und  dem  Azimuth  der  Linie  1 1  1) 
an  diesem  Punkte,  welches  man  auch  durch  die  vorbeschriebene  Rech- 
nung ans  dem  daselbst  astronomisch  bestimmten  Azimuth  einer  Dreiecks- 
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seile  erhall ,  ndbst  der  gcrundenen  Linge  der  geoMtiseheo  Linie  Icairn 
maa  nun  doroh  die  erste  Haaptaofgabc  der  angezogeoen  Afohandlimg  • 
(cf.  Arl>  10  u.  f.)  fiir  den  Bndpniikl  (7)  die  Polböhe,  den  Langcnunter' 
schied  mit  '1;,  und  das  Azimiith  von  (1)(7)  berechnen,  und  mit  den  astro- 
nomischen Bestimmungen  dieser  Grössen  vergleichen. 

Man  kann  dieses  auch  auf  andere  Werse  ausHlhrcn.  Durtli  die 
zweite  HauplaulHalic  der  aoficzüi^cnen  Abhandlung  ;cf.  Art.  5<  u.  V, 
kann  man  aus  den  l'olliölien  der  Punkte  (I  i  und  (7;  und  dem  Lnni?»>n- 
unterschicde  derselben  die  Liint^e  der  peocJütischen  Linie  (1)(7)  und  die 
Azimnibo  an  ihren  Endpunkten  berechnen,  nnd  diese  mk  den  ander- 
weitig gcfundenon  Werthen  derselben  vergleichen. 

Endlich  kann  man  auch  den  Inhalt  des  vierten  Abschnittes  der  an- 
gezogenen Abhandlung  anwenden,  und  (cf.  Art.  154  n.  f.)  aus  der  wie 
beschiieben  gefundenen  Länge  der  geodtifischen  Linie  I  (7)  and  den 
astronomisch  beBtiniDiten  Polhöhen  dieser  Endpunkte  den  Lttngenunter- 
schied  derselben  so  wie  die  Azimutbe  von  (1  )(7)  berechnen ,  nnd  ^oae 
mit  den  anderweitig  erhaltenen  Werthen  dieser  drei  Gräsaen  vergleichen. 

Die  8.  a.  0.  entwickelten  AuflOsQi^ien  dieser  drei  Anfigaben  sind 
tinbeacbrSnkt  anwendbar,  wie  lang  aoch  die  Linie  (1)(7]  sei,  nnd  welche 
Lage  sie  aneh  auf  dem  ErdsphHroid  habe. 

155. 

Zorn  Inhalt  des  vor.  Art.  sind  einige  Bemerkungen  au&ustellen. 
In  der  Anwendung  wird  man  in  der  Regel  nicht  mit  enier  so  ge- 
ringen Anzahl  von  Dreiecken  znr  Berechnung  der  aufi^egebenen  geodS- 

lisclicn  Linie  aiisreicheu  wie  in  diesem  fiugirten  Dreiecksnetze  der  Fall 
ist,  sundci  n  eine  grössere  Anzahl  derselben  berechnen  müssen. 

Die  An/.ahi  der  zu  berechnenden  Dreiecke  wird  man  oftmals  da- 
durch kleiner  machen  kennen,  dass  man  die  Diagonalen  der  Vier-  oder 
Mohrorke  mit  benutzt,  die  zur  Ausgleichung  des  Drciccksnetzes  nn'l  ein- 
gescinnlton  worden  sind;  auch  kann  man  zum  vorliegenden  Zweck 
Diagonalen  berechnen  und  benutzen ,  die  bei  den  IHessangen  nicht  mit 
eingeschnitten  worden  sind. 

Man  kann  in  jedem  Dreiecksnetze  die  hier  in  Rede  siebenden  Rcch- 
nongen  auf  verschiedene  Arten,  nemlich  durch  Benutzung  anderer  Drei- 
eckspunkte, wie  die  oben  angegebenen,  auafilbren. 
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In  den  ersten  zu  lierechnenden  Dreiecken,  die  von  allen  immer  die 
kleinslcu  sind,  kann  man  einen  Schritt  weiter  geheo,  wie  im  vor.  Art. 
I)eschrieben  ist.  Man  kann  di(!  Winkel  der6cll)en,  nachdem  sie  vom 
spbäroidischen  auf  sphärische  hingeibhrl  worden  sind,  hierauf  auf  ebene 
binnthren*  und  das  bes.  Dreieck  alsdaeo  als  eio  ebenes  berechnen,  wer- 
aaf  die  Winkel  des  Resultats  wieder  erst  anf  spbKrische,  und  dareaf  auf 
sphllroidiscbe  hinzuführen  sind. 

In  den  ersten  kleineren  Dreiecken  wird  gemeiniglich  die  Reduclion 
der  spliäroidischen  Winkel  auf  sphärische  so  klein ,  dass  man  sie  ttber* 
gehen  kann,  aber  so  %vie  die  Seiten,  und  damit  auch  die  Dreiecke  selbst 
grosser  werden,  können  diese  Reduclionen  sehr  merklich  werden. 

Das  Verfahren  dos  vor.  Art.  ist  niclil  unbej?renzl  anvvcndl)nr.  denn 
die  Ausdrücke  des  Art.  128  der  angezogenen  Ahhandluni;  luiren  auf 
ausreichend  genau  zu  sein,  wenn  die  Dn-iecksseilcn  r Ine  uewisse  Grösse 
übei  £>leigen,  die  ohngetabr  auf  20'*  festgesetzt  werden  kann. 

156. 

Um  zu  zeigen,  wie  man  verfohren  kann,  wenn  die  zu  berechnende 
geodfitische  Linie  die  eben  genannte  Grosse  erreicht  oder  ubersteigt, 
kehren  wir  zo  dem  im  Art.  153  verzeichneten  Dreiecksnelze  zurltck  und 
nehmen  an,  dass  die  geodätische  Linie  (1)(1i)  nebst  den  anliegenden 
Winkeln  zu  berechnen  sei,  and  dass  diese  die  angefahrte  Grenze  Ober- 
sieige.  Man  kann  nun  in  einem  Zwischenpunkte ,  fttr  welchen  die  be- 
treffenden Linien  die  angeftlhrle  Grenze  nicht  erreicht  haben,  z.  B.  in 
(7).  ai)|jreLlu'n ,  und  diesen  zun»  Au^i^an^spunkl  neuer  geodätischer  Li- 
nien anneinnen.  Aus  dem  Dreiecke  i  10)  kann  man  die  Linie  (8)'  10) 
ncitst  den  anliegenden  Winkeln  bereclinen,  und  erhalt  hierauf  durch  das 
Dreieck  f7l  10);  M)  die  Linie  /7)(1  T  nebsl  den  anliegenden  Winkeln. 

Da  nun.  um  1 1;f  1 1)  zu  erhallen,  das  sphSroidische  Dreieck  (1)^7)(1 1) 
zu  berechnen  ist,  und  man  durch  die  vorhergehend  angeführten  Regeln 
die  Polhöhe  von  (7)  und  die  Azimuthe  der  Linien  (l)(7)  und  (7)(11)  an 
diesem  Punkt  berechnen  kann,  so  ittsst  sich  durch  Anwendung  der  Auf- 
gabe des  Art.  74  u.  f.  der  angezogenen  Abhandlung  das  Dreieck  (4)(7}(1 1) 
vollsttindig  berechnen,  wie  gross  es  auch  sei,  da  die  AnflOsung,  die  ich 
von  der  zuletzt  genannten  Aufgabe  gegeben  habe,  keiner  Beschränkung 
nnterworÜBn  ist. 
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Wäre  die  Linie  1)  noch  langer,  so  kann  man.  sUttt  Rines.  meh- 
rere Zwiischenpunkte  annehmen,  und  die  somit  entstehenden  j^rc^sen 
sphäroidischen  Dreiecki»  iinnier  durch  die  zuletzt  angeführte  Angabe 
mit  jeder  wUnschenswerlhen  Genauigkeit  berechnen  Man  sieht  hi«  r  ni-, 
dass  di(;  iu  tlieseni  ^5  i^'ostellte  Aufgabe  in  dem  Inlialt  der  oll  ani;ezf»i;enen 
Abhandlung  in  iuögliehsl  i^^rosser  Ausdehnung  uod  mit  jeder  wttnschens- 
wenhen  GeoaDigkeit  ihre  AaflOsuog  findet. 
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